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ERRATA ET ADDITIONS. 


Page 3, ligne 14, en remontant, après «la fonction f(x)», ajouter «supposée 
encore finie»;et, quatre lignes plus bas, au lieu du mot «encore», lire« néanmoins», 

Page 4, ligne 15, au lieu de « fonction ou continue », lire « fonction finie et 
continue ». 

Page 59, ligne 3 du n° 57, au lieu de « quelconque m », lire « m, supérieur à 
l'unité ». 

Page 64, ligne 1r, au lieu de « dx », lire « du »; et ligne 8, en remontant, au 
leu deze" drs, lire — fx" dx ». 

Page 100, ligne 19, au lieu de « OA », lire « OB" ». 

Page 113, à la fin du n° 288, ajouter, en note: 

(:) On me fait observer que cette proposition s’énonce d’une manière encore 
plus simple et plus facile à retenir, sous la forme suivante : la longueur de toute 
ellipse dont l’excentricité n'est pas très voisine de l'unité égale sensiblement 
celle d’une circonférence qui aurait pour rayon la moyenne arithmétique 
des demi-axes, accrue de son demi-excédent sur leur moyenne géometrique. 

Page 115, lignes 5 et 6, au lieu de « longueur », lire « côté ». 

Page 126, ligne 4, ajouter, en note : 

(*) Néanmoins, ces triangles, pour être, à la limite, certainement tangents, de- 
vront y garder des côtés distincts en direction, c’est-à-dire n’avoir pas d'angle ten- 
dant vers deux droits: on prendra donc leurs sommets, sur la surface, à des dis- 
tances angulaires comparables dansles divers sens, chose évidemmenttoujoursfacile. 

Page 129, ligne 12, au lieu de « aura fait », lire « décrira ». 

Page 163, ligne 3, indiquer la limite supérieure « w » de l'intégrale. 

Page 181, ligne 8, au lieu de « p. 231* », lire « p. 232* ». 

Page 190, au titre du n° 374, au lieu de «intégrales », lire «intégrales générales ». 

Pasenob, hiene 7, au lieu de« uw fu)», lire « u'= f{u) ». 

Page 258, ligne 17, ôter le mot « positives ». 

Page 265, à la fin du n° 494, ajouter les phrases suivantes : 

« Observons encore que la courbe plane à aire maxima ou la surface courbe 
à volume maximum seront essentiellement convexes, c’est-à-dire coupées par 
toute droite ou tout plan sécants en deux points seulement ou suivant un seul 
contour : sans quoi, il suffirait de remplacer les parties en creux que détache- 
raient de la courbe ou de la surface une telle droite ou un tel plan, par les seg- 
ments interceptés de ceux-ci, pour accroître l'aire A ou le volume V que l’on 
considère, tout en diminuant l'étendue GC ou S de leurs limites ; conséquence 
évidemment impossible dans l’hypothèse du maximum. 

» On reconnait de même que la courbe à aire maxima, sur la sphère, est 
nécessairement convexe, ou coupée au plus en deux points par les grands cer- 
cles de la sphère, pourvu que, du moins, elle se trouve tout entière comprise 
dans un hémisphère et admette, par suite, comme plus courte distance entre 
deux quelconques de ses points, l’arc de grand cercle qui les unit. » 

Et commencer le n° 495 de cette manière : « Les principes qui précèdent se 
trouvant ainsi établis, ... ». 

Page 13*, dernière ligne, au dénominateur de la première fraction, lére «eh —1». 

Page 21*, au dénominateur de la formule (5), lire « f'(æ)»; et, à la dernière 
ligne, lire « f(æ)=(c—-c—Rh,)(æ—c—h,)... ». 
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Page 35*, à la première formule (21), inscrire la limite supérieure « © » de 
l’intégrale. 

Page 36*, ligne 2, en remontant, au lieu de «XXX: Lecon », lire «XXXI* Lecon». 

Page 68*, ligne 7, en remontant, au lieu de « il », lire « elle ». 

Pages 106*, 107*, 108* et 109*, au lieu de À, mettre partout, de préfé- 
rence, K. 

Page 168*, ligne 6 en remontant, rétablir, au bas du premier signe f, la limite 
co, 

Page 227*, ligne 2 en remontant, au lieu de « dz », lire « z dz ». 

Page 238*, ligne 4, ajouter : 

« Ce faite ou thalweg, sans être une enveloppe (sauf pour chaque versant consi- 
déré à part), représente donc une solution singulière et constitue en même temps 
le lieu des rebroussements des courbes qu’expriment les intégrales particulières. 
Il fournit un curieux exemple, tout à la fois : 1° de disjonction des deux propriétés 
de ligne-enveloppe et de lieu de rebroussements, assez ordinairement unies sur 
une même courbe; 2° de réunion de la qualité de solution singulière avec la même 
propriété de lieu de rebroussements, dont elle se trouve le plus souvent séparée ». 

Page 257*, à la deuxième ligne du titre du n° 385*, lire «linéaire homogène». 

Page 342*, ligne 17 en remontant, au lieu de « tangente en ce point à l’enve- 
loppe », lire « menée par ce point de l’enveloppe ». | 

Page 355*, ligne 6 en remontant, à la fin, lire « P,Zo ». 

Page 378*, ligne 18 en remontant, au lieu de « dérivées premières de w, qui 
deviennent ...», [ire «dérivées premières de w en x, y, z, qui deviennent ...». 

Page 495*, ligne 2, au lieu de « que l’autre », lire «qu’il parvenait à l’autre». 

Page 512*, dernière ligne, au lieu de «développons-la», lire «développons-le». 
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CALCUL INTÉGRAL : DES INTÉGRALES TANT DÉFINIES QU'INDÉFINIES ; 
INTÉGRABILITÉ DES EXPRESSIONS DIFFÉRENTIELLES. 


213. — But du Calcul intégral; ce qu'on entend par intégrer 
une differentielle de la forme /(x) dx. 


On a pu entrevoir, dès la quatrième Leçon (t. 1, p. 94), que le 
Calcul intégral à pour but de remonter des différentielles aux fonctions 
et, par conséquent, de former les fonctions dont les dérivées ou les diffé- 
rentielles jouissent de propriétés voulues, c’est-à-dire satisfont à des 
conditions, à des formules données. On s’y propose donc, quand une 
fonction unique, y, et sa différentielle, dy, sont seules à considérer (ce 
qui est le cas le plus simple), d'obtenir la fonction au moyen d’une 
expression de ses changements infiniment petits dy, autant du moins 
que celle-ci la détermine. Cette opération s'appelle une intégration 
ou, plus précisément, l'intégration de l'expression donnée. Elle équi- 
vaut à réunir toutes les valeurs prises successivement par cette expres- 
sion à mesure qu'ont changé avec continuité les variables à partir 
d’un état choisi comme primitif, valeurs constituant les différentielles 
dy de la fonction jusqu'à son nouvel état, ou l’infinité des accroisse- 
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0) CE QU'ON ENTEND PAR L’INTÉGRATION D'UNE DIFFÉRENTIELLE. 


ments infiniment petits qui y composent son accroissement graduel 
total, c’est-à-dire la fonction elle-même, si l’on est parti d’un état où 
elle fût nulle. Ainsi intégrer, c'est, au fond, rétablir une quantité 
dans sa valeur totale, dans ce qu’on peut appeler son intégralité, par 
le rapprochement, la sommation, des éléments où parues infiniment 
petites qui la constituent. Ce mot se justifie donc de lui-même, 
comme ceux d’érntégralion et de calcul intégral qui en dérivent. 

Nous verrons plus loin que la différentielle d’une fonction peut être 
donnée sous diverses formes plus ou moins complexes. Pour le moment, 
bornons-nous au cas le plus simple, qui est celui où la quantité in- 
connue ne dépend que d’une variable, æ, et où sa différentielle, donnée 
explicitement en fonction de cette variable seule, est de la forme 
f(x) dx, f (x) désignant, comme on voit, la fonction connue qui ex- 
prime sa dérivée. Nous représenterons par F(æx) la fonction cherchée, 
ayant pour différentielle f(x) dx : on l'appelle quelquefois la fonction 
primitive de f(x), par opposition à celle-ci, f(x), qui en est dite, 
comme nous savons depuis longtemps, la dérivée. 

Ces dénominations sont parfaitement justes quand on aborde l’ana- 
lyse infinitésimale par l'étude des courbes algébriques et des fonctions 
algébriques, dont les équations ou expressions finies se présentent 
en effet comme primitives, c'est-à-dire comme logiquement antérieures 
aux équations différentielles de ces courbes ou aux formules des va- 
riations infiniment petites de ces fonctions. Mais il n’en est plus de 
même dans d’autres questions d'Analyse ou de Géométrie pures, et 
surtout quand on se place au point de vue des applications physiques. 
En effet, dans la nature, ce sont les différentielles, plutôt que leurs 
sommes, qu'on peut regarder comme primitives; car ce sont les chan- 
gements infiniment petits des quantités concrètes, c’est-à-dire les 
flux ou rapidités de variation, que les lois des choses déterminent 
immédiatement, en les réglant, il est vrai, à chaque instant, d’après 
l'état actuel déjà réalisé, c’est-à-dire d’après les valeurs intégrales pré- 
sentes du système de quantités dont il s’agit. 


214. — Existence et degré d’indétermination de la fonction 
dite primitive. 


Remarquons qu'il existe toujours, quelle que soit la fonction don- 
née f(x), une fonction continue F(x), qui répond à la question, ou 
dont la dérivée est f(x). Pour le concevoir, imaginons que x soit, 
dans le plan æO y, une abscisse horizontale variable, d’abord égale à 
une certaine quantité OA — a, que nous appellerons sa valeur initiale, 
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puis indéfiniment croissante ou décroissante d’une manière conti- 
nue. Cette abscisse prendra donc, successivement, des valeurs telles 
que OA, OB, OC,.... Menons à son extrémité mobile À, B, C,... 
une ordonnée verticale y, qui, après avoir eu une première valeur AA! 
quelconque, grandisse ou diminue à chaque instant, ou à partir de 


Fig. 42. 


chaque valeur + de l’abscisse, de quantités dy égales au produit de la 
valeur actuelle de la fonction f(x) par le transport infiniment petit dx 
de l’ordonnée, survenu aussitôt après. En d’autres termes, disposons de 
la pente, arbitrairement variable entre — « et + , qui définit la di- 
rection suivant laquelle se meut à chaque instant la seconde extré- 
mité, A’, B', C',... de cette ordonnée verticale, de manière à lui faire 
prendre sans cesse la valeur actuelle de f(x). Il est clair que, si f(x) 
varie graduellement avec +, la seconde extrémité dont il s’agit décrira 
dans le plan une certaine courbe, A’B'C'..., pendant que l’ordonnée 
occupera successivement les positions AA’, BB’, CC',...; et si, au 
contraire, la fonction f(x) se trouve être discontinue, mais seulement 
pour des valeurs isolées de x, cas où la courbe tracée ne sera bien 
continue elle-même que dans l'intervalle de deux discontinuités con- 
sécutives de f (+), la trajectoire tout entière de la seconde extrémité 
de l’ordonnée y possédera encore, aux points anguleux qui y marque- 
ront le passage d’un intervalle à l’autre, une stricte continuité, ca- 
ractérisée par l'absence de toute rupture complète (ou séparation). 

Or, dans les deux cas, cette trajectoire, une fois construite, définit 
parfaitement son ordonnée y en fonction de l’abscisse x; et la manière 
même dont elle a été décrite, ou dont on a réglé à chaque instant sa 
direction, montre qu'on y aura partout dy — f(x) dx ou y' — f(x). 
Par conséquent, son ordonnée variable y est bien la fonction primi- 
üve demandée F(x) ou, du moins, une fonction primitive, c'’est- 
à-dire ayant pour différentielle f(x) dx. 


4 LA FONCTION PRIMITIVE N’EST DÉTERMINÉE QU'A UNE CONST. PRÈS. 


On voit même que la droite AA’, valeur initiale de cette fonction, 
pourrait être allongée ou raccourcie d’une quantité quelconque AA"; 
et qu’on obtiendrait alors une nouvelle courbe, A’B”C’..., dont 
l’'ordonnée, que j'appellerai Y, aurait également pour dérivée f(x), 
ou exprimerait, elle aussi, au même titre que la précédente, une fonc- 
tion primitive. Mais 1l importe d’observer que la différence Y — y des 
deux ordonnées se maintiendrait invariable, ou que l’on aurait 


A'A" = B'B'= C'C" = 


ïn effet, l'expression Ÿ — y, ayant sa dérivée Y’ — y’ ou f(2) 764 
identiquement nulle, se réduit forcément à une quantité constante 
(t. 1, p. 34). Donc, si nous désignons par c une constante arbitraire, 
positive ou négative à volonté, la fonction primitive la pie générale 
de f(x) sera > + cou F(x) +c. 

En résumé, quelle que soit la différentielle donnée, de la forme 
f(x) dx, dans laquelle toutefois f(x) désigne une fonction ou con- 
tinue ou affectée seulement de discontinuités accidentelles, on peut 
toujours se représenter, el il existe, en conséquence, une fonction 
continue, F(x), qui admet cette différentielle f(x) dx, c’est-à-dire 
dont la dérivée est f(x). De plus, la différentielle f(x) dx définit 
complètement les changements éprouvés par celte fonction, ou 
ce qu'on peut appeler sa partie variable avec x; mais elle laisse en- 
tièrement libre sa partie constante, ou une première valeur, dite 
initiale. Aussi doit-on comprendre soit explicitement, soit implici- 
tement, dans celle-ci, une constante arbitraire, dont la détermina- 
tion s'effectue à l° de d'une Phone ou condition accessoire propre à 


chaque problème. 


215. — Intégrale définie et intégrale indéfinie d’une différentieHe /(x)dx ; 
signification et emploi du signe /. 


Supposons que, æ ayant reçu d’abord la valeur 4, on ait choisi égale 
à zéro la valeur correspondante de l’ordonnée de la courbe, ou, ce qui 
revient au même, donnons-nous la constante arbitraire c égale à 


LANTERNE, 


La fonction primitive que nous obtiendrons sera ainsi l’ordonnée de 
la courbe, A bc... (p. 3), construite en retranchant partout la con- 
stante F(a) de l’ordonnée y — F(x) de la courbe A’B'C'... considé- 
rée d’abord. Cette fonction primitive, F(x) — F(a), joindra donc à 
la propriété d’avoir pour différentielle f(x) dx celle d'être initiale- 
ment nulle, ou de se former, peu à peu, par l’apport exclusif des va- 
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leurs que sa différentielle f(æ) dx reçoit pendant que x, après avoir 
égalé a, éprouve les variations continues ou insensibles dx, d’ailleurs 
complètement arbitraires quant à leurs rapports mutuels et à leurs 
signes. 

La somme de toutes ces valeurs successives de la différentielle 
f(x)dx se représente quelquefois, suivant une notation que nous 
avons déjà employée (t. I, p. 66), par le symbole 2 f(x) dx. Mais, 
comme les éléments ainsi ajoutés sont infiniment petits et infini- 
ment nombreux, en sorte qu'il s’agit d’une limite de sommes (#d.,p.65) 
et non d’une somme déterminée, il est bon d'exprimer nettement, au 
moyen d'une forme spéciale donnée au signe de sommation, l’inten- 
tion où l’on est de passer à la limite en faisant décroître tous les 
termes jusqu’à zéro et croître leur nombre au delà de toute grandeur. 
À cet effet, on remplace le E grec par le symbole f, dü à Leibnitzet 
qui n’est qu'une $ (initiale du mot somme) déformée. C’est ainsi que, 
dans le Calcul différentiel, la substitution de la lettre d à la lettre 
grecque A avait traduit une intention analogue. Et, pour que cette in- 
tention se manifeste aussi dans le langage parlé, le symbole f s’énonce 
intégrale, plus particulièrement que somme, de même que le signe d 
s’est appelé différentielle et non différence. Par conséquent, la somme 
des valeurs prises successivement par la différentielle f(x) dx quand 
æ varie avec continuité s’écrira f/(æ) dx et se lira intégrale de 
J(x) dx ou somme de f(x) dx. 

Cette somme étant égale à F(æ) — F(a) quand la valeur initiale de 
æ est &, on aura 

f(x) de = F(æ)—F(a). 


Une telle expression s'appelle une intégrale définie. Sa valeur, 
comme on voit, est complètement déterminée, parce qu’on se donne 
celle, &, à partir de laquelle æ a commencé à varier ; et c’est justement 
cette détermination parfaite qu’on exprime par l'adjectif définie. 

Pour en donner un exemple très simple, posons f(x) — x et a — 0, 
ou soit x dx l'expression à intégrer, dans l'hypothèse d’une valeur ini- 
tale nulle de +. Il est clair, par une différentiation immédiate, qu’une 
des fonctions primitives F (x) ayant pour dérivée x est ix?; et, comme 
cette fonction s’évanouit avec æ, ou que l’on a ici F(a) =F(0o)—o, 
vtenbfiradr=lr. 

Mais, si l’on n’expliquait pas quelle a été la première valeur de x, 
le terme — F(a) pourrait généralement recevoir, comme @, une infi- 
nité de valeurs différentes, comprises ou non entre certaines limites; 
el ce serait (du moins entre ces limites, s’il y restait contenu) une 
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. constante arbitraire. En la représentant par c, on aurait donc 
Sf(z) de = F(x)+c. 


Alors la quantité ff(x)dx, indéterminée en partie, prend le nom 
d'intégrale indéfinie. On voit que, sauf cette circonstance que € peut 
bien quelquefois n'y pas sortir d’un certain intervalle, elle comporte la 
même expression analytique, F(æ) + c, que la fonction primitive la 
plus générale de f(æ). Aussi a-t-on pris l'habitude de regarder les 
deux termes, intégrale indéfinte et fonction primitive, comme syno- 
nymes. On dira, indifféremment, l'intégrale de f(x) dx et la fonction 
primitive de f(x), en sous-entendant que la constante arbitraire im- 
pliquée dans celle-ci devra se déterminer de manière à faire commen- 
cer l'intégrale pour telle valeur de + qu’on voudra. 

Le symbole f dispensera de donner un nom spécial, tel que F(x), 
à la fonction primitive de f(x), puisqu'on la désignera bien mieux 
par l'expression ff(x) dx, qui a l'avantage de rappeler son mode le 
plus naturel de génération. Par suite, le signe d'intégration [ sera 
l’opposé du signe de différentiation d; et celui-ci, placé au devant 
de l’autre, le détruira identiquement, d’après le sens même qu'on leur 
attribue : on aura, par exemple, 


dj f(x) dx = f(x) dr. 


Mais on ne peut pas dire, au même degré, que le signe f, placé au 
devant du signe d, le détruise; car 


SdF(x)= F(x)+ une constante arbitraire, et non F(>) seulement. 


La différence provient de ce que la différentiation est une opération 
donnant un résultat parfaitement défini, tandis que l'intégration d’une 
différentielle f(x) dx est une opération propre à faire connaître uni- 
quement les variations de la quantité cherchée et non sa valeur imi- 
tiale. 


L 
216. — Ce qu'on entend par l'intégrabilité d'une expression de la forme 


M dx + Ndy +Padz +... 


Nous nous occuperons de la recherche des fonctions primitives ou, 
ce qui revient au même, du calcul des intégrales indéfinies, avant de 
considérer spécialement les intégrales définies. Mais il convient, aupa- 
ravant, d'étendre les considérations générales qui précèdent, touchant 
les expressions de la forme f(x)dx, aux expressions différentielles 
analogues à plusieurs termes et affectées de plusieurs variables æ, y, 
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5,..., afin d'examiner si ce seront toujours les différentielles totales 
de certaines fonctions, et quelle marche on pourra suivre, quand, en 
effet, de telles fonctions existeront, pour ramener leur recherche à des 
intégrations comme celle de f(x) dx. 

Soit donc Mdx + Ndy + Pdz +... la plus générale des expres- 
sions dont il s’agit, c'est-à-dire celle qui les comprend toutes, les 
coefficients M, N, P, ... des différentielles dx, dy, dz, ... y étant 
des fonctions connues quelconques de +, y, 3, ...; et demandons-nous 
d’abord en quoi pourra consister son intégration, supposé que 
æ,Y,%,...Y Varient avec continuité et simultanément, depuis cer- 
taines valeurs initiales constantes à, b, c, ... jusqu’à d’autres valeurs 
quelconques 2; y,.25 :... 

Pour fixer les idées, réduisons d’abord à trois, æ, y, z, les variables; 
et faisons-leur exprimer alors les coordonnées des divers points de 
l’espace par rapport à un système d’axes; de sorte que chaque triple 
série des valeurs de x, y, 3 que l’on a en vue se trouve représentée 
par une ligne, issue du point constant de départ (a, b,c) et aboutissant 
au point voulu d'arrivée (x, y, 3). Nous savons (t. I, p. 115) que, le 
long de cette ligne, deux des coordonnées, y et z par exemple, seront 
fonctions de l’autre, æ, et que, plus généralement, dans chaque série 
multiple des valeurs de variables x, y, 3, ... en nombre quelconque 
et qui changent à la fois, il correspond, aux diverses valeurs de l’une, 
certaines valeurs de chacune des autres, dès lors fonctions de la pre- 
mière. Nous pourrons donc, s'il y a, par exemple, trois variables, 
poser y —%Ÿ(x), z —=y(x), L et y désignant ici deux fonctions conti- 
nues de x, astreintes à avoir b, c pour valeurs initiales et les va- 
leurs finales y, z données, mais, dans tout l’intervalle, entièrement 
arbitraires. Comme 1l en résulte dy —d'(x)dx, dz —y'(x)dzx, et 
que d’ailleurs M, N, P, fonctions connues de æ,7,z, deviennent dé- 
pendantes seulement de +, l'expression proposée Mdx + N dy + P dz 
se change en [M +NV'(x) + Py'(x)]dx : elle reçoit donc la forme 
f(æ)dæ, avec des valeurs de f(x) parfaitement déterminées aux di- 
vers points de chaque arc où, d’un bout à l’autre, æ varie dans un 
même sens. Par suite, la somme des valeurs prises par cette expression 
le long du chemin suivi, somme qu’on peutécrire f(Mdx + N dy + P d2), 
ne sera autre qu'une intégrale, ff(x)dx, du genre de celles dont 
nous avons commencé l’étude, ou se composera de telles intégrales; 
et elle aura une valeur déterminée dès que la ligne définie par les fonc- 
tions y —%(x), z—y(x), étant donnée, fera parfaitement connaître 
la fonction f(x) =M+Nt'(x) + Py'(x). 

Mais, justement parce que cette valeur doit dépendre en général du 
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chemin suivi, et non pas uniquement du point d'arrivée ou des va- 
leurs finales +, y, z des variables, il y a lieu de se demander dans quels 
cas, ou pour quelles formes des fonctions M, N, P, elle varie seule- 
ment avec ces valeurs finales +, y, z, supposées quelconques, et de- 
vient par conséquent une véritable fonction de point, la même en 
chaque endroit (x, y, z) de l’espace quelle que soit, à partir de 
(a, b, c), la voie le long de laquelle on l'aura formée. S'il n’y avait 
que deux variables æ et y, les lignes considérées, alors définies par 
y = %Ÿ(x), toutes issues d'un point donné (a, b) du plan des xy, 
n'auraient pas à sortir de ce plan. Et le cas remarquable qu'il s’agit 
d'examiner serait celui où l'intégrale f(Mdx + Ndy) dépendrait uni- 
quement du point (x, y) d'arrivée; ce qui permettrait de l’exprimer 
par une ordonnée perpendiculaire z en émanant, dont la seconde ex- 
trémité, mobile avec (x, y), décrirait une surface continue 


3 = f(Mdr +Ndy), 


représentative de l'intégrale. Quand, les variables se réduisant tou- 
jours à æ et y, il n'en est pas ainsi, la somme z — f(Mdx + Ndy) 
représente bien encore l’ordonnée verticale d'une infinité de courbes 
parties d’un même point (a, b, o) et se distinguant les unes des autres 
par leurs projections horizontales y —#%(x); mais ces courbes se 
trouvent éparpillées à diverses hauteurs 3 en arrivant sur une même 
verticale quelconque (æ, y), et, par conséquent, elles ne couvrent pas 
toutes une surface unique. 

Si l’expression M dx + N dy +... contenait, au contraire, plus de 
trois variables, ou que toute représentation géométrique simple fit 
défaut, il n’y aurait pas moins à remarquer le cas important où l'inté- 
grale f(Mdx + Ndy + ...), prise à partir de valeurs fixes @, b,... 
des variables, dépendrait uniquement des valeurs finales Æ, 7; “rorde 
celles-ci, et non des valeurs intermédiaires ou de la manière dont 
V,%,... ÿ auraient varié en fonction de +. 

Ainsi, dans la supposition la plus générale quant au nombre des 
variables, l'expression à intégrer Mdx + N dy + ..., que l'hypothèse 
d'un mode quelconque de variation simultanée de æ, y, ... réduit au 
tvpe plus simple f(x)dx, mérite une étude spéciale lorsque la forme 
des fonctions M, N, ... y rend la somme f(Mdx+Ndy +...) dé- 
pendante des valeurs finales æ, y, ... des variables, mais non de leurs 
valeurs produites entre celles-là et les valeurs initiales fixes @, b, . 
Alors appelons F(x, y, ...) l'intégrale (définie) ou posons 


F = [(Mdx + Ndy + ...), 


ENTRE DES LIMITES DONNÉES, NE DÉPEND PAS DU CHEMIN SUIVI. (e) 


et donnons aux valeurs finales considérées æ, y, ... des accroissements 
infiniment petits quelconques dx, dy, .... Comme on peut amener 


oraduellement les variables, des valeurs initiales 4, b, ..., aux pro- 
posées æ + dx, y + dy, ..., en les faisant passer par les précédentes 


valeurs finales æ, y, ..., l'intégrale comprendra maintenant, outre les 
mêmes éléments, c’est-à-dire les mêmes différentielles successives, que 
tout à l'heure, la nouvelle partie, assimilable à un dernier élément, 
M dà + Ndy + ..., dans laquelle +, y, ... seront les précédentes va- 
leurs finales et dx, dy, les excédents, sur celles-là, des valeurs finales 
actuelles. En conséquence, l'accroissement éprouvé par la fonction F 
a la valeur Max + Ndy +... quels que soient les rapports mu- 
tuels de dx, dy, ...; ce qui, en choisissant égales à zéro toutes ces 
différentielles à l’exception d’une seule et puis divisant par celle-ci, 
donne pour dérivées partielles en x, y, ... de la fonction F les coef- 


ficients mêmes M, N, .... Il vient donc, identiquement (ou pour des 
+ 

valeurs quelconques de x, y, ...), M — ue N=—= D 
l'intégrale [(Mdx + N dy + ...) dépend, uniquement, des valeurs 
Jinales des variables (leurs valeurs initiales restant fixes), à la con- 
dition nécessaire que les coefjictents M, N, ... de l’expression pro- 
posée Mdx +Ndy +... sotent les dérivées partielles respectives 
d’une même fonction DODIOUPDOTÉ DL Y, 

Réciproquement, cette condition est sufjisante; car, dès que M, 
N,... égalent constamment les dérivées partielles en x, y, ... d’une 


-..+ Ainsi, 


fonction déterminée #(x, y, ...), chaque valeur de 
Max + Ndy + ..., 


correspondant à une variation élémentaire donnée dx, dy, ... du sys- 
tème des variables, représente l'accroissement infiniment petit simul- 
tané do de cette fonction, et, par suite, la somme 


F=f(Mdx+Ndy +...) 


n'est (à la limite) autre chose que l'accroissement total de ©, savoir 
@(x, y, ...)—o(a, b, ...), quantité dépendant bien uniquement 
des valeurs finales x, y, ... des variables, lorsque les valeurs initiales 
a, b, ... sont fixées, et, par conséquent, ne dépendant pas de leurs 
valeurs intermédiaires. 
La question revient donc à chercher les fonctions © qui vérifient à 
; à é do d. 
la fois les équations 2 — M, TT — 
dx dy 
existent, l'expression proposée prend le nom de différentielle exacte; 


N,.... Quand de telles fonctions 
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et elle est dite immédiatement intégrable, pour exprimer que la 
somme f (M dx -+- N dy +...) peut s'obtenir ou, du moins, constitue 
une fonction des valeurs finales æ, y,... bien définie (à partir de 
valeurs initiales données &, b, ...), sans qu’on ait besoin de faire su- 
bir aux éléments Mdx + Ndy+... aucune transformation. Les 
condilions auxquelles doivent, pour cela, satisfaire les coefficients M, 
.N,... s'appellent conditions d’intégrabilité. 

Il est clair que la différence de deux de ces fonctions + aura ses dé- 
rivées partielles en x, y, ... identiquement nulles; ce qui, dans toute 
manière de faire varier à la fois æ, y, ..., annulera sans cesse sa dé- 
rivée complète par rapport à la variable indépendante choisie et, par 
suite, ses changements totaux. Cette différence est donc invariable ; 
et toutes les fonctions + se déduisent de l’une quelconque d’entre elles 
par l'addition d’une constante c, évidemment arbitraire. L'expression 
générale de © ainsi obtenue s'appelle, comme dans le cas de la diffé- 
rentielle f(x) dx, l'intégrale indéfinie de Mdx + Ndy-+...et se 


représente d'ordinaire par la formule f (M dx + N dy +...), dans 
laquelle on laisse alors indéterminées les valeurs initiales &, b,... ou 
la constante — (a, b, ...). 


Nous allons voir, en considérant d’abord le cas de deux variables 
seulement +, y, quelles sont les conditions d’intégrabilité, et comment 
on peut, quand elles se trouvent vérifiées, obtenir l'intégrale indé- 
finie €. 


217. — Marche à suivre, en général, pour intégrer Mdx+ Ndy; 
condition d’intégrabilité. 


Soit donc M 4x + N dy la différentielle proposée, ou 


(1) Rae AREERN 


LL AS 
/ 


dx ES d) 


les deux équations à résoudre. Appelons f M dx üuc sonction de æ et y 
ayant M pour sa dérivée partielle en + et obtenue, par conséquent, en 
intégrant M dx sans faire varier y: chose que nous savons être tou- 
jours possible, en ce sens du moins que la fonction primitive consi- 


dérée existe. Comme on aura identiquement M — L$M dx, la pre- 
mière équation (1) pourra s’écrire “ (p — fMdx) — o, etvelle 
signifiera que la différence » — f M dx ne dépend pas de æ, mais dé- 
pend seulement des autres variables, c'est-à-dire ici de y. Si nous la 
représentons par d(Yy), nous aurons 


(2) 9 = SM dx + 4(y); 


CAS DE DEUX VARIABLES, II 


et 11 nous restera, pour déterminer la fonction arbitraire 4(y), la 
deuxième équation (1) qui, vu la valeur (2) de », devient | 


d 

D x +V'(y) = 

D NAREE ON) N, 
ou 


, Es d 
(3) | D Ve DCR de 


Or la fonction (y) et, par suite, sa dérivée L'( y) n'étant astreintes 

jusqu'ici qu'à ne pas dépendre de x, il suffira, pour qu’on puisse 
: d | see 
donner à 4'( y) la valeur N — sd dx, que cette valeur soit bien 
; a 

indépendante de æ, ou, ce qui revient au même, que là dérivée en x 
de N — Au dx se réduise constamment à zéro. Si cette condition 
est remplie, l'expression (3) de 4'( y), multipliée par dy et intégrée 
sans faire varier æ, donnera 


/ 
VCy) = f N — TIM dr) dy + une constante arbitraire c, 


valeur qui, portée dans (2), achèvera de déterminer la forme de © 
cuire y, | 


(4) e= [Mdr + [(N— Mad) dy + e. 


L'intégration de la différentielle totale M dx + N dy en comprendra 
donc généralement deux dans le genre de celle de f(x) dx, c’est-à-dire 
effectuées en n’y faisant changer, pour chacune, qu’une seule variable : 
la première, celle de M dx, aura lieu en ne faisant varier que æ, ou 
elle se fera, comme on dit, par rapport à x; la seconde, relative à y, 


: d 
se fera sur l’expression N — JM 16% 


Mais on voit que les fonctions M et N devront, pour que le problème 
soit possible, satisfaire à la condition, nécessaire et suffisante, de 


‘ i te d LE 
rendre nulle identiquement la dérivée en x de N — 5 Qi dx. Ainsi 


l’on a pour toute condition d’intégrabilité la relation 


FES ONE ENS OR EAU 
RER 0 ou D a (JM) = 0; 


Loue d 
et comme enfin, par définition, mt dx n’est autre que M, cette 
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Æ dN dM 
2 PIE 

Elle signifie, en langage ordinaire, que, dans l’expression donnée 
M dx +Ndy, le coefficient affectant la différentielle d’une des 
deux variables doit avoir, par rapport à l’autre variable, même 
dérivée que le coefiicient de la différentielle de celle-ci par rapport 
à la première. 

On l'aurait immédiatement prévu en observant que, si la fonction & 


; PL he M 4N 
existe, M, N sont ses deux dérivées premières, et que PAM: con- 
: np He er 
stituent par suite les deux expressions -—- et — de sa dérivée 


dy dx dx dy 
seconde oblique. Mais la démonstration précédente fait voir de plus 
que cette égalité, évidemment nécessaire, des deux dérivées réciproques 
de M et N, est suffisante pour que la fonction ® existe. 


218. — Extension de la méthode précédente au cas d'un nombre 
quelconque de variables. 


Supposons maintenant que l'expression à intégrer soit 
M dx + N dy + P dz, 
ou qu'on ait trois variables +, y, z et, par conséquent, les trois équa- 


tions à vérifier 


LOUE EÉTURAE PAIE 
dr PL dy 2 del de 


(6) 


On pourra d'abord ne considérer que les deux premières, ou choisir, 
parmi toutes les manières possibles de faire varier à la fois +, y et 3, 
celles où 3 ne change pas. On sera ainsi ramené au cas de deux va- 
riables +, y; et, si la condition d’intégrabilité (5) est satisfaite quel 
que soit z, la formule (4), qui implique deux intégrations, l’une en x, 
l’autre en y, fera connaître la fonction + la plus générale qui puisse 
de la sorte vérifier les deux premières relations (6). Observons seule- 
ment que, dans cette formule (4) et d’après la démonstration même 
qui a conduit à la poser, le terme complémentaire indéterminé c n’est 
astreint qu’à ne pas dépendre de x ni de y : ce n’est qu’en ce sens, ou 
par rapport à æ et à y, qu'on l’a dit constant. Dès qu'il y a lieu de 
considérer une nouvelle variable z, il peut donc devenir une fonction 
arbitraire de z. Aussi le désignerons-nous par d(3). Quant à la partie 
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’ + d x \ , 
dépendante de + et y, savoir f M dx + [(N se 2 AM dx) dy, et où z, 


en général, entrera aussi par M et N, nous lécrirons simplement 
SM dx + N dy), pour nous rappeler que ses deux dérivées respec- 
tives en + et y sont M et N. Nous aurons donc, en vertu des deux 
premières équations (6) du problème, comme expression la plus gé- 
nérale possible de +, la suivante 


(7) o= f(Mdr+Ndy)+4(z), 


où il ne restera d’indéterminé, c'est-à-dire de disponible pour essayer 
de satisfaire à la troisième équation (6), que le terme Ÿ(3). 

Or cette troisième équation (6) devient aisément, par la substitution 
à © de sa valeur (7), 


l 
(8) Y(z)= P— > FM dx + N dy). 


D'ailleurs, Ÿ'(z:) ne se trouvant astreint qu’à ne pas dépendre de x 
ni de y, on pourra vérifier cette équation (8) si son second membre 
es en effet une expression de d'(z) acceptable ou indépendante 
de æ et de y, c’est-à-dire à la double condition que ses deux dérivées 
partielles en x et en y se réduisent à zéro pour toutes les valeurs pos- 
sibles de x, y et z. Il y aura donc deux conditions d’intégrabilité à 
joindre à la précédente (5), et ce seront, sous une forme condensée 
qui nous est familière, les deux relations 


dP d? 
d{x,y) dix, y)dz 


SM dx + N dy) = 0, 


ou 


dP d dfiMdx +Ndy) 
= de» BEI 3 = xO 
CAEN NE d(x, y) 


c’est-à-dire, finalement, 


(9) À ch — cn 0 el as — a = 0 
: dx Le dy dz À 

Ainsi l'introduction de la troisième variable 3, ou de la troisième 
équation (6), a pour effet de rendre nécessaires les deux nouvelles 
conditions d’'intégrabilité (9); et celles-ci expriment que les deux dé- 
rivées, en æ et y, du coefficient P affectant la différentielle de la va- 
riable nouvelle z, doivent être égales respectivement aux dérivées, 
par rapport à z, des coefficients M et N des différentielles dx et dy. 
Ces conditions sont, comme on voit, analogues à la première, (5), et 
leur nécessité se trouvait également évidente. 
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Si les expressions données de M, N, P les vérifient, la relation (8), 
multipliée par dz et intégrée, fera connaître 4(z) à une constante ar- 
-bitraire près, et, en appelant f(Mdx+Ndy+P d:) ce que sera toute 
la partie du second membre de (7) contenant +, y,#, 1l viendra 


(10) o = f(M dr + N dy + P dz)+ une constante arbitraire ec. 


Concevons actuellement que M, N, P dépendent encore d’une 
quatrième variable w, et que l’on ajoute une nouvelle équation à véri- 


do : : 
fier, Ta = Q. Il est clair que le dernier terme c de (10), constant seule- 
au 


ment en ce sens qu'il ne dépend ni de æ, ni de y, ni de z, sera une 
foncüion provisoirement arbitraire, 4, de &, à déterminer de manière 
qu'on ait ” — Q. De là se tirera la valeur de d'(w),et, vu l’impossi- 
bilité, pour cette valeur, de dépendre de +, y ou z, il viendra, comme 
nouvelles conditions d’intégrabilité, l'égalité des dérivées respectives 
de Q en x, y et z à celles de M, N, P par rapport à w. Et ainsi de 
suite. | 

En résumé : 1° le procédé suivi s'étend au cas d'autant de variables 
qu'on le veut; 2° il exige, généralement, autant d’intégrations qu'il y 
a de variables indépendantes, savoir, une intégration par rapport à 
chaque variable; 3° toutes les conditions d’intégrabilité consistent en 
ce que, dans l'expression donnée M dx + N dy +..., les coefficients 
des différentielles de deux variables quelconques doivent avoir leurs 
dérivées premières respectives, prises, pour chacun, par rapport à la 
variable dont il n’affecte pas la différentielle, identiquement égales 
entre elles. | 


219. — Exemples de différentielles totales qui s'intègrent facilement. 


Deux exemples très simples de l'intégration d’une différentielle 
totale montreront qu'on peut employer, dans divers cas, des procédés 
spéciaux suggérés par une vue directe de l'expression proposée, et qui 
dispensent de recourir à la méthode générale. 

Soit d’abord la différentielle, à deux variables, 


(11) (ax—by)dxr+(ay+bx)dy 
lol ms de à 


où a et b désignent deux constantes quelconques. On a ici 


M — 4? by ni 4)+bx 
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fonctions vérifiant bien la condition d’intégrabilité (5); car des diffé-. 


rentiations immédiates donnent 


dM .. 4N 2axy + b(x?— y?) 
0 Gun: 


Pour intégrer, on groupera, dans (11), d’une part, les termes en a 
et, d'autre part, les termes en b. Les premiers donneront en tout 
UT ou - nn et, comme le rapport de la différentielle 
d’une quantité æ?+ y? à cette quantité même est précisément la dif- 
férentielle de son logarithme népérien log(x?+ y?), la partie consi- 
dérée, en a, de l'expression (11), pourra s’écrire 


= dlog(z+ 72), ou d[ Fog(æ + y?)] Re 


D'autre part, les termes qui, dans (11), contiennent b, ont pour somme 
DE —Y dr 
FE 2 dd 
(t. [, p. 797), l'expression x dy — y dx, si on la divisait par x?, serait 
#2 


y À 
T 


» Or, d’après la règle de différentiation d’un quotient 


la différentielle du rapport en sorte que la somme considérée re- 


x? dT d> 
æ v 


= =, OÙ à D 7; et comme enfin la différentielle 
LE EU Ë ( 2) 
ANT Vs 


d'une quantité 7, divisée par le carré de celle-ci accru de 1, exprime 


vient à b 


la différentielle de l'arc ayant pour tangente cette même quantité _. la 


somme en question n’est autre que b darc tang ou d (0 arc tang 2). 


Donc l’expression (11) tout entière équivaut à 


d La log Va ++ b arc ang > |: 


et il vient 
(ax—by)dx +(ay+bx) dy 
< 2072 
(12) | d 
— alog ÿx?+ y?+ b arc lang + const. 


Soit encore à intégrer l’expression suivante, qui, en conservant sa 
forme, pourrait contenir un nombre quelconque de variables, 


(3) (y+z+u)dz+(z+u+zx)dy+(u+x+y)dz+(x+7+2)du, 


16 EXEMPLES DE DIFFÉRENTIELLES TOTALES A INTEGRER. 


Toutes les conditions d’intégrabilité sont vérifiées, puisque dans (13) 
le coefficient de la différentielle de chaque variable a ses dérivées, par 


rapport à toutes les autres variables, égales à l'unité, et qu'il vient 


RSA EE dM dN "dM é dP 


D a Le 
Pour effectuer simplement l'intégration, appelons S la somme, 

x + y + 3 + u, de toutes les variables; puis, observons que le coeffi- 
cient, y +z+u, de dx, est S— x, et, de même, celui de dy, S—y;ete: 
La différentielle proposée (13) s’écrira donc, successivement, 

U(S—z)dr +(S —7y) dy +(S — 3) ds +(S — u) du 

| = S(dr + dy + ds + du) — x dx — y dy — 3 dz — u du 

— SdS—#dr—7ydy -zd;—udur 


| S?2 :æ? y 32? u2 92 (xt+ pt su) 


== 0 L CUS MOD LF'408 , 
2 2 D #1) 3 à 22, 


et 1l viendra, par une intégration immédiate, 


S[(y + z+u)dxr 


+(s+u+x) dy +(u+r+y)dz+(x+ y) du] 
(14) LE Hate 1) (ride picture 
| ai (: 4 } J ) — CONSE 
D'À 
= AY + TS +AU+YS + JU + ZU + const. 


220*. — De l'intégrabilité des différentielles totales implicites. 


(Compléments, p. 1*.) 
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VINGT-DEUXIÈME LECON. 


PROCÉDÉS GÉNÉRAUX POUR LE CALCUL DES INTÉGRALES INDÉFINIES. 


291. — Des règles servant à intégrer en termes finis une différentielle 
de la forme f(x)dx. 


On est très loin de pouvoir calculer exactement, ou même de savoir 
exprimer en termes finis, au moyen des fonctions connues, l'intégrale 
d’une différentielle quelconque de la forme f(x) dx, soit algébrique, 
soit surtout transcendante. Il faut d’ailleurs, pour que des tentatives 
dans ce sens aboutissent, que la quantité représentée par l'intégrale se 
trouve, en effet, réductible aux fonctions simples de l'analyse; ce qui 
n’a lieu qu’assez rarement, sans qu’on ait même toujours des moyens 
sûrs de le discerner. Et dans les cas où une telle réduction ne s’effectue 
pas, c’est un problème en général très ardu, que de reconnaître les 
intégrales d’une mème famille, ou exprimables les unes par les autres, 
et de les ramener aux moins complexes d’entre elles, dont il reste en- 
suite à opérer le calcul numérique et à composer des tables, par des 
développements en séries, ou autrement, comme on l’a fait pour la 
fonction logarithmique et pour les fonctions circulaires. 

Nous nous bornerons ici, presque entièrement, aux principales des 
catégories de différentielles qui s’intègrent à l’aide des fonctions fami- 
lières à tous les géomètres, les unes algébriques, les autres exponen- 
tielles ou circulaires, tant directes qu’inverses. Cette recherche sera 
basée sur l’emploi de cinq règles constituant, en quelque sorte, cinq 
procédés spéciaux d'intégration, que nous allons exposer. 


299, — Première règle, concernant les différentielles qui s’intègrent 
immédiatement. 


Cette règle consiste à connaître par cœur et à appliquer les intégra- 
tions suivantes, qui résultent, sans calcul ou presque sans calcul, des 
formules usuelles de différentiation des fonctions les plus simples, et 


B. — II. Partie élémentaire. 2 


18 DIFFÉRENTIELLES QUI S'INTÈGRENT IMMÉDIATEMENT : 


où c, c' désignent des constantes arbitraires : 


| æm+i . 
| frmidr— . + c(m étant un exposant constant quelconque, 
m 


positif ou négatif, entier ou fractionnaire ), 


ele en Cd — arc tangæ +c 
TA d IH SH 


dx L , À TNA 
—— —=arcsinæ+c{| quand arc sinæ est compris entre — — et — }; 
S 1000 


(1) Vi— x? ;  : 


dx . à 
——— = + arcsing + c = arc cos + c’ (quand les arcs sont 
Vi — x? 
quelconques), 


fetdr—eï+c, fcosxdr=sinr+ce, fsinrdr——cosx+c, 


dx | dre i 
"= langer rec, —— =—CoOtT +. 
| cos? sin? T7 


On vérifie l’exactitude de toutes ces formules en observant que les 
seconds membres ont bien pour différentielles les quantités placées 
sous le signe f dans les premiers membres. 

Faisons les remarques suivantes : 

1° L'intégrale de x" dx s'obtient en ajoutant algébriquement 1 à 
l’exposant de la vartable et en divisant par son nouvel exposant la 


; STE spé : d'Ee 
puissance ainsi obtenue. Par exemple, la différentielle —— s’écrira 
T 


ar 
d’abord x ? dx et donnera 


2° Cette intégrale f x” dx prend ainsi la forme illusore (c’est- 
PTS . Ca I A 
à-dire incertaine ou obscure) += +c dans le cas particulier 
m——1;et c'est pour suppléer à l'insuffisance de la formule générale 
2 dx 
dans ce cas qu'est donnée la seconde formule, ÎfT= logæ + c'. La 


véritable intégrale, contenant alors la fonction transcendante logx, 
ne pouvait, en effet, être représentée distinctement par une expression 
xmnm+i 


c. Elle n ‘un 
PS PEEE e constitue cependant qu 


algébrique, telle que 
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cas extrême ou lémite de celle-ci, comme on le reconnaît en posant 
3 à I s 
non pas, tout de suite, mM——1, mais Mm——1+ ro et en faisant 


croître indéfiniment » pour que 77 tende vers — 1. Alors le monôme 
1 


amn+i . Es LE . . + 0 
devient n&" — nV/x; et sa partie variable avec x est identique 


HU 1 
à celle de l'expression nr — n — n(Ÿ/x —1}), qui tend vers logæ 
(t. I, p. 1) quand x y grandit indéfiniment en valeur absolue. Donc 


s : ; . n/ = 

il suffit de poser c =— x + c! pour voir la forme algébrique a Vx+c 
amn+i 7 C & 

ou + €, nécessairement insuffisante quand m——1, donner 


alors naissance à la forme transcendante logæ + c'. 


: se dx À 
3° Dans la cinquième formule, concernant rie une même 
1— æ? 


intégrale se trouve exprimée, à volonté, soit par Æ arcsinæ + c,soit par 
TE arc cosæ + c’. Et, en effet, le sinus d’un arc étant le cosinus de son 
complément, les deux arcs arcsinæ, arc cosæ, qui ont respectivement x 


. : ; T 
pour sinus et pour cosinus, égalent en somme > de sorte qu’on a 


: T 
ALCSINME AT CICOSTEERS 
2 


PA 


et que les deux fonctions arcsinæ, — arccosx diffèrent seulement par 
T ° , . Ê 
la constante è ou sont parfaitement équivalentes en ce qui concerne 


leur partie variable, seule à considérer dans une intégrale indé- 
finie. 

4° Enfin, la comparaison des diverses formules du tableau précédent 
montre que les différentielles algébriques, comme, par exemple, x” dx, 
dx dx dx RME k ; 
Lee d Res. ont pour intégrales, les unes, des fonctions algé- 
briques, les autres des fonctions transcendantes (qui sont ici des fonc- 
tions inverses d’exponentielles, de tangentes ou de sinus); tandis que 
les différentielles transcendantes ont toujours leurs intégrales transcen- 
dantes, comme on pouvait le prévoir en observant que la dérivée d’une 
fonction algébrique est toujours algébrique et que, par suite, nulle 
fonction algébrique ne saurait être l'intégrale d’une fonction transcen- 
dante. 

Donc, l’intégration, bien supérieure en cela, pour la variété des 
cas, à la différentiation, est une opération qui introduit fréquem- 
ment des fonctions transcendantes, quand les expressions d’où l’on 


20 RÈGLES LES PLUS SIMPLES D’INTÉGRATION ; 
part sont algébriques, et qui est par conséquent propre à définir ou 


à faire connaître de nouvelles transcendantes. 


293*, — Extension, au cas de différences finies, de certaines des pré- 
cédentes formules de sommation : factorielles, progressions arithmé- 
tiques et leurs sommes successives. 


(Compléments, p. 8*.) 
294*, — Suite : sommation des progressions géométriques à termes soit 


réels, soit imaginaires, ce qui comprend celle de sinus ou cosinus 
d’arcs équidistants: différentielle d'une exponentielle imaginaire, etc. 


(Compléments, p. 11*.) 


295. — Deuxième règle : "intégration d’une somme ou d'une différence. 

L'intécrale de la somme ou de la diflérence de divers termes 

5 

égale la somme ou la différence des intégrales de ces termes. 

Je dis, par exemple, qu’on aura 

SES) + or) —%(x)] de = S f(x) dx + f o(x) dx — [ Y(x) dx. 
En effet, la différentielle d’une somme algébrique s'obtient en diffé- 
rentiant chaque terme : donc celle du second membre sera 

df f(x) dx + df o(x) dx -- df V(x) dx, 
c’est-à-dire 
f(x) de + g(æ) de — V(æ) de = [ f(x) + g(æ) — Y(æ)] dx, 

différentielle qui est bien la quantité à intégrer, placée sous le signe f 
dans le premier membre. 


296. — Troisième règle : transport des facteurs constants 
hors du signe f. | 


L'intégrale du produit d’un facteur constant par un facteur 
variable s’oblient en faisant sortir le facteur constant du signe de 
l’intégralion, c’est-à-dire en multipliant par ce facteur constant 
l’intégrale du facteur variable. 


Je dis que, si a, par exemple, désigne un facteur constant, on aura 
Saj(zx)dx=afjf(a)dr: 


La raison en est que la différentielle du produit d’un facteur con- 
stant, &, par un facteur variable, f f(x) dx, égale le produit du fac- 
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teur constant par la différentielle, f(x) dx, du facteur variable et n’est 
autre, en conséquence, que a f(æ) dæ. Ainsi, le second membre ex- 
prime bien l'intégrale faf(x)dæx, puisqu'il a pour différentielle 
a f(x) dx. 

Observons qu'il est inutile d’ajouter explicitement au second 
membre, tant dans cette formule que dans celle du numéro précédent, 
la constante arbitraire que comporte toute intégrale indéfinie; car ce 
second membre contient lui-même l'indication d’une intégration indé- 
finie qui, dans chaque cas particulier où on l’effectuera, introduira la 
constante voulue. 


297. — Application des trois règles précédentes aux différentielles 
de forme entière. 


Les trois règles précédentes suffisent pour intégrer une foule de dif- 
HER Î 5 
férentielles, très importantes, notamment celles qui sont de la forme 
(At Bzrl + Cr +...) dx, À,B,C, ...,a, 8,7, ... désignant des 
quantités constantes quelconques. L'application de la deuxième règle 
donne d’abord, pour l'intégrale de cette expression 
: À D ! ) 


SA xt dx + SB x dx + f CrY dx +..., 
formule que la troisième règle transforme en celle-ci 
À fx? dr + B fx dx + CfxY dr +... 


Enfin, la première règle, d’après laquelle l'intégrale fx” dx vaut 
æm+1 


ES achève de conduire au résultat, et il vient 


RSR EE Cas dr 


rATI 2x3 +1 : P'Natad 
l EVE A < En, 0. =EICONSt, 
l æ +1 B+1 Y+1 


228*. — Sommation des différences finies exprimées par une fonction 
entière d'une variable dont les valeurs successives sont équidistantes ; 
application à des sommes de carrés et de cubes. 


(Compléments, p. 18*.) 


229. — Quatrième règle : intégration par substitution. 


La quatrième règle, relative à ce qu'on appelle le procédé d’énté- 
£gration par substitution, consiste à remplacer la variable +, entrant 
dans la différentielle donnée f(x) dx, par une nouvelle variable, 4, 
liée à æ, et choisie de manière à simplifier assez cette différentielle 


22 DE L'INTÉGRATION PAR SUBSTITUTION ; 


pour la rendre intégrable au moyen des autres règles ou procédés. Ap- 
pelons, en effet, { une fonction quelconque de x, et donnons-nous, 
sous la forme æ — (4), la relation qui la définira. Si dt désigne l’ac- 
croissement de £ correspondant à un accroissement infiniment petit 
dx de +, on déduira, de æ—#w(t), dæ —#%"(t)dt; et il viendra 


J(x)dr = fle(0]g (0) dt. 


Une même différentielle recevra donc une infinité d'expressions diffé- 
rentes, suivant la nouvelle variable £ qu'on y introduira; et 1l pourra 
bien se faire que, parmi ces expressions, inégalement compliquées, 
quelqu'une soit intégrable. Il est vrai que, si la première variable x 
se trouve donnée comme indépendante et a toutes ses différentielles 
successives dx égales, la nouvelle, £, ne variera généralement pas d’une 
manière aussi simple. Mais l'intégration, se distinguant, en cela, d’une 
sommation de différences finies, n’en est rendue ni plus, ni moins 
difficile ; car la différentielle d’une fonction F(£) est aussi bien F'(£) dt 
quand £ dépend, suivant une loi continue quelconque, d’une ou de 
plusieurs variables, que lorsque { est indépendant. 

Supposons donc que l'intégrale de f[e(£)]&'(t)dt puisse être obte- 
nue, et appelons-la F(4). On aura 


Sf(æ) dx = F(t)+ const.; 


et il ne restera plus qu’à remplacer, dans le résultat, £ par sa valeur 
en æ tirée de l'équation de condition æ — (4). 


230. — Premier exemple : intégration d'un produit de la forme 
Î 


cos(ax + b)cos(a'x + b') cos(a"x + b")...dx. 


Comme premier exemple de l'intégration par substitution, considé- 
rons une différentielle de la forme f(ax + b) dx, f désignant une fonc- 
Uon quelconque et «a, b deux constantes ou &x + b une fonction li- 
néaire. Prenons le binôme ax + b pour nouvelle variable, en posant 


t—b dt 


« [22 


a+ b=et: d'où TE 


La différentielle f (ax + b)dx deviendra = f()dt, et 1l suffira, comme 


on voit, de savoir intégrer l’expression f(4) dt pour que la proposée 
s'intègre elle-même. 

Supposons, par exemple, que f(ax + b) soit le cosinus ou le sinus 
d’une fonction linéaire de +. On pourra, pour fixer les idées, admettre 


DIFFÉRENTIELLES DE LA FORME f (ax + b)dx. 23 
toujours que ce soit un cosinus; Car, si C'était un sinus, on poserait 
. T . . T 
sin (ax + b)— cos( ax + b—-—); expression où ax + b — 5 ct 
comme ax + b, une fonction linéaire, dans laquelle seulement le 
Le ; ia 
terme constant b se trouve diminué de “ On aura donc, dans les 


deux cas, à intégrer une différentielle comme 


cos(ur + b)dr = à cost dr = d 0! SHARE): 
a à e 


en sorte que le résultat sera 


(21) f cos(ar + b)dx — RSS enNRre, 


On ramène à la différentielle cos(ax + b)dx tout produit de dx 
par un nombre quelconque de sinus ou cosinus d’arcs fonctions li- 
néaires de æ. Supposons, en effet, qu’on mette un tel produit sous la 


forme 
cos(ax +b)cos(a'x + b')cos(a'x + b")... dx. 


En appliquant la formule trigonométrique connue 
l I 
cos p cosg = = CODE 9) È cos(p—q) 


au produit des deux premiers facteurs cos (ax + b) et cos(a'x + b'), 
on remplacera ce produit par la demi-somme des cosinus des arcs 


(a+a')x+(b+0, (a— a )x+(b—b"), 


lesquels sont linéaires comme les proposés. Chacun des termes ainsi 
obtenus, multiplié à son tour par le facteur suivant cos(a”x + b"), 
donnera des termes encore de même forme; et ainsi de suite. Finale- 
ment, le produit de tous les cosinus donnés se trouvera transformé en 
une somme de termes dont chacun égalera, à un facteur constant près, 
un cosinus de même forme. L'intégration proposée sera donc ramenée 
à celle d'expressions telles que cos(Ax + B)dx, dont l'intégrale est, 
sin(Ax+B) . 


comme on sait, N 
92! D 7 Put ti de dx 
. — Deuxième exemple : intégration (m—a)+ fi 
dx 


Ç . CE , . « 
Soit, comme deuxième exemple, l'expression ———-;, où «et 
i ESS (æ— a)? + f? ê 


désignent deux constantes quelconques. De toutes les différentielles 


2/ INTÉGRATION PAR SUBSTITUTION : 
simples que la première règle permet d'intégrer, celle qui se rap- 
à NA dx 
proche le plus de la proposée est visiblement ——— ou, en changeant 
HAE 


: ME 1 14: 
le nom de la variable, mot dont l'intégrale est arctang 4. Cherchons 
L 


donc si, par une substitution convenable, nous ne pourrions pas ra- 
mener notre différentielle à celle-ci. Et d’abord, nous réduirons le 
terme constant, 8°, du dénominateur, à la valeur 1 que nous nous pro- 
posons de lui faire acquérir dans la transformation, si nous mettons, 
au dénominateur, $? en facteur commun; ce qui nous donnera 


dx I dx 


(æ— a) pren? (=) 
um 


8 


. « VE I 
Nous voyons actuellement, en laissant de côté le facteur constant CE 
que le dénominateur sera, comme nous le désirons, {?+1, si nous 
posons 


d'où æ—a— $t et dx = Bat. 


Donc la différentielle proposée devient 


I dt IVG I ” ER 
8 = — d'ATC Arr — d'arctang ra 


BCE ete RATS FER 
et l’on a, finalement, 


(22) | Le — À arctang 7 + cons 
ee Gap GA ren ee 


232. — Troisième exemple : intégration de ,__— : 


VE (x — a) 


: : : dr 
Ici, nous remarquons que l'expression donnée, —_— 


FRE Ë 


ar 
rapproche assez , pour la forme, de -———;, ou de ————, dont l’in- 
Vi— x? — 4?  — TA 


tégrale est arc sin £ quand l’are qui y figure se trouve compris, comme 
T T 

nous le supposerons, entre — - et -+ Nous mettrons en facteur com- 
2 2 


mun, ainsi que nous l'avons fait dans l'exemple précédent, le terme 8? 
auquel nous désirons substituer l'unité; et il viendra 
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MC CR . 
Nous poserons donc encore — t, dx = $ dt; ce qui réduira notre 


ÿ 
Fe tt dt À : SP ES 1 
différentielle à ———— ou à d'arc sin £. Et l'intégrale demandée sera 
nus À 
. dx . T—0 
(23) - = + CS const. 
| VBt—(x—2) P 


233. — Quatrième exemple : différentielles de la forme 


f{sinxr, cosx)dx. 


Un changement de variables permet souvent de rendre algébrique 
une différentielle transcendante. Par exemple, une expression de Îa 
forme f(sinx, cosæ) dx, où f désigne une fonction rationnelle de 
sinæ et de cosæ, devient une différentielle algébrique et même ration- 


Æ 
nelle quand on adopte, pour nouvelle variable £, la tangente de Fe 


. “A 
En effet, la relation tang— 4 donne 


| 


COS— = + —— sn ee rh 
ke / NE Vi+e 
\V/ 1 + tanc* — 
» 
| tang —- 
{ L.æ | 4 t 
| ST An nn 
e 2 1 + /2 
/ I + tang? — V 
S ME à Gi D ue tr 1 — ? 
SINT = 2 SIN — COS— — 5 COSZ — COS* — — sin? — 3 
2 2 1+ (° D) D 1 + (2 
. . , . A . T . . 
et d’ailleurs, en différentiant cette même relation tang- — 4, il vient 
\ D) F: 
Lx “We d 2 dt 
—— — di, d'où dx — 2 cos? -— dt — —. 
VE > 1-22 

cos? — 

On aura donc 
ç dt 1--110009 di 
(24) f(sinx, cosx) dr = f( ———, ——— ; 
1+0 140) 1+ 8 


différentielle rationnelle en £ et qu’on pourra toujours intégrer par 
des procédés dont il sera parlé dans la prochaine Lecon. 
Mais divers artifices dispensent souvent de recourir à cette substi- 


tulion assez compliquée de tang- à æ dans le rôle de variable. 
> 


26 INTÉGRATION, PAR SUBSTITUTION, DE sin”? Cos"x dx, 


Soit, par exemple, l'expression ———+. En la divisant haut et 
1+ aCos T 
dx 
; 3 cos? æ d'tang x ; 
bas par cos velle deviendra" —* Si donc 
I a+1<+tang?x 
A+ ——— 
cos?æ 


on pose ici tangæ —t et a +—1i— f?, la différentielle à intégrer sera 


plie setoue comprise dans celle-ci, déjà étudiée (n°231, p.24), 


BH 2 
dt FR: ] rs des , 
=; dont l’intégrale est = arctang=——. Par suite; onaura, 
(é—a)+8$ B É 
Le ’ , 1 L 1 
pour l'intégrale cherchée, = arctangs — ——— arc tang——— ou 
È ERA RUE Va +i 


enfin, en ajoutant d’ailleurs une constante arbitraire, 


dx I tang æ 
(25) = arctang( ——°— | + const. 
I + a COST Va à I Va : | 


Soit encore la différentielle sin”*x cos"x dx, où m et n désignent 
deux exposants entiers, positifs ou négatifs. Nous verrons bientôt 
comment on peut ramener son intégration à celle d’une différentielle 
de même forme, mais dans laquelle chacun des deux nombres mn, na 
les valeurs les plus simples possibles, qui sont zéro, 1, ou —1. Or 
voici comment on l'intègre directement, pour ces valeurs de m, n, 
sans recourir à la transformation générale consistant à prendre dès 


l’abord tang = pour nouvelle variable. Suivant que »2 est nul, égal à 7, 
cos?æx dx 
sinæ 
dont chacun se subdivise lui-même en trois puisque z peut y être ou 
zéro, ou 1, ou — 1; et les différentielles à intégrer, rangées par ordre 

de difficulté croissante (comme on va voir), sont 


ou égal à —1,on a les trois types cos”æx dx, sinx cos! x dx, 


TP PACOS er ETAT Sin PCOSM AE 


(26) cosx dx  sinx dx dx dx dx 


. 2 FPS TBE FES CCE) n 
Sin æ COST SIn TZ COST sin x” COS 
Les trois premières ont pour intégrales, respectivement, +, sinæ, 
— cosæ. La quatrième et la cinquième, si l'on y pose sinæ —4 (d’où 


- dt ar Le 
cosæ dx — dt), deviennent { dt, ve leurs intégrales sont donc Pt 


RS Er nl < : RS £ 
logé, c’est-à-dire >Sin?x, log sinæ. La sixième, en y faisant cosæ = { 


MS ; < dt 74 
(d’où sinx dx —— dt), devient de même — — ta pour intégrale 
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SInæT COST 


— logt, ou —logcosx. La septième, » Si l’on divise les 


deux termes de la fraction par cos?x, prend la forme 


dx 
cos?æ dtangegær 

—— = ——— = dlogtangx, 
sin Z tang æ 

cos æ 


: 1. ES dx 
et elle a, par suite, pour intégrale, log tangæx. La huitième, Cl 


; 2 dt dt j 
r posant æ — 2t (d’où dx — 2 dt), devient - en CO) (TUI 
Sls ( ); sin 2 { sin { COS £? q 


la ramène à la forme de la précédente et donne comme intégrale 


» équivaut 


T . . 
log tang£ ou log tang-—. Enfin la neuvième et dernière, 
2 
T 
di-+x 
dx Fr (5 ) 


Tops fr PUR 
sin(F +) dsin(E+x) 
2 2 


T e 4 
l—- +æ;et celle-ci, étant de la forme 


COST 


RTE EL MEET | 
» c'est-à-dire à —— si l'on prend 
sin é 


7 


» a l’intégrale 


dx 
Sin æ 


(A T HA 
logtang-— = logtang( — + — ). 
é de \ 4 2 


Ainsi, il suffira bien, pour pouvoir intégrer l'expression 
sin” cos®x dx, 


quand mn et n égaleront des entiers quelconques, de la ramener aux 
cas où chacun de ces exposants aura l’une des deux valeurs absolues 0,1. 


234. — Cinquième régle : intégration par parties. 


Enfin, une des grandes ressources du Calcul intégral est ce qu’on 
appelle l'intégration par parties. Ce procédé, que Fermat et Pascal, 
dès le milieu du xvne siècle, c’est-à-dire avant l’organisation même de 
l'Analyse infinitésimale par Leibnitz, connaissaient déjà et employaient 
fréquemment, s'applique à des différentielles dont l'intégration n’est 
empêchée que par la présence d’un facteur variable, dit facteur non 
intégré; il permet de réduire l'intégrale cherchée à une autre sou- 
vent plus simple. Voici en quoi il consiste. 

Supposons que la différentielle donnée soit de la forme (x) f(x) dx, 
et que le facteur o(æx), seul, fasse obstacle à la sommation, ou, ce qui 
revient au même, que le produit f(x) dx des autres facteurs égale la 
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différentielle d’une fonction connue de x. Désignons par # cette 
fonction, intégrale de f(x) dx; et appelons-la facteur intégré, par 
opposition au facteur non intégré o(æx), que nous désignerons de 
même par w. L'expression donnée w(x) f(x) dx étant ainsi mise sous 
la forme u dv, la règle de l’intégration par parties consiste à prendre 
fu dv — uv — [ v du, et s'énonce en disant que l'intégrale cherchée 
égale le produit du facteur non intégré par le facteur intégré, 
moins l’intégrale de ce facteur intégré multiplié par la différen- 
tielle du facteur non intégré. En effet, l'expression uv — f v du est 
bien l'intégrale de w dv, puisque sa différentielle, d(uv) — du, ou 
(u dv + p du) — v du, se réduit identiquement à w de. 

Le calcul de fu de se trouvera donc ramené à celui de fe du. 
Observons d’ailleurs, comme nous l'avons fait dans une circonstance 
analogue (p. 21), qu'il est ordinairement inutile d'ajouter au second 
membre up— fe du une constante arbitraire, vu qu’une telle con- 
stante se trouve déjà implicitement contenue dans le terme — f v du. 


235. — Premier exemple : différentielles transcendantes se ramenant à 
d’autres algébriques; application à fr”logx dx et à frx”(logæ)"dx. 


Parmi les cas où l’intégration par parties a chance de réussir, un 
des plus remarquables est celui où, le facteur intégré P se trouvant 
algébrique, le facteur non intégré w est une fonction transcendante, 
mais de celles qui ont leur dérivée algébrique, comme logæ, arcsinw, 
arctangæ, .... Car alors la différentielle proposée w de est transcen- 
dante, tandis que celle à laquelle on la ramène, v du, est algébrique. 

Soit, par exemple, lexpression +” logx dx, immédiatement inté- 
grable dans le cas unique m — — 1 où elle équivaut à 


aUogr}, 
? 


logx dlogæ — 


Ce cas m——1 étant ainsi écarté, on voit de suite que le facteur 


logxæ empêche seul d'intégrer, puisque, sans ce facteur, on aurait 


am+1 de k 1 ant | 
a" dx — d=——— et que l'intégrale serait — + On posera donc 
SEEN ; m I 


am+i TJ 


Sa logr dx = flogz d=—— — — flosxd.rmxi, 
K m +1 nm +I 4 


et, par suite, abstraction faite du facteur constant 


y) U=A0PE 
m +1 AE 


Pepe El (OUI ot du = x" dx. Ainsi, 1l viendra successi- 


u 
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vement 
Sr logx dx = —— xmri logx — Samar 
En mo: TEE LI 
( 7) \ LEA I 
= - 10gx — —— } + const. 
m +1 m +1 


Le même procédé, mais répété, pourrait encore aboutir, si le facteur 
non intégré & était une fonction entière quelconque d’une transcen- 
dante à dérivée algébrique; car cette fonction entière se trouverait 
évidemment remplacée, dans la nouvelle différentielle 6e du, par sa 
dérivée, dont le degré est moindre de 1 que le sien; puis le même 
genre de réduction, s’il était applicable à f v du, abaisserait d’une 
deuxième unité l’exposant le plus élevé de la transcendante, et ainsi 
de suite, jusqu’à réduction du degré à zéro ou de la fonction à un 
simple facteur constant. 

Par exemple, f x”(logæ)" dx, sauf encore dans le cas m ——1 où 
æ"{(logæx)* dx —(logx)" dlogx estimmédiatement intégrable, s’écrira 


A Om PTE Te RCnIDOsSan los De = prie d'où 
x | 


Marre lose dr], ilviendra 


amHi( log æ)" 


(28 æzm(logx})r dr = AIRE NME 
MÉTAANESS FE CUT 


frn(dlosr)eoidr. 

L'intégration de x”(logæ)"* dx se trouve donc ramenée à celle de 
la différentielle de même forme x”(logx)*-! dx, où l’exposant de 
logæ est moindre de 1. Il est clair que, si x a une valeur entière et po- 
silive, À intégrations analogues par parties la réduiront à x” dx ou 
permettront de l'intégrer. 


236. — Deuxième exemple : calcul de 
fCaer dr 0j (e)cosrdr Mi (a) sinrdr. 


Quand la différentielle proposée contient encore un facteur trans- 
cendant, mais ayant sa fonction primitive facile à obtenir, 1l peut y 
avoir avantage à prendre celle-ci comme facteur intégré, pourvu que, 
d’ailleurs, le facteur non intégré ait sa dérivée assez simple. 

Soient, comme exemples, les expressions 


WiCGpier dr (e)cosr dr, f f(e)sioz dr, 


où les facteurs transcendants e*, cosæ, sinæ ont pour fonctions primi- 
tuves e*, sinx, — cosx, et où la dérivée de l’autre facteur f(x) sera 


30 INTÉGR. PAR PART. : SON APPL. A ff(æ)e" dx, f[f(æ)(cosæ ou sinz)dx, 
plus simple qu'il ne l’est lui-même, si on le suppose fonction entière 


de x. 
En posant donc u — f(x) [d’où du=f'(x) dx], etr=—soitte, 
soit sinæ, soit — cosx, il viendra 


| SJ f(æ)er dr = f(x)ez -- [ f(x)e* dx, 
Sf(æ)cosx dr = f(x)sinxz— f f(x) sinx dx, 
S f(æ) sinx dr =—f(x)cosx + [ f(x) cosx dx. 


(29) 


On voit que les trois intégrales proposées sont ramenées à d’autres 
de mêmes formes, mais où le polynôme f(x), d’un certain degré 7, 
se trouve remplacé par sa dérivée, dont le degré n’est plus que m —1. 
Le même procédé, appliqué à ces nouvelles intégrales, les réduira 
pareillement à d’autres où le polynôme placé sous le signe f, f(x), 
ne sera plus que du degré m — 2; et ainsi de suite, jusqu'à ce que, 
après m opérations, le polynôme étant devenu f("(x), c'est-à-dire 
un simple facteur constant, et pouvant dès lors sortir du signe f, les 
expressions, restées sous ce signe, e? dx et cosæ dx ou sinx dx, soient 


immédiatement intégrables. 

Observons que, si, dans les intégrales f f(æ)e* dx, f f(x) cosx dx, 
ff(z)sinx dx; on pose soit e7=71} soitusinr= "1, soit cos 22 
(d’où æ = soit logé, soit arcsiné, soit arc cost). elles prennent les 
formes respectives f f(logt) dt, f f(arcsint) dt, — f f(arc cost) dt. 
Celles-ci sont donc elles-mêmes évaluables d’une manière finie, comme 
il était du reste évident pour la première, composée de termes de 


la forme A f (log x)" dx qu'on vient d'intégrer. 


237. — Troisième exemple : réduction de fsin”x costx dx. 


Nous avons vu tout à l'heure (pp. 26 et 27) comment l'expression 
sin” x cos! x dx s'intègre quand les exposants 7, n sont ou nuls, ou 
égaux à l’unité en valeur absolue. Il suffira donc, si l’on veut calculer 
l'intégrale f sin” x cos” x dx pour tous les cas où m, n sont entiers, 
de la ramener à d’autres de même forme, mais où les exposants aient 
deux unités de moins en valeur absolue; car ce genre de réduction, 
appliqué un nombre suffisant de fois, rendra finalement les entiers 
et z moindres que 2 en valeur absolue, c’est-à-dire égaux, chacun, à 
Zéro, à +1, où à — 1. Or on y arrive, justement, au moyen de l’inté- 
gration par parties. 

Supposons, par exemple, qu’on veuille réduire de deux unités l’ex- 
posant du sinus. Alors on prendra pour facteur non intégré sin”! x 


ff(arcsinæ)dx, ET A LA RÉDUCTION DE fsin”"x cos" x dx. 3 


et, conséquemment, pour facteur intégré, 


; cositi> 
f sinx cos?> dr = — [ costx d'cosx — — — 
n+i 
Il viendra successivement 
RS à L 
fsinx costx dr — — - f sin#-1x d'cos+1x 
n +1 
sin#—1> cos®+1 L : 
\ RE x h cos2+1x d sin/2-1 > 


TU à MOT 


sint—1 > cos"+1> M — I : 
= —— + — f sin—?2r cos+2x dx. 


ES à Meier 


Cette relation ramène, comme on voit, f sin”x cos" x dx à 
f sint2x cost?r dx; 


mais, quand on la résout par rapport à l'intégrale 
JS sin#-2x cost+2x dx, 


elle ramène, au contraire, celle-ci à la première, f sin”*x cos" x dx. 
Donc si, dans la proposée, les exposants différent de signe el sont 
tous les deux égaux ou supérieurs à 2 en valeur absolue, on les réduira 
de deux unités par l'application de la formule (30), soit prise sous sa 
forme (30) si l’exposant du sinus est positif et, celui du cosinus, 
négatif, soit résolue par rapport à f sin”—?x cos"+?x dx, et trans- 
formée par les changements de m — 2 en m et de » + 2 en x, dans le 
cas opposé de m négatif et x positif. 

Mais, quand, au contraire, les exposants 72, n ont même signe, ou 
signes différents avec des valeurs absolues ne dépassant pas toutes 
les deux l’unité, il y a lieu de réduire l’un quelconque d’entre eux 
pourvu qu’il soit supérieur à 1, sans toucher à l’autre. Supposons, par 
exemple, que ce soit l’exposant du sinus qu’on veuille diminuer de deux 
unités. Il suffira de remplacer, dans le dernier terme de (30), cos+?x 
par cos*æ(1— sin?x), ou de dédoubler ce terme en les deux suivants, 
ns te cosx dx et — TJ 'sinæ cost dr, puis, de 
faire passer le nouveau dernier terme dans le premier membre pour le 
joindre au terme semblable qui s’y trouve déjà. En multipliant enfin 
toute l'égalité par nr +1, il viendra la formule 


Go (m+n)f sin*x costx dx 
[ : 
= — sin%—1x cos+tx + (m—1)f sin*-?2xcostx dr, 


qui, pour 77 positif, ramënera f sin”x cos’ x dx à [ sin"—?x cos" x dx 
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et qui, pour »2 et m—2 négatifs, permettra de ramener, au contraire, 
l'intégrale fsin”—?xcosx dx à f sin”xcos’x dx, où la valeur 
_ absolue de lexposant du sinus se trouvera également diminuée de 
deux unités. ' 

On réduirait l’exposant du cosinus en opérant de même, après avoir 
pris, dans f sin”*x cos” x dx, pour facteur non intégré, cos*-1x et, 
sin/2+1l > 

m +1 
cant, dans l'intégrale obtenue au second membre, sin”##?æ> par 
sin”? æ(1 — cos? x). 

Supposons, par exemple, que 2 —o et que 72 soit un nombre entier 

positif supérieur à 1. Alors la formule (31), divisée par 2, deviendra 


pour facteur intégré, f sin” x cosx dx — > puis en rempla- 


; sin”t—1l y COS x TE : 
(32) f Sing dr = — ———— —- - f sinn-2x dx. 
mn mn 


Elle permettra, comme on voit, d’abaisser successivement l’expo- 
sant 72 d'autant de fois deux unités qu’on le voudra, de manière à le 
réduire finalement à zéro ou à 1; et alors l’expression à intégrer, dx 
ou sinx dx, donnera soit f dx = x + c, soit f sinx dx —— cosx + c 


238. — Quatrième exemple : calcul de 
fera cosbr dr et de "fe et simbrar. 
Pour abréger, appelons 1 la première des intégrales proposées, 
fer cosbzx dx, et J la seconde, fe** sinbx dx. Prenons-y, pour 


facteur non intégré, cos bx, dans la première, sin bx, dans la deuxième, 
et, par suite, dans les deux cas, pour facteur intégré, 


e7ax 


LEA dx = — 
[42 


Nous aurons donc successivement, en multipliant par a, 


al =— fcosbx de-ax —— e-ax cosbx + fe-ax dcosbzx 


— — e-ax cosbx — bf[e-4x sinbzx dx, 


aJ — — f sinbæ de-ax —— e-ax sinbx + fe-ax dsinbx 


= — e74X sinbx + 0 fe-ax cosbx dx. 


Les intégrales sur lesquelles on tombe dans les derniers membres 
ne sont autres que J et I, à des constantes arbitraires près; d’où il 


F 
. CC . 
suit, en appelant — -, — ces constantes, que les relations obtenues 


bb 
(35) équivalent, par la transposition des parties variables des derniers 


©QS 


ET CALCUL DE fe-“(cosbæ ou sinbæx)dx. 
termes, aux deux équations, du premier degré en I'et J, 
(34) al+ bJ ——e-ax cosbx + 0, — bT+ af ——e-ax sinbzx + c'. 


Il suffit, pour en déduire Let J, d'ajouter ces deux équations, après 


les avoir respectivement multipliées, soit par & et par — b, soit par 
b et par a. Si l’on divise enfin par a+ b?, il vient, en remarquant 
ac — bc bc + ac’ + : | 
D PA & ‘4 ä N 
que AE + be sont deux constantes quelconques, 
dE a cosbæx — bsinbxr 
ferax cosbx dx — — : = e—ax + consL., 
(35) a? + b? 
92) . 
: asinbx+bcosbr 
fe-txs inbx dx = — — = ———— eTax + const. 
a? + b? 


On peut juger, par cet exemple et par ceux qui précèdent, combien 
est précieuse, dans une foule de cas, l'intégration par parties. Ce pro- 
cédé et celui de substitution sont les deux principales ressources du 
Calcul intégral. 


= 000— — 


B. — II. Partie élémentaire. | 


VINGT-TROISIÈME LECON. 


APPLICATION DES PROCÉDÉS GÉNÉRAUX A L'INTÉGRATION DES 
DIFFÉRENTIELLES ALGÉBRIQUES LES PLUS SIMPLES. 


239. — Différentielles rationnelles : de leur décomposition en termes 
ou en fractions aussi simples que possible. 


Restreignons-nous maintenant aux différentielles algébriques, pour 
en faire une étude moins sommaire, et occupons-nous, en premier 
lieu, des différentielles rationnelles, les seules que l’on sache intégrer 
dans tous les cas. 

On appelle différentielle rationnelle toute différentielle algébrique 
dans l'expression de laquelle n'entre aucun radical ou exposant frac- 
tionnaire portant sur la variable. En y effectuant les calculs, on la 
réduit toujours au produit de la différentielle, dx, de cette variable, 
par une fraction rationnelle (t. I, p.25), c’est-à-dire par le quotient, 
F(x) 
f(x) 
dénominateur f(x), et je supposerai qu'en divisant préalablement les 
deux termes de la fraction par le coefficient de +” dans le dénomina- 
teur, on ait rendu égal à l’unité ce coefficient. Si donc F(x), f(x) 
sont ordonnés suivant les puissances décroissantes de +, l'expression 


de f(x) aura la forme 


de deux polynômes F(x), f(x). J'appellerai x le degré du 


fa) =21+ Kai Lor+.. + M. 


Cela posé, pour rendre intégrable la direntelles Fo Jde il sut 


F = 


fira évidemment qu'on sache y décomposer la fraction complexe le 


en termes plus simples, dont les fonctions primitives puissent 
séparément au moyen des règles la dernière Lecon. 


F 
À cet effet, si l’expression EXT) pres pas une fraction proprement 


Ce 


dite, c’est-à-dire que le numérateur F(x) s’y trouve d'un degré aussi 
élevé ou plus élevé que celui, 7, du dénominateur f(x), on divisera 
d’abord F(x) par f(x), jusqu'à ce qu’on obtienne un reste, (+), du 
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degré 7 — 1 au plus. On aura donc extrait de la fraction proposée un 
certain polynôme, constituant la partie entière que cette fraction con- 


tenait, et le quotient se complétera par la fraction proprement dite 


o(æx) ; ; A : 
FC ” dont il nous reste à nous occuper pour la subdiviser en fractions 
pe 


aussi élémentaires que possible. 

Dans ce but, nous commencerons par résoudre complètement, au 
moyen des procédés de l’Algèbre, l'équation du nième degré f(x) — 0, 
afin de décomposer f(x) en ses facteurs réels du premier ou du second 
degré. Nous savons : 1° qu'aux diverses racines réelles simples, que 
j'appellerai a, b, ..., il correspondra tout autant de facteurs du pre- 
mier degré, savoir æ— a, æ —b,...; 2° qu'à chaque racine réelle 
multiple, c par exemple, d’un certain degré de multiplicité p, 1l cor- 
respondra le facteur (æ — c)?; 3° enfin, qu’à chaque couple de racines 
imaginaires conjuguées, de la forme x + 8 Vraie VÉEUR il cor- 
respondra le facteur réel du second degré 


(x—a—8y—1)(r—4+8v—1) — (ma) 0? 


? 


en sorte que, si g désigne le degré de multiplicité de ce couple de ra- 
cines conjuguées, f(x) sera divisible par [(æ— «x)?+ 82]. Donc, 
quand on connaîtra toutes les racines réelles simples &, b, ..., toutes 
les racines réelles multiples €, ..., ainsi que leurs degrés respectifs 
de multiplicité p, ..., et tous les couples de racines imaginaires 


a + BV/—1, ..., avec leurs degrés analogues de multiplicité q, ..., on 
pourra mettre le dénominateur f(x) de la fraction sous la forme 


| f(z)=(æ—a)(æ—b)...(@— chr...[(x — a)?+ 8217... 


et il est évident que le degré, n, de f(x), égalera le nombre des fac- 
teurs du premier degré æ — a, x — b, ...,xæ—c,æ—c,..., plus le 
double du nombre des facteurs du second degré (x — x)?+ 8?, ..., 
c'est-à-dire, en tout, le nombre des racines tant imaginaires que réelles 


de l'équation f(x) —0, chacune comptant pour autant que l'indique 
son degré de multiplicité. 


. . ’ , æ) , 
Actuellement, l'expression considérée PLAN Avec son numéraiéur 


J (x) 
ow(æ) d’un degré moindre que le dénominateur et son dénominateur 
égal au produit des facteurs æ — a, æ—b, ..., (æ—c}r, SE 
[(æ— x)? + 8217, ..., se trouve avoir justement la forme de la frac- 


tion qu’on obtient, toutes les fois qu'on ajoute ensemble des fractions 
ayant comme dénominateurs ces facteurs respectifs et ayant leurs 
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numérateurs de degrés moindres que leurs dénominateurs. En eflet, 
de telles fractions, quand on les réduit au dénominateur commun f(x) 


æ) 
en multipliant leurs deux termes parles polynômes © LC. A. pa. DE. 

T 25. Là ’ à 1 4 
JEANS acquièrent des numérateurs généralement du degré nr — 1, 


(æ—c}?" 
comme w(x), et la somme de ces numérateurs, numérateur de la 
somme des fractions, forme bien de même un polynôme analogue à 
p(æ) 
Ft) 
plus simples, qui auraient pour dénominateurs, respectivement, æ — a, 
æ — b, .:.,et dont les numérateurs, de degrés moindres, seraient : 
1°, de simples constantes À, B,... pour les fractions correspondant 
aux facteurs du premier degré; 2°, des polynômes de degrés p— 1, 
2q —1 pour les fractions correspondant aux facteurs plus complexes 
(æ— c}?, [(æ— a)?+ p]9, 

Or ces dernières fractions peuvent elles-mêmes se décomposer en 
d’autres plus simples. Car si, par exemple, celle qui correspond au 
pCx) 
degré p — 1, on pourra, en divisant (x) par + — c el appelant d’une 
part Q le quotient de degré p — 2, d’autre part GC, le reste constant, 

écrire L(xz) — Q{(x—c)+0C,, ou, par suite, 


en fractions 


“(æ). Il est donc naturel de chercher à décomposer 


facteur (x — c}? est » où Y(æx) désigne un polynôme du 


Ÿ(æ) Le Q j Gp 


(té 6 Mr c) PEUR CNP 


puis on extraira par le même procédé, de CET une nouvelle 
far iba 


Go 1e 
2 analogue à et ainsi 


Cp 
Cri à (æ—c}r? 
(a) 

——— se trouve remplacée par 
(z—c)? 

Cp Cp-1 Co C1 
UNE SOMME - + -— 5 1oûmes 

(æ —c)P (æ— c)r—1 (æ — c})? Œ 6 

numérateurs C;,, C>, ..., C, seront des nombres constants. De même, 
si y (x) désigne le numérateur de la fraction correspondant au facteur 
[(x — a) + 8217, en divisant y(x) par le trinôme du second degré 
(æ— a) +ft—zx— 2ax + (a«t+8$?) et appelant Q le quotient, du 
degré 2q — 3, D,x + E, le reste du premier degré, on aura 


Û 


fraction simple, de la forme — 


de suite, jusqu’à ce que la fraction 


X(xz) = Q[x—2)} + $?]+ (Dr +E,) 


COMMENT ON Y EST CONDUIT. 


CS 
SJ 


LR) 


[Cr — a) + B[4 ) deviendra 


et la fraction considérée, 


Q D,x —- E, 
RER à DEC SENTE PNR SE ° 
[(æ — a}? + G2]9-—1 [(æ —  )? + 6214 


(e 
CETTE 
DérrRr 
L PÉREACA PE Le ON L'Eae 
suite, de manière à remplacer finalement la fraction complexe pro- 
Ha) 

[Ce — a) + p?]7 
rateurs des binômes du premier degré en æ et pour dénominateurs 
les puissances successives, première, deuxième, etc. de (x — 2)? +- 8?, 


De la première de celles-ci, » on extraira pareille- 


ment une nouvelle fraction, de la forme ; et ainsi de 


posée par d’autres, plus simples, ayant comme numé- 


jusqu’à la gième inclusivement. 

En resume, SI A, B, 02 CHRONO Ce (État CCE | Ce etes D,, E,, rer 
E,, ..., D,, E,, ... désignent certains coefficients constants in- 
connus, on voit qu'il y a lieu de considérer les fractions 


Noec DU DA (æ — c)r° (He cjp= T—cC 
D,;x+E, D;-ir+E, D;x+<E 

| q — q ea Sa #3 1 

CEE Pie fra) pTI7 Ge a) PP 
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et de chercher à déterminer les coefficients dont il s’agit de manière 
à rendre la somme de.ces fractions identiquement égale à la fraction 
p(r) 
J(x) 


posée en fractions plus simples (1), dont chacune multiplhiée par dx 
s'intégrera assez facilement, comme nous verrons tout à l'heure. 


complexe proposée + Alors, en effet, celle-ci se trouvera décom- 


240. — Calcul des fractions simples par la méthode des coefficients 
indéterminés. 


in conséquence, réduisons toutes les fractions (1) au dénomina- 
teur commun f(x), en multipliant leurs termes, respectivement, 


_— SAÉAUNETA TU) f(æ) ne 
par les polynômes D D cl ame , 
air) f(x) f(æ) | APRES) 


puis, ajoutant leurs numérateurs pour en égaler la somme au poly- 


(2) 
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nôme v(æ) qui doit l'exprimer identiquement, posons 


FL) MI PE n PR UU) Jf\æ) 
nr ai er | AD PCT ; (x cyP—1 , 
"+ TAC ; . 7 nie) 
C; FAUX 3e SH NDS EE PT Dei 
JF (Cæ) f(x) 


Re ae PE -E;) 


Les parties du second membre qui correspondent aux racines réelles 


x 72 AC) 
de f(æz)=— 0 sont, comme vles/quotients 2 in 
2 Vue 
1e ré n— ren: legrés moindres; et les 
ENT du degré 7 —1'en x, ou de degrés moindres; et les 
æ— C je 


parties suivantes, produits de facteurs du premier degré par les quo- 


| | J(x) 
tiénisi(de degrés 7 — 2,20 4eme Te de EITÉ 
É:) x L x 
( 2 - ET L CHOT-LCNE, An 3 -++, Sont aussi, elles-mêmes, du 

Carnes DeiTs En 1 


degré n — 1 ou de degrés moindres. Donc toutes ces expressions qui 
forment le second membre de (2), polynômes en x dont les coefficients 
contiennent Jlinéairement les constantes indéterminées À, B, 
Cp; ..., D,, Es, ..., donneront en tout un polynôme analogue à o(x), 
c’est-à-dire du degré 7 —1, mais où le coefficient de chaque puis- 
sance de æ sera une somme de termes proportionnels aux diverses 


constantes À, B,..., C,, .... Et c'est cette somme, pour chacun des 
coefficients totaux des puissances, æ"-1, æ"—?, 


Le 


, T°; SC DIE 
de æ, qui devra, d’après la question posée, avoir la valeur numé- 
rique (fàt-elle seulement zéro) du coefficient connu de la même puis- 
sance de æ dans o(æx). 

L'identification des deux membres de (2) fournira donc nr équa- 
tions du premier degré entre les constantes A, B, ..., C,, 
Or celles-ci sont justement au nombre de », c’est-à-dire en même 
nombre que les racines de l'équation f(x) — 0, puisqu'il en cor- 
respond une, À, ou B, etc., à chaque racine réelle simple, qu'il en 
correspond p, savoir GC, G, ..., C,, à chaque racine réelle d’un 
degré p de multiplicité, et, enfin, 2g, qui sont D,, E;, 07 
E,;, à chaque couple de racines imaginaires d’un degré g de mul- 
uiplicité. Ainsi le système de relations du premier degré obtenu 
entre les constantes A, B, ... se composera d'autant d'équations 
que d’inconnues; et l’on conçoit qu'il détermine parfaitement ces 
inconnues ou qu'il fournisse, sans ambiguïté, un système unique 


CHDEATE 


EPP ET 
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de valeurs pour À, B, ..., C,,.... C'est ce qu’un examen détaillé, 
mais dont la place est dans le cours d’Algébre, prouve effective- 
pCT) 


ment, à condition, bien entendu, que la fraction soit irréducti- 


J(æ) 

ble, ou qu’on ait préalablement supprimé, comme on doit l’admettre, 
les facteurs réels du premier ou du second degré communs à #(x) et 
à f(x), s’il s'en trouvait de tels. Il nous suffitici de montrer comment 
s’obtuiendront les coefficients A, B,..., et, par suite, les fractions 

B 

2 @ x —bd L 
du premier degré : c’est ce qu’un exemple achèvera bientôt d’é- 


-, en résolvant un système de nr équations 


simples 


claircir. 


241*. — Formules générales des fractions simples, quand leurs 
numérateurs sont constants. 


(Compléments, p. 20*.) 


242. — Intégration des termes les moins complexes provenant de la 
décomposition de la différentielle rationnelle proposée. 


F(x) 


En résumé, la décomposition de l'expression primitive donnée À 
a 


aura fourni trois sortes de termes, savoir : 1° des monômes comme 


: : C 
Mzæ’!; 20 des fractions simples de la forme ENSPPNTTE 3° d’autres frac- 
Dr+E 
[(æ — à )2+ sEAUE 


qu’à voir comment on intégrera les produits par dx de ces trois sortes 


uons de la forme plus compliquée . Il ne reste donc 


de termes. 


Et, d’abord, tout terme de la première espèce, Mx’”*, donnera la 
æm+i 


différentielle Mx”! dx, dont l'intégrale sera M — 
HE = 


Quant à un terme de la deuxième espèce, la différentielle correspon- 
M dx 


PRET pourra s'écrire M(æ— c)-"d(x— cet 


dante, de la forme 


6 = c)=72+1 


ne Lt À An mA | 


aura pour intégrale, si » dépasse l'unité, M » c'est-à-dire 


M : , 
—= = . Au contraire, dans le cas beaucoup plus fré- 
(M—I)(T — ci 


quent m —1 où, en appelant £ la valeur absolue (x —c)dex—c, 


Me 2 
cette différentielle M —— dx 


à dt ee 
égalera M ES l'intégrale sera M log £, 
ne) MC 


Le 


‘ 
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c'est-à-dire Mlog(æ— c), si x —c est positif, et Mlog(c—zx), 
c’est, au contraire, c — + qui est positif (1). 

(Dr +E)dxr 
[Ke—ar+ pr 
terme de la troisième espèce. On la débarrasse d’abord de la partie du 
premier degré en æ, au numérateur, en remplaçant Dx + E par la 
quantité évidemment équivalente D(x—4)+(Da-+E); ce qui per- 
met de dédoubler la différentielle en deux termes, dont l’un est 


Soit, enfin, la différentielle à laquelle conduit un 


D(x—a)dx D d[(x —a) + f?] HSE (Da+E)dr… 
esp Tale apep PORTE IP 
UE | MUR 
Le premier, si l’on y pose (æ— a)? + f?— 4, devient ma di EPA 
UMR : Der 
pour intégrale soit — ———;, c'est-à-dire 


DÉMPI =ed) EME 


D 
2 (mn — 1100 —a)?+ B2|n—i 4 


; er: an + RAM EE 
quand 7» dépasse l'unité, soit = log £, c est-à-dire — log D x —a)} + f?] 


ou D log V/(x — x)?+ f?, dans le cas ordinaire m —1. 
Considérons donc le seul terme restant, qui est 


(Da+E)dr Lo (DatE)d(x ="). 
[(æ—a)+ fi] [(æ—a) +82} 


et divisons-y par 8?” le numérateur et le dénominateur. Le résultat 


DavE 6 


fi ariall [rte . PCA . . 
fin comme variable auxiliaire 4 le pps er et, abstraction faite 


He ; | Da+E CL 
du facteur constant pri ? ce terme aura la forme, aussi simple que 


pourra évidemment s’écrire 


-+ Prenons-yÿ en- 


(*) Cette double forme, log(æ —c) et log(c—æx}), donnée à l'intégrale de 
dx 
Æ r— 
de nombres positifs. Mais en admettant aussi dans les formules le logarithme ima- 


c’ à pour but de ne faire figurer que des logarithmes reels, des logarithmes 


ginaire le plus simple des nombres négatifs, celui qui dépasse de xÿ—1 le loga- 
rithme dé la valeur absolue de ces RonbEss (t. I, p. 36*), on pourrait se conten- 
ter d’une seule des deux formes, puisque log(æ — c) et log(c— x) ne différent 


que par la constante xÿ/—7+ et ont la même partie variable avec æ, ou s’équi- 
valent en tant qu'intégrales indéfinies. 


PET. 


APRÈS LEUR DÉCOMPOSITION EN TERMES SIMPLES. T 


possible, 
dt 
( l2 + he 


în définitive, 11 nous suffira, pour s NE SRENE toute différentielle 


rationnelle, d'obtenir l'expression de Î< Re où mn désigne un ex- 


posant entier et positif quelconque. 


243. — Intégration des expressions plus compliquées auxquelles conduit 


la même décomposition, c'est-à-dire de ; conclusion générale. 


dt 
(1 ES É2 74 
dt 3 
Occupons-nous donc du calcul de (er ea! Dans le cas ordi- 
I ir 
naire et simple où m»m —1, cette intégrale s'obtient immédiatement, 


car elle se réduit à di 


z — arctang {. Il ne reste plus ainsi qu'à 


ramener les autres cas à celui-là, en apprenant à y abaisser l’exposant 
m d’une unité et, par suite, d'autant d'unités que le faut pour le ré- 


duire à 1. À cet effet, cherchons comment. /—Ÿ peut se calculer 


(4 LE 


: dt , ; 
en fonction de | ————. Pour abréger, appelons respectivement 
(L+ 2 pi (OL #7 


l», 1-1 ces deux intégrales, ou posons 


poael dt 
LC ou (ra ET In nn se 


En retranchant [,,_, de [,, nous aurons évidemment 


{min = 1Nfen e rer | 


« 


| É nier a al U+ TD 


t dt Rp: I HE Cr ù : : 
Or TE ne diffère pas de aie tt) #d(rer"e) "qui est lardriré- 


(1 Le 2 )-mn+1 1 [ [ 


DC MN rio TETE 


td". . 3 ( I SEA 
74 revient donc à ————— | £d — , et l’intégra- 
HE (r+ 2) 2m —2 Met ln - 


tion par Mes la transforme en celle-ci 


AA 
2 m—9 ee eyni fe en |? 


. ELI . 
rentielle de ; L'expression 
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qui, à une constante arbitraire près, n’est autre que 


t T1 


(Sun —23)(1# 724} DIT 


L'égalité ci-dessus peut s’écrire, en conséquence, 


(A il 
Ke = T1 


; Er [,,_1 + const.‘arbitraire. 
| (2m—2)(G+é)" 2M—2 


Si donc nous isolons [,, dans le premier membre et que nous groupions, 
dans le second, les termes en 1,,_,, puis que nous remplacions 1, 1,,_; 


: dt dt UE 
par leurs expressions © et | ——————, il viendra, en sup- 
(1 AE 1227 J U+ Fest 


posant d’ailleurs la constante arbitraire du second membre implicite- 
ment contenue dans le terme qui s’y trouve affecté du signe f, 


DU Î dt l 2 M — 3 dt 
I a = - D - . 
"0 JG) (2 nm — 92 )(1+ PJ 2mMm—2,) (1+ ét) 1 


Telle est la formule qui, appliquée m — 1 fois, permettra d’abaisser 


l’exposant m de m—1 unités, de manière à le réduire à la valeur 1. 
L'intégrale proposée [,, se trouvera ainsi exprimée au moyen de m —1 
termes algébriques et d’un dernier terme, transcendant, en 


dt 
- =zcarctancs és: 
J 1i+4 y 


Il est bon d’observer à cet égard que, si l’on voulait ramener ce 


dt | : 
termeal,; — er — { + const., en posant » — i dans (11), le dé- 


nominateur 2 72 — 2, qui paraît dans chacun des deux termes variables 
du second membre, s’annulerait et rendrait ce second membre 1illu- 
soire, comme il est arrivé plus haut (p. 18) pour la relation 


xmn+i 
Jéruee Poe 


IDR 


dans le cas mm — — 1. Il en est ainsi toutes les fois qu'on veut repré- 
senter algébriquement une fonction transcendante. L'expression 
dont celle-ci constitue un cas limite acquiert des coefficients ou des 
exposants infinis qui ne lui permettent de donner qu’une réponse en 
quelque sorte évasive, ou s’évanouissant dès qu'on lui impose d’être 
exacte et non plus seulement approchée. 

En résumé, es différentielles rationnelles peuvent toujours s’in- 
légrer sous forme finie, en ce sens que leurs intégrales comprennent 
un nombre lümité de termes soit algébriques, soit affectés des trans- 


bn te ne 


EXEMPLE, 45 


cendantes les plus simples : les termes algébriques y sont rationnels 
et les termes transcendants y sont des fonctions inverses, loga- 
rithmes ou arcs tangente, d'expressions entières par rapport à la 
vartable. Les arcs tangente y deviendront d’ailleurs des arcs sinus ou 
des arcs cosinus si l’on y fait paraître un sinus ou un cosinus au lieu 
de la tangente, en fonction de laquelle on sait que le sinus ou le co- 
sinus du même arc s'expriment algébriquement. 

Ces résultats remarquables ont été obtenus vers 1702 par Leibnitz 
et Jean Bernoulli : ils constituent le chapitre en quelque sorte le plus 
simple, il est vrai, mais aussi le plus achevé du Calcul intégral. 


»h a* 


244. — Exemple : integration de — 

À PEN À 
Eclaircissons, par un exemple, ce que pourrait avoir de trop général 

ou de trop abstrait la théorie précédente. Prenons F(x) — x'+ à*, 


x*+ a* 


f(æ)= x'— a*; ou soit à intégrer l'expression — dx. 
T* — 


Gi 


La division du numérateur par le dénominateur donne d’abord 
Ï 


FO an 


€ en Mi rer 2 ru 
fx) + — a* 


A 


A 


Le \ ’ Q ° 
et 1l reste à décomposer la fraction rationnelle ———. Pour cela, 
PA L° 


conformément à la marche indiquée, cherchons les racines de l’équa- 
tuon f(æ)—= 0, c’est-à-dire x*— a— 0, ou mieux, résolvons æ*— a 
en facteurs réels aussi simples que possible. Il vient évidemment 
d*— a*—(x? — a) (x? + a); et, d’ailleurs, x? -- a? —(x— a)(x + à), 
tandis que le facteur æ?+ a?, somme de deux carrés, ne pourrait se 
dédoubler qu’en facteurs imaginaires. Ainsi, l’on aura définitivement 


æh— a'=(x—a)(x +a)(x?+ @&);etil s'agira de décomposer 


L 


DCE 


Zt'— a*t 


en trois fractions simples, ayant respectivement les formes 


B Cr +D 


; ? he « 
æ+ a L'+a 


, 
Lx 


+ Posons donc 


2 


4) 2 a* A B Le ST) 

12 ©  —— 
Lt— a+ T— da X + à a? + a? 

, x . 

c'est-à-dire 

a+ a* gt — a* æ+— at + — a* 
d'OS A1 | R + Cr — RE - 
T—a DENT z?+ a? T°? + 
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ou bien, en effectuant les divisions indiquées et plaçant les uns sous 
les autres les termes semblables, 


A(xi+az + ax + a) 
+ B(ai— ax°+ ax — ai) 
PA DL eo 
+ C(x3 — ar ) 


+ D( 2 — a?). 


On voit que, pour rendre le polynôme du troisième degré en +, qui 
constitue le second membre, identiquement égal au premier membre 
2 a*, ou, pour égaler, dans les deux membres, les coefficients totaux 
des mêmes puissances de x, il faudra, au second membre, annuler 
ceux de æ?, æ?, æ et égaler à 2 a le coefficient de æ°, formé par l’en- 
semble des termes constants. Il vient donc, pour déterminer les quatre 
inconnues À, B, C, D, les quatre équations 


| (A+B+C—o, GAEAMTbDEE DE 0) 
CE) | a’AÀ + a B — a?C = 0, GA — @B— a?D = 2a". 

Si l’on divise la troisième par a? et qu’on la combine alors avec la 
première, Lant par voie d’addition que par voie de soustraction, on 
trouve À + B—o, C — 0; en sorte que ces deux équations reviennent 
à prendre C — 0, B — — À. Alors la seconde (13), résolue par rapport 
à D, devient elle-même D — a(B — A)— — 2 a A. Enfin, ces valeurs, 
— À, —2aAÀ, de B et D, portées dans la quatrième (13), la changent 


- : L . a « . , 
en celle-ci, 4 &’ À — 2 a*, qui donne A — ; et achève par suite de dé- 


. o i (22 «a a o 

terminer les inconnues. On a donc À = -, B——-,C—0,D=—=="#. 
2 2 3 

C’est dire que, d’après l'égalité (12), accrue, dans ses deux membres, 


de la partie entière 1 trouvée précédemment, la valeur décomposée de 


; x + at 
a fraction —— est 
CRE 4 À à 
; æ*+ at 12 68 CERN ! ET SE a? 
ANNEE — 
rat SNS Ta a? + a? 


Et, en effet, si nous additionnons les termes du second membre, il 
vient successivement 


(22 DEL D a? 
Re ET PR nes ” . 
9\T2— «a? D RNEEN 6 À 2? + a? 


“Ha l I ee 2°" CRTAMAETE 
= ; a LES ie cape — * 


La? Dr 
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Cette vérification ne doit jamais être négligée; car les calculs de dé- 
composition d’une fonction rationnelle en termes simples, étant géné- 
ralement longs et arides, prêtent beaucoup à erreur. 

Multiplions actuellement par dx les deux membres de (14) et inté- 
grons, en observant que 


J dx =>, | LE — log(x — a)—log(x+a)=log?—T, 


J æ— à T +a è T+a 
L' 5 
d d- 
dx I a L x 
D ee EN AL G LAN Ee— 
J TZ a? a æŒ\ 2 a a 
DRE 
DCE 


445 * Fe D ay IT — a Z— a 
L'intégrale cherchée, si l'on y remplace - 10g —— par & log / 
"+ 2 Lei 


) 
T + à 


sera donc 


"æ* + a LT — & æ 
——. — de = x + a log 5: GATC Lans, CONSL. 
T' | a 

Le 


DIE C TL + d 
1 / le 
(15): RARES 
[42 T 
=alr- 4108 Tarctang = |+ const. 
; TL € 
— +I 
[@/ 
245. — Intégration des différentielles irrationnelles dont tous les radi- 


caux portent sur une même expression de la forme e 

Après avoir vu comment s’intègrent, dans tous les cas, les différen- 
tielles rationnelles, passons à l’étude des types les plus usuels des dif- 
férentielles irrationnelles, relativement peu nombreuses, que l’on sait 
intégrer. 

Le plus simple concerne les différentielles dans lesquelles tous les 
ax + b 
ax +0"? 
généralement fractionnaire, mais qui devient entière et se réduit à un 
binôme ax + b, quand on prend a'—0, b'—1. Comme, d’ailleurs, 
ax + b se réduit lui-même à æ pour b—o et a —1, on voit que le 


radicaux portent sur une même expression de la forme 


cas dont il s’agit comprend toutes les différentielles affectées senlement 
d’irrationnelles monômes, c'est-à-dire dans lesquelles les radicaux 
portent uniquement sur +, à des facteurs constants près qu’on peut en 
faire sortir. 

En remplaçant les radicaux par des exposants fractionnaires et puis 
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réduisant tous ceux-ci à un dénominateur commun positif », on aura, 
comme radical unique, dans la différentielle proposée, la quantité 


æ + d' 
entières. La différentielle proposée pourra donc s’écrire 


UM EESTI 

AR D 
L T , D ARR T 7 d?, 
; &' TX + db 


\ 


ax +b | 
————., dont les radicaux en question égaleront des puissances 


où ésignera une fonction r'ationnelle des deux varia , 
f désignera une fonct l [le des de ariables æ et 


Fi ax + b 
\ a'x + b' 

On l’intègre, comme du reste les autres types de différentielles 1rra- 
tionnelles dont il sera question ci-après, au moyen d’une substitution 
ou changement de variable propre à la transformer en une différen- 
tielle rationnelle, que l’on traite ensuite par le procédé général de 
Leibnitz et Jean Bernoulli. À cet effet, prenant le radical pour nou- 
velle variable, posons 
(16) Fe ne à 22 à 5 d'où ae ms : RU 

a'x + b'? a'x + b' 

L'équation en x, du premier degré seulement, donnera par suite 
à æ une valeur, que j’appellerai o(e) pour abréger, fonction rationnelle 
b'im—_p 

= d'in 
sera évidemment Eat elle-même, et l'expression proposée, 


de £:: ce sera la quantité — - Sa différentielle, dx = #(t)'dt; 


Par #b) | 
7 Ce 14 Er, dx, devenue ff[v(£), 4] 2'(4) dt, ne contiendra plus 


a'x + bd 
aucun radical. On pourra donc l'intégrer par la méthode exposée 
ci-dessus, et, si F(£) désigne son intégrale, il viendra, en remplaçant 4 
par sa valeur (16), | 


In f RUE À 
(17) [ME SET) de = F7 SEE) à const. 


246. — Autre type : différentielles qui ne contiennent qu’un radical 
carré, portant sur un trinôme du second degré; leur intégration sous 
forme réelle, quand le trinôme est décomposable en facteurs réels du 
premier degré. 


Le deuxième type de différentielles irrationnelles qu’on sait intégrer 
comprend toutes celles où il ne paraît, soit une fois, soit plusieurs fois 
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ou à plusieurs endroits, qu'un seul radical ayant 2 pour indice et 
portant sur un trinôme du second degré. Désignons ce radical par 


Va + bx + cx?, et la différentielle proposée sera de la forme 
f(x, Va + bx+cx?) dr, 


si f désigne une fonction rationnelle. 

Avant d'intégrer, on trouve avantage à simplifier le radical, en y 
EP er, A a b ; À , 
écrivant ainsi le trinôme, (+ dE . LR T+ 22); où = cy-pris 
avec le signe supérieur si c est positif, et avec le signe inférieur si cest 
négatif, désigne la valeur absolue du coefficient du terme en +? : on 
peut alors extraire la racine carrée du facteur constant essentiellement 


positif E c, représenter chacun des quotients censés effectués 


b 
En C 


E ç° 


» par une seule lettre, que je supposerai être respectivement À, B, 


et la différentielle à intégrer prend la forme sous laquelle nous la con- 
sidérerons, f(x, VA +Bzx+a?) dx, où f continue à désigner une 
fonction rationnelle de deux variables. 

Supposons d’abord que le trinôme À + Bx + x? donne deux racines 
réelles, «, 8, quand on résout l'équation du second degré obtenue en 
l’'égalant à zéro. Nous savons qu'alors ce trinôme sera le produit du 
coefficient + 1 de æ? par les deux facteurs linéaires x — a, x — 8. La 
différentielle à intégrer pourra donc s'écrire 


Se, VE Ce —2)(x —#)] 4x. 


Soit £ une nouvelle variable, définie par l'équation 


(18) VE(z—a)(x —E)=(x— at, 
c'est-à-dire telle que l’on ait 

Va (re a Mr =28) ES 
(9) ge TI O 4/2 DRE sr 


En élevant (18) au carré et puis supprimant le facteur commun æ—« 
(ce qu’on peut faire, puisqu'il ne s’annule que pour la valeur isolée 
ta), iliwiendra 


(20) E(x—$)=(x—a)e?. 


Or cette équation est du premier degré en x et, par suite, résolue, 
donne une expression de x rationnelle, que je représenterai par &(#) 
comme dans le cas du type précédent de différentielles irrationnelles,. 
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En la différentiant, on aura dx — ©%'(t) dt et, l'expression (18) du ra- 
dical devenant d’ailleurs £w(4) — xt, la différentielle proposée prendra 
la forme, elle-même rationnelle, f[e(4), t@(1) —at]%'(4) de. Elle se 
trouvera donc intégrable par la méthode exposée dans la première 
partie de cette Leçon : si l’on appelle F(£) la fonction primitive obte- 
nue, le résultat demandé sera, vu la valeur (19) de £, 


Hier 
ARE }+ const. 
É — à 


247. — Suite : Autres procédés, applicables notamment lorsque le trinôme 
n'est pas décomposable en facteurs réels du premier degré. 


Quand le trinôme À + Bx + x?, égalé à zéro, a ses deux racines 
imaginaires ou, ce qui revient au même, quand il n’est pas décompo- 
sable en facteurs réels du premier degré, on sait qu'il conserve le 
même signe, sans s’annuler, pour toutes les valeurs de æ comprises 
entre — æ et + &. Alors le radical et, par suite, la différentielle pro- 
posée ne sont des quantités réelles, comme nous le supposerons, 
qu’autant que ce signe, constamment le même, du trinôme, est +. 
Donc le trinôme se trouve positif, en particulier, pour la valeur zéro 
de æ, qui le réduit à À, de sorte qu’on a À > 0; et il l’est aussi pour 
les très grandes valeurs absolues de æ, qui rendent, comme on sait, 
prépondérant le terme Æ x? du second degré, ce qui oblige également 
à poser Ex? 0, ou implique, devant x?, le signe supérieur +, à 


l'exclusion de l’autre —. Ainsi, le trinôme, lorsqu'il paraîtra dans une 
différentielle réelle et ne sera pas décomposable en deux facteurs réels 
du premier degré, offrira ces deux caractères, d’avoir son terme con- 
stant À, positif, et son terme du second degré x?, précédé du signe +. 

Or chacun de ces deux caractères conduit à une transformation réelle 
qui rend rationnelle et par conséquent intégrable la différentielle pro- 
posée, transformation d’ailleurs applicable même à des cas où le 
trinôme se résout en facteurs réels du premier degré, pourvu que le 
caractère en question y soit vérifié, c’est-à-dire pourvu qu’on n’ail 
pas À < 0, s’il s’agit de la première transformation, ou que le terme 
du second degré ne soit pas —:2?, s'il s’agit de la seconde. 

Supposons donc d’abord que A se trouve ou nul, ou positif, et admette 
par conséquent une racine carrée réelle; ce qui, en appelant & cette 
racine, prise d’ailléurs, à volonté, avec le signe + ou le signe —, 
permet d'écrire la différentielle proposée, f(x, Va + Bz + x?) dx. 
Choiïsissons notre nouvelle variable £, de manière qu’on ait 


(21) Vai+BrEz—=a+tr, 
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ou, en d’autres termes, prenons 


4 Vai+Bz+x— a 
(22) D —— 
Fe 
En élevant (21) au carré et supprimant des deux membres du résultat 
le terme &?, puis un facteur commun #, il viendra, pour définir x 


en fonction de £, la relation 
(23) BEr=a2at+tx. 


On voit que celle-ci est du premier degré en +, comme (20) dans le 
cas précédent. On en tirera donc une expression de +, rationnelle, de 
la forme æ —#e(t), une expression de dx, v/(t) dt, rationnelle aussi, 


et le radical Va*+ Bx + x?, devenu, d’après (21), 
AHUBUOULA EH ET), 


sera lui-même rationnel. Dès lors la différentielle proposée, changée en 
celle-ci f[e(t), a + to(t)]2"(6) dt, s’'intégrera par les règles données 
tout à l'heure pour les différentielles rationnelles ; et 1l suffira de rem- 
placer finalement, dans le résultat, £ par sa valeur (22). 

Passons au procédé applicable toutes les fois que le terme en x? du 
trinôme est + x? et non — 22. Il consiste à poser 


(24) : VA+Br+x=t— x; 
ce qui donne 
(25) t=z+yA+Br+ x. 


En élevant (24) au carré, puis supprimant des deux membres le 
terme commun x?, il vient encore une équation du premier degré 
en æ; d’où résultent toujours une expression de x, qu’on peut écrire 
æ— ®(t), rationnelle, et une valeur de dx, #'(£) dt, rationnelle égale- 
ment, ainsi que la formule { — x ou £ — (+) du radical 


VA+Bzx+aæ. 
La différentielle proposée devient donc intégrable; et il suffit de rem- 


placer enfin £, dans le résultat auquel elle conduit, par sa valeur (25). 


248. — Exemple : calcul de e Pi cts. 
VA + x? 


Comme application des méthodes précédentes, intégrons par le 


B. — II. Partie élémentaire. A 
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LA 12 ’ | . dx 
dernier procédé l'Ééspression 
À + g? 


en Analyse et en Mécanique. Nous aurons à écrire, d’après (24), 


» qui se présente assez souvent 


VA + a = l—r 


ou, en élevant au carré et simplifiant, À — & — 2 {x, c'est-à-dire 


ne Ar d’où de= = (1+ 5) dt 


28 2 À l 2" 


‘ 


et il en résulte aussi 


VALUE MT=E TT = (ane +)= (ie) 2 


2 
Done la différentielle proposée, quotient de dx par VA + x*, devient 
: dt eue Re 
simplement 7 Ou a pour intégrale logé. Et il vient, vu la valeur 


x + VA + x? de £, 


dx — 
(26) Res = log (x + VA + x2) + const. 
| J VA + æ? 


On contrôle cette intégration, en calculant la dérivée du résultat 


log(x + VA + 2), dérivée qu’on trouve, successivement, être 


{ 27 
—_(x + yA + x) D — 7" — 
| 4 Le > VA + x! 
{ æ+VA + x? T + VA + x? 
VA +a+x I 


| | VA+m(e+ VA tai) VAT 
et en constatant qu’elle égale bien la fonction par laquelle dx est 
multiplié dans la différentielle qu’il s'agissait d'intégrer. 

Observons, à ce propos, qu'il ne faut jamais, après avoir effectué un 
calcul d’intégrale indéfinie, négliger d’en faire ainsi la preuve, par la 
différentiation toujours possible et même facile du résultat; car, sans 
cette vérification, on ne pourrait guère avoir l’assurance de ne s'être. 
pas trompé quelque part dans les transformations, généralement 
longues, que nécessitent les intégrations. 


249*. — Autre type, généralisé des deux précédents : intégrales dans 
lesquelles la fonction sous le signe f est prise le long d’une courbe 


unicursale. 
(Compléments, p. 24*.) 


DIFFÉRENTIELLES CONTENANT DEUX RADICAUX CARRÉS, ETC. 5 : 


250. — Troisième type : différentielles qui contiennent deux radicaux 
carrés, portant sur deux binômes du premier degré. 


Considérons, en troisième lieu, les différentielles de la forme 


f(æ, Vaxz+b,Va'x + b')dx, 
où f désigne une fonction rationnelle quelconque des trois quantités 
æ, Vaz + b,Va!'x + b'; en sorte qu'il s’y trouve deux radicaux carrés 
portant sur deux fonctions linéaires. Prenons l’un de ces radicaux 


pour nouvelle variable, en posant, par exemple, 


EE à) 2 t dt 


Vaz+b=t: d'où ax + b = £?, Le ) dx — A 


e . AT ” f à / . 
L'expression à intégrer, f (x, Vax + b, Va!x + b') dx, deviendra 


(44 


\ ne £, /: CPV » | À a différentielle dans laquelle il 


ne paraît plus qu’un seul radical carré, portant sur l’expression du 


! 


LUS a’ - 
second degré FU (o— Eb). Elle rentre par conséquent dans le 


deuxième type traité ci-dessus; et une nouvelle substitution, em- 
pruntée à l’un des trois procédés qui s’y rapportent, la rendra ration - 
nelle ou permettra de l'intégrer. 


251. — Quatrième type de différentielles irrationnelles : différentielle 
binôme (ax bxB}r dx. 


Passons à un quatrième type assez usuel de différentielles irration- 
nelles, type se distinguant des précédents en ce qu’on ne sait l’intégrer 
sous forme finie que dans certains cas spéciaux, dits cas d’intégrabi- 
lité : c’est celui des différentielles binômes. On appelle ainsi les 
expressions de la forme (ax#+ bxP}? dx, où l’exposant p doit être 
supposé fractionnaire: car, s’il était entier, positif ou négatif, la puis- 
sance pièwe du binôme ax*+ bxB se développerait exactement, en 
numérateur ou en dénominateur, sous la forme d’un polynôme fini 
contenant des puissances entières de æ% ou xP; et il ne resterait, tout 
au plus, que des irrationnelles monômes (pour « ou 6 fractionnaires), 
de sorte qu’on serait ramené au premier type. 

En mettant le binôme ax%-+ bx sous la forme æ#(a + bxB-«), Ia 
différentielle proposée devient æ%? (a + bxP-%)? dx, ou, plus simple- 
ment, z”(a—+bzx")? dx si l'on pose «pm et f—a—n.C'est d’ordi- 
naire à cette forme, x”{(a + bx")? dx, que l’on réduit les différen- 
tielles binômes. On peut même y supposer » et x entiers; car, lorsque 
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: AE de à : 
ces exposants sont des fractions UE (censées réduites à un même dé- 
#4 
1 
nominateur positif g), en prenant le radical x7 pour nouvelle variable, 


ou posant 


QI 


1 k 
æ1=t) et, par suite, 11, “dr — giant dt, Gien 


on obtient, pour la différentielle proposée, g4+9-1(a + bi!)r dt; ce 
qui, abstraction faite du facteur constant g et à part la substitution 
de t à æ, est bien une différentielle binôme de la forme 


æm(a+ bxr)p dr, 


dans laquelle les deux exposants mn et n de la variable ont les valeurs 
entières k + g — 1 et /. Une remarque dont nous aurons besoin tout 


m +1 
à l'heure est que, dans cette transformation, le rapport ne 
k 
PET R K + k 
change pas : il était d'abord 7 = * +, quand on avait m — 2e 
q 
l ; KE Q à 
1 a. et il est aussi ) L maintenant quem—k+q—1,n—|l. 


Cela posé, tous les moyens que l’on connaît, pour intégrer en termes 
finis, quand c'est possible, la différentielle binôme x”(a + bx")? dæ, 
reviennent à mettre cette expression sous l’une des deux formes, évi- 
demment équivalentes, æ"(a—+ bx"}Pdx, amtnp(h Lt axm)rde, 
et à prendre pour nouvelle variable la quantité entre parenthèses, qui 
est a + bæx" dans le premier cas, b + ax" dans le second. 

Posons, par exemple, 


: ANA Es Sd 
a+bæi—=1, d’où a=|| ) et dr=- -(t—a)imar, 


L'expression proposée, +” (a + bæn)? dx, deviendra 


m + 1 


(t—a)r tædt; 


[ I 


n m+1 
n 


et elle ne contiendra que l’irrationnelle monôme #4? si l’exposant, 


ITA 


TU. de £ — a, est entier, ou, ce qui revient au même, si 
Î 


m +1 
(28) nd nombre entier. 
/ 
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Cela arrive lorsque l’exposant de x hors de la parenthèse, m, accru 
d’une unité, se trouve être exactement divisible par l’exposant de x 
dans la parenthèse, n. Quand ce cas, dit premier cas d’intégra- 
bilité, se présente, la différentielle est donc réduite, par l'introduction 
de la variable £, au premier type de différentielles irrationnelles étudié 
plus haut, et, par suite, l'intégration peut se faire en termes finis. 

Si l’on prenait la différentielle binôme sous sa deuxième forme, en 
posant b + ax7"— t, des conséquences analogues se produiraient, à 
cela près que l’exposant de x hors de la parenthèse serait » + np, au 
lieu de m, et, celui de + dans la parenthèse, — 7, au lieu de ». Ce n’est 


IDE . . 
— un nombre entier, mais pour 


donc plus pour 


m + np +1 2 M + NP HT ÿ 
RE un nomb. entier, ou ——E— — un nomb. entier, 
—nñn 


c'est-à-dire, enfin, pour 


PILE 


+ p = un nombre entier, 
n 


(29) 
que l'intégration aboutirait. Ce second cas d’intégrabilité est tou- 
jours distinct du premier : en effet, p se trouvant fractionnaire, les 


m HI MEN À Ê * ° 
deux nombres ——— et ———— + p ne peuvent pas être entiers à la fois. 
ma 2 


Il est bon de remarquer que la transformation indiquée ci-des- 
sus pour rendre entiers les exposants m et n n’a nullement comme 
résultat de faire entrer la différentielle binôme dans un des cas d’inté- 
grabilité, ni de l’en faire sortir. Car nous avons vu que cette trans- 
formation, qui laisse l’exposant p le même, ne change pas non plus le 


m +1 PTE . : ous s 
rapport ——. Donc celui-ci, soit pris seul, soit joint à p, donnera 


ou ne donnera pas un nombre entier autant après qu'avant la trans- 
formation. 

Citons, comme exemple simple d’une différentielle binôme comprise 
dans les cas d’intégrabilité, et que nous avons même déjà intégrée 
(pp. 26 et 31), l'expression sin” x cos! x dx, lorsque les exposants m, 
ñ y sont entiers. En effet, cette expression, écrite 


n—1 


sin” cos?-1x dsinx ou sin*#x(1—sin?x) ? dsinx, 


devient, en y posant sinx — t, la différentielle binôme 


n—1 


im(r— 1?) ? dt. 
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Elle n’est irrationnelle que dans le cas de x pair, sans quoi l’exposant 
n—1] À { 
P= de la parenthèse y a une valeur entière. Or, d’autre part, 


: . | . : + m +T 
si 2 est pair, l’un des deux quotients appelés tout à l'heure ——— et 


1è 
NE BEN mn 


. NES di 
ue qui valent ici ete 
n de n 2 


» y sera entier, savoir, le 


premier ou le second, suivant que rm», de son côté, se trouvera impair 
ou pair; en sorte que la différentielle binôme rentrera soit dans le pre- 
mier cas d’intégrabilité, soit dans le second. Et c’est pourquoi nous 
avons réussi, même sans y introduire explicitement la variable auxi- 
lare £{, à en effectuer d'intégration. 

En dehors des deux cas d’intégrabilité, on peut, sinon intégrer 
exactement la différentielle binôme æ”{(a + bx")r dx, du moins y 
réduire la valeur absolue de l’exposant 2 d'autant de fois == 7 unités 
qu'on le veut, et aussi l’exposant p d’un nombre quelconque d’unités. 
Les procédés employés pour cela présentent une complète analogie 
avec ceux qui nous ont permis (p. 31) de réduire les exposants m et 
dans f sin”x cos! x dx, analogie toute naturelle, puisque l'expression 
sin” + cos x dx est, au fond, une différentielle binôme. 


252*. — Reduction de l'exposant hors de la parenthèse et de l’exposant 


de la parenthèse, dans l'intégration des différentielles binômes et po- 
lynômes. 
(Compléments, p. 27*.) 


253*. — Application à certaines intégrales, réductibles aux intégrales 
elliptiques des deux premières espèces. 


(Compléments, p. 30*.) 


VINGT-QUATRIÈME LEÇON. 


DES INTÉGRALES DÉFINIES : NOTIONS FONDAMENTALES ET EXEMPLES 
DIVERS ; * FONCTION Tr: 


254. — Définitions, notations et considérations générales concernant 
les intégrales définies. 


D'après ce que nous avons vu dès la XXIièe Leçon (p. 5), on appelle 
intégrale définie la somme des valeurs que reçoit successivement une 
différentielle f(x) dx, quand on y fait varier avec continuité x depuis 
une valeur initiale donnée & jusqu’à une autre valeur quelconque, b 
par exemple; et cette somme, parfaitement déterminée, égale la dif- 
férence, F(b) — F(a), des deux valeurs, finale etinitiale, que prend 
lintégrale indéfinie correspondante f f(x) dx, désignée ici par F(x) 
ou par F(x)+const. La première et la dernière valeur de x sont 
dites les deux limites de l'intégrale définie : la première valeur, à, 
est la {mite inférieure, la dernière, b, la limite supérieure. Leur 
différence, b — a, constitue l’éntervalle des limites ou encore l’éten- 
due de l'intégrale : elle mesure le champ d'intégration, compris 
entre & ét b. 

Chacune des valeurs successives de la différentielle f(x) dx est un 
élément de l’intégrale, tandis que leur expression commune, f(x) dx, 
s'appelle l'élément général. Par exemple, si r désigne le nombre (ex- 
trêmement grand, infini même, à la limite) des variations éprouvées 
par æ depuis æ — a jusqu'à x— b, et si, de plus, æ, exprimant la 
première valeur, &, on représente les valeurs suivantes par æ,,æ, …, 
jusqu’à la dernière, æ,, qui n’est autre que b, les divers éléments de 
lintégrale définie seront les produits f(x) dx, f(x) dx, f(t:)dæs, .…, 
nee dr, ou les factéurs 4%,, dr, dr... , dx,., serontles ac- 
croissements infiniment petits successifs de æ, savoir, respectivement, 
Li — Los La — Lys Lg — Laos ce Ln— Cry) ACCrOissements d’ailleurs 
arbitraires quant à leurs signes et à leurs rapports mutuels. La somme 
de tous ces éléments; c'est-à-dire l'intégrale définie, constituera bien 
augmentation totale, F(b)— F(a), de la fonction F(x), vu que, 
d’après la définition de celle-ci, on a sans cesse f(x) dx — dF(x). 


(1) 
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Ainsi, de quelque manière continue que varie, à partir de a et jus- 
qu'à b, la quantité x, soit en augmentant ou en diminuant toujours, 
soit en passant par plusieurs alternatives d’accroissement et de décrois- 
sement, 1l viendra 


(to) dro+ fr) dei+ ... + f(Tn=1) den où f(x) de = FÉGMN 


Longtemps on a représenté une telle intégrale définie par f f(x) dx, 
sans y faire figurer les limites, inférieure et supérieure, qui en fixent 
l'étendue et rendent sa signification déterminée. Fourier, géomètre 
éminent du commencement de ce siècle, a très heureusement complété 
cette notation en inscrivant, au bas du signe f, la limite inférieure et, 
au haut du mème signe, la limite supérieure. Par exemple, l'intégrale 


b 
ci-dessus s’écrira f(x) dx et s'énoncera somme (ou intégrale), 


LÀ 

depuis a jusqu'à b, de f(x) dx. On a eu de même, plus récemment, 
l’idée d'exprimer la différence, F(b) — F(a), des deux valeurs que 
prend une fonction F(x) à deux limites et «a, en mettant entre 
crochets ou entre parenthèses l’expression considérée et en inscrivant, 
à la suite, les deux limites, l’une a, au bas, l’autre b, en haut. Grâce 
à ces notations, la relation (1) se mettra donc sous la forme très con- 
densée 


b 
(2) J fCe) de = [F(æ). 
255. — Propriétés diverses qui en résultent. 


Plusieurs remarques importantes découlent immédiatement des 
considérations qui précèdent. 

19 On peut partager la suite des éléments de l'intégrale en un 
nombre quelconque de groupes, contenant chacun une -infinité 
d'éléments consécutifs, et constituant tout autant d’intégrales par- 
telles. On fera, par exemple, varier æ non pas, d’un seul coup, de & 
à b, mais de a à une valeur quelconque €, puis de c à une autre valeur 
quelconque A, et ainsi de suite, pourvu que, finalement, x s'arrête à 
la valeur b : c’est ce qu'’exprimera, par exemple, l'égalité 


(3) [rca = ['radrs [jade + [ra 


Et rien n’obligera même à prendre, pour les limites auxiliaires €, 
h, ..., des quantités comprises entre les limites données a, b; car 


r 
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nous avons vu que æ n’est pas astreint à varier toujours dans un même 
sens, c’est-à-dire de & vers b. Toutefois, pour plus de simplicité et 
pour éviter parfois certaines difjicultés, provenant de ce que la 
fonction f(x) pourrait devenir infinte ou mal déterminée en dehors 
de l'intervalle des limites a, b, on suppose, à moins d’avis contraire, 
que æ varie constamment de & vers b, en grandissant sans cesse ou 
diminuant sans cesse, de sorte que tous les dx aient le même signe. 
2° Quand on échange entre elles les deux limites, l'intégrale 
conserpe la même valeur absolue, mais prend signe contraire. En 


b a 
d’autres termes, f f(a)dz=— | f(æ) dx. Effectivement, on a, 
« b 


d’après la remarque précédente, 


ÉFCCREC dx = fcr)dr 


Œ 
Or l'intégrale fé f(x) dx est identiquement nulle, vu qu'elle ne 
ELITE 


contient point d'éléments, son champ a — a se trouvant réduit à zéro. 

On pourra donc toujours, en changeant, s’il le faut, le signe de l’in- 
tégrale, avoir une limite supérieure plus grande que la limite infé- 
rieure. Comme, de plus, la variable d'intégration, x, sera censée 
aller constamment de sa limite inférieure vers sa limite supérieure, 
elle croîtra, et toutes ses différentielles dx seront positives. C’est ce 
que nous supposerons désormais à moins d’avis contraire. 

3° Quand, pour toute valeur de x intermédiaire entre les limites 
a, b, la fonction f(x)se trouve comprise entre deux autres, o(x) et 
Y(x), l’intégrale proposée [ f(x) dx est aussi comprise entre les 
deux intégrales [ o(x) dx et [ L(x) dx. 

En effet, lorsqu'on a 


(4) px) < f(x) < (x), 
pour toutes les valeurs considérées de +, il vient, en multipliant les 
trois membres de cette inégalité par le facteur positif dx, 

(x) dx < f(x) dx << 4(x) dr, 


et, si l’on fait les sommes des valeurs que reçoivent simultanément les 


trois membres de celle-ci quand æ croît de & à b, la première des 
b 


b 
trois sommes, à w(æ) dx, est moindre que la deuxième, JE AUDE, 
a 


«a 


b 
laquelle se trouve, elle-même, plus petite que la troisième, f (x) dx. 
«Œ 
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Ainsi l’on peut bien écrire 


b b b 
(5) f eta)ar< [ jte) de < f (x) dx. 


Cette remarque permettra d'obtenir deux valeurs approchées, l’une 
par défaut, l’autre par excès, d’une intégrale définie que l’on ne saurait 
pas calculer exactement, quand on pourra former deux fonctions très 
peu inégales v(x), Y(+), enfermant entre elles, dans tout le champ de 
l'intégration, la fonction sous le signe f proposée f(x), et assez 
simples d’ailleurs pour que leurs produits par dx soient intégrables. 


256. — Exemples d’integrales définies dont le calcul est immédiat. 


Après ces aperçus généraux, donnons quelques exemples d’inté- 
grales définies, pour montrer comment leur valeur peut se déduire de 
l'expression des intégrales indéfinies correspondantes. 


l 
1° Calcul de 7 a" dx, où l’exposant m est supposé positif. — 
0 


On aura, en employant une notation indiquée tout à l'heure, 


- gnmi+1 \1 I re) I 
(6) z" dx — _ NE, 
0 0 D Mm+I m --1I TUE TEE 


L 
; dx À LR 03 ; 
29 Calcul de Î en (où la limite supérieure est censée plus 
L d 
SD 


grande que — 1) et de fiarsate 


RCA Il vient 


0 


L 
0 ‘ 


DUR à 
VAE (arctangæ), — arc tangæ — arc tango = arc tangæ. 


2 


NI A 
LA 


cos x dx et de | sinæ dx. — La seconde de ces 
0 


LS 


b 


3° Calcul de Ve 


0 

. , . oi 4 . TE 
intégrales ne diffère pas de la première; car, si l’on y pose x — > TO 
(d’où dx — — dt), on voit que sinx dx devient — cost dt, et que, de 

DAME | Ha RU: * À KT ARE 
plus, £ décroît de - à zéro quand x croît de zéro à -: L'intégrale 

2 2 
T TH 


2 à 2 
fr sinx dx devient donc — f. cost dt, ou f cost dt; ce qui, à 
tin 
2 


0 260 


rt dc 
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part linsignifiant changement de nom de la variable, est bien la même 
Le 
V2 
chose que [ cos & dx. On aura 
0 


T 
F7 T 


2 . Ve 
(8) 0 sin de = | COST AR = (SA zP= sin 
0 
0 0 


w| A 


11 à 
w] à 


257. — Autre exemple, consistant dans f° 


0 
(avec m entier et positif), où le calcul se fait par réductions succes- 


sives; formule de Wallis. 


sin”? x dx et f cos dx 
ve 


Des intégrales un peu moins simples à calculer sont les deux pré- 
cédentes (3°), quand on y affecte, sous le signe f, la fonction cosx ou 
sinæ d’un exposant entier et positif quelconque 7. On reconnaîtra 


; À ô = T : . ; 
d’abord, par la même substitution de - — { à æ, que ces deux inté- 
2 


crales continuent, même alors, à ne pas différer l’une de l’autre. Appe- 
T 


d | 
lons-les, pour abréger, L,, ou posons, par exemple, Î Sin bd Le 
70 
D’après un résultat établi dans la XXILièe Lecon (p. 32), l'intégrale 
indéfinie correspondante se réduira au moyen de la formule 
sin/—1 x COS æ mm —1 


sin” © dé = — sin”—?% dx; 
(9) S _ a S 


et il est clair qu’en indiquant la différence des deux valeurs prises 
; Ê . ft 
par chaque terme du second membre aux limites æ — 0, x — 5? on 


obtiendra, pour 1, l'expression 
T 


I nent à 
— —(sin-1x cos œ) + —— sin? dx. 
nm 0 mn 0 


Or le premier terme de celle-ci (appelé, dans tous les cas analogues, 
Lerme intégré où terme aux limites) s’annule, à cause du facteur 
sin”=1x, à la limite inférieure æ — 0; et il s’annule aussi, à cause du 


« . . tte fe 
facteur cosæ, à la limite supérieure x — re Ce terme ne donne donc 
rien dans l'intégrale définie considérée; et il vient simplement 


T 


; m—1 f?. M —1 
(10) 18 sin” x dx — f sin2x dx, ou In= ————1,,-. 
0 


me 
0 


wla 


Go APPLICATION DIRECTE DE L’'INTÉGRATION PAR PARTIES 


Cette relation, en y faisant successivement »m—2, m—4, m—6, …, 
permettra de trouver L, L,, [,, ..…., à partir de l'intégrale I,, qui n’est 


T TH 
2 . 2 CHE LS 
autre que / intede— f dx — (x) —-: On obtiendra amsi, 
0 0 


pour toutes les valeurs de l’exposant »2 qui sont paires, ou de la 
forme 2 n, les intégrales proposées. Il viendra successivement 


T ll TT 
I = — 3 I —= on | ts 1) 
| DR CS AC 
3 HS 3 INn—1T 
1, = == 1, .. Lire nr 
\ 4 2 1 0 4 SP IR p 
On aura donc 
T T 
2 2 Le 
: 1306 2N—1T 
(tt) fl sin?x dx ou s cos?2% dx = - — —.:. —— —° 
A : 2 4 6 2n D) 
La même relation (10), en y posantm—3, m—5,..., m—2n+1, 
donnera pareillement 13, [;, ..., L,,,, à partir de l'intégrale 
F 
2 . 
Le [ sin x dx, 
0 


qui, d’après (8), a pour valeur l’unité. On trouvera ainsi 


2 2 Â DA 2 4 6 on 
L = =[, = =; IRETES MEE ……. QnHA= ST = —— 
PE NES "HIS CS cu nt 359 2n +1? 

ou bien 

13 ci 

2 2 : 
(12) 4 sin22+1x dx ST cos22+1% dx — . 4 6 D; 40 STE 

0 û 02077 Ne 


L'intégrale I, est donc, alternativement, commensurable et puis 
affectée de la même irrationnalité que le nombre +, quand la valeur en- 
tière de l’exposant positif mn, après avoir initialement égalé 1, croît sans 
cesse d’une unité. Or deux valeurs commensurables consécutives, L,_; 
et L,+, par exemple, comprennent entre elles la valeur incommensu- 
rableL,, correspondant à l'indice pair intermédiaire2n: car, pour + plus 


grand que zéro et inférieur à 5’ Sin est un nombre positif moindre 


que 1, dont les puissances successives sont de plus en plus petites; de 
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sorte que l’on a sin?! > sin? x > sin?*#>, et, par suite, 


{ 


(13) LL}: =. La > Lr+1. 


T T 


# 2 
sin? dx à sin? x dx >|. sin?27+1x dx 
0 0 


DE 


br 


Par conséquent, le rapport incommensurable se trouve, à la 


2n+1 
fois, supérieur à l'unité et moindre que le rapport commensurable 


SE 


LE 4 \ Me . 2n 
— , égal, d’après la formule générale (12), à la fraction — 
sh ë 3 2n 


Ln+1 


: Ê I es 7 5 : É . 
dont l’excédent = Sur l’unité tend vers zéro quand 7 grandit, Ainsi 


Il an 


tend lui-même vers l'unité; ar, si l’on appelle 1 + e sa valeur, : 
2n+1 
A Le I 
ne pourra être qu'une partie de ——. 
an 


et À VIT Ê 
Or de là résulte, pour le nombre +, ou plutôt pour sa moitié -; qui 
2 


entre dans la formule de L,,, une expression remarquable, due à Wallis, 
géomètre anglais du xvn® siècle (1). En effet, l'égalité 


bn = (1+e)lr+; 
si l'on y remplace L,, L,+, par leurs valeurs (11) et (12), puis qu’on 


. TT Hs 
isole " donne, en divisant finalement par 1 +, 


on on 22 ÎLE (an)? 
DL DEL DT 4 —1 KO DNS 


Faisons croître x» indéfiniment, de manière à rendre : nul, et nous 


aurons 
(15) TA 1 A O0 IN 42 62 
\ 1 16710 22— 1 42— 71 62—1: 


C’est La formule de Wallis, qui fait, comme on voit, du rapport © 


de la demi-circonférence au diamètre, la limite du produit des fractions 
commensurables ayant pour numérateurs la suite des carrés pairs et 
pour dénominateurs les nombres impairs immédiatement inférieurs à 
ces carrés. 


(*) On a déjà vu dans le Calcul differentiel (t. I, p. 28*) que la décomposi- 
tion de sinæ en facteurs y conduit également. 
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238. — Des intégrales définies dans lesquelles la fonction sous le signe J 
devient infinie soit aux limites, soit entre les limites. 


Nous avons implicitement admis jusqu'ici que la fonction sous le 


b 
signe f, f(æ), dans l'intégrale considérée il f(x) dx, recevait, entre 


a 

les deux limites a, b et à ces limites mêmes, des valeurs toutes bien 
déterminées, finies par conséquent, et que, de plus, les deux limites 
a, b étaient, elles aussi, deux quantités finies, non moins bien dési- 
gnées, marquant la première et la dernière valeur de +. Il y a donc 
lieu d'examiner spécialement ce.que pourra être et signifier l'intégrale 
soit lorsque la fonction f(æ) deviendra infinie entre les limites a et b 
ou à quelqu'une de ces limites, soit lorsque les limites elles-mêmes 
varieront et tendront à acquérir des valeurs absolues infinies. 

Supposons d’abord que la fonction f(x) devienne infinie à une li- 
mite, par exemple, à la limite inférieure a. On ne peut pas voir alors 
directement ce qu'égalent ensemble les éléments f(x) dx correspon- 
dant aux valeurs de + infiniment voisines de a, puisque, si le facteur 
fx) y croît indéfiniment, l’autre facteur dx, par contre, y tend vers 
zéro, en sorte que le produit se présente sous une forme indétermi- 
née. Il faudra donc, comme dans toutes les questions d’analyse où 
surgit une difficulté analogue, éviter la valeur critique de x pour 
laquelle les données et définitions dont on dispose deviennent illu- 
soires, et se contenter d'approcher de plus en plus de cette valeur ceri- 
tique, en cherchant si le résultat que l’on a en vue tend alors vers une 
limite. S'il y tend en effet, c’est cette limite qui sera naturellement, 
par raison d’uniformité ou de continuité (t. FE, p. 5), la valeur deman- 
dée. Si, au contraire, le résultat croît indéfiniment en valeur absolue 
ou, encore, oscille une infinité de fois sans s'approcher d’aucune quan- 
tité fixe, on y verra la preuve que l'expression proposée devient soit 
infinie, soit indéterminée, et que, n’existant plus en tant que gran- 
deur précise, elle est impropre à définir une quantité. 

Par conséquent, dans la question spéciale dont il s’agit, et en ad- 
mettant, pour fixer les idées, que b soit supérieur à a, on fera varier 
æ à partir non pas de la limite inférieure a, mais d’une autre un peu 


plus grande, a ++, où e désigne une quantité positive très petite; et 
b 
l’on considérera ainsi l'intégrale J(x)dx, dans laquelle la valeur 
a+£ e 
critique + == a, pour laquelle f(æ) devient infinie, est évitée. Ensuite 


on imaginera que € s'approche de zéro, ou prenne une nouvelle va- 


né. ne 
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leur £,, plus faible que la première £; ce qui ajoutera évidemment à 
a+£ 

l'intégrale un groupe d'éléments ayant pour somme JUPALES 
VAatE: 

et, si l’on reconnaît que, lorsque : est déjà fort petit, cette somme 

reste au-dessous de toute quantité très voisine de zéro assignée à 

l’avance, quelle que soit entre o et & la valeur de &,, on sera évidem- 

b 


ment assuré que l'intégrale f(x)dx tend, pour & — 0, vers une 
a+E€ ; 


b 
limite, vraie valeur cherchée de oi f(æ)dx. Au contraire, dans le 
[22 


cas où la fonction f(x), indéfiniment grandissante à l’approche de 


æ = à, et y gardant toujours le même signe par raison de continuité, 
a+E£ 


serait telle, que la somme f(x)dæx, du groupe d'éléments gagné 


à raison du décroissement de :, pût acquérir une certaine valeur finie 
K quelque petit que fût &, on obtiendrait évidemment, en faisant dé- 
croître ainsi de plus en plus, vers &, la limite inférieure, ou en ajou- 
tant toujours de nouveaux groupes ayant chacun la somme K, un 
nombre aussi grand qu’on le voudrait d’accroissements égaux à K; 


b 
et, par suite, l'intégrale proposée je f(x)dæ serait infinie, c’est- 
« 


à-dire impropre à exprimer aucune quantité déterminée. 
* dx 
Soit, comme exemple, l'intégrale f — (avec m>>0), où la fonc- 
X YA 
0 
ton sous le signe f, x", devient infinie à la limite inférieure x — 0. 
On remplacera provisoirement cette limite par une autre très peu 


supérieure e, et l’on aura : 


POUR. I, 


L dx / œi—m \1 nee 172 
æ im 


I s ie 
— ee (à la limite e — 0), 
n 


E L— mn 1-—/ 
dx I 
a > . ces AU LE” = —. : imite € — 
MONOPOUTME 1; ne (logæ)e = logi— loge —log - = œ (à la limite e — 0), 
h € 
‘dx TEA, À 1 I I OPEN 
POUR HS T, — = ——— |) = ——{(———1)— x {à la limites —o). 
AT ete el Por ILNer ui 


C’est dire qu’une fonction, f(x), inversement proportionnelle à une 
puissance x” de la variable ayant son exposant m inférieur à l’unité, 
croît assez peu vite, à l'approche de æ — o, pour laisser, même à cette 
limite, une valeur finie et déterminée à l'intégrale ff(xæ)dx; mais 
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qu'elle y rend, au contraire, l'intégrale ff(xz)dx infinie, dès que 
l’exposant 2 atteint l'unité. Donc, lorsqu'une fonction f(x) ne gran- 
dira pas plus vite, à l’approche de la valeur critique considérée, 


: : I : 
que ne le fait près de x — 0 une puissance de 7 MOINS rapidement 


croissante que la première, l'intégrale restera finte et déterminée 
à l’instant où sa limite atteindra la valeur critique; mais lorsque, 
au contraire, la fonction f(x) grandira aussi vite ou plus vite, 


x She . BORA 
près de la valeur critique, que la fonction — à l’approche de x =, 
œ 


l'intégrale [ f(x)dx deviendra infinie à l'instant où l’une de ses 


deux limites atteindra la valeur critique dont il s'agit. 
1 


Par exemple, dans l'intégrale Î (1— uw? )-"dx, avec m compris 
10 
entre zéro et 1, la fonction sous le signe f, 
(i— u?2} "M ou (1+u)- "(1 — uw)", 


exprimée, en posant 1—u—x, par (2—x) "x", varie sensible- 
ment, près de la limite w —1, comme son facteur (1— w)=”*, c’est- 
à-dire comme x” à l'approche de x — 0; car son rapport, (1 + w)=”#?, 
à ce facteur (1— u) "ou æ—”", y égale à fort peu près la constante 
27", Or je dis qu'il résulte de là, pour f(1— uw?)-"du, une valeur 
finie. En effet, dans les deux intégrales 


1 1 
[ G—u)-mau et ïL (1— u)-"du, 
0 
0 


le rapport, (1-+ uw)" ou, très sensiblement, 2”, de deux éléments 
voisins de la limite supérieure, et d’ailleurs quelconques mais cor- 
respondant tant à une même valeur de w qu’à un même intervalle du, 
ne variera qu'extrêmement peu avec w; d'où il suit qu'il ne différera 
pas, d’une manière appréciable, du rapport même des deux sommes 
respectives, qu'il s’agit d'examiner ici, formées avec ces éléments, de- 
puis une première valeur de w, déjà très peu différente de r, jusqu’à une 
autre tendant vers 1. Et comme, dans f(1—u) "du— [ x="dx, la 
somme en question, relative aux très petites valeurs positives de æ, a 
été reconnue évanouissante, elle le sera aussi dans f(1 — u?)-”du. 
S1 la fonction f(x) est infinie aux deux limites a, b, on ne prendra 
l'intégrale, provisoirement, qu'entre deux limites, a + e et b — e,, voi- 
sines de a et b, dans l'intervalle desquelles f(x) restera finie; et l’on 
verra ensuite ce qui arrivera quand, € et €, s’annulant, les deux li- 
miles proposées a, b se trouveront atteintes. Par exemple, la discus- 


DEVIENT INFINIE AUX DEUX LIMITES OÙ ENTRE LES LIMITES. (98) 


A 
sion précédente sur l'intégrale / (1— uw?)-"du montrera de même 
0 


11 
que jh (1 — u?)- "du est finie pour les valeurs de »# comprises entre 


zéro et 1. C’est ce que donne immédiatement, dans le cas mn — +, l’in- 
tégration effective; car on a 


4 | \ 
Met : ; ; ; T T 
(17) | —— = (arcsinuw)l, = arcsin1--arcsin(—1)= - — | — ra = T. 
/_: V 7/2 2, 2 
Enfin, si la fonction f(x) devient infinie pour certaines valeurs de 
æ, € par exemple, intermédiaires entre les limites a et b, on décom- 


CE 
posera l'intégrale en intégrales partielles, telles que 1 HP) dre 
SAUL 


b 
f(x)dx, se terminant ou commençant à ces valeurs critiques, et 
VC+€, 
dont on exclura même provisoirement les éléments qui en sont voi- 
sins, sauf à les restituer peu à peu pour voir ce que l’annulation de & 
et :, fera des intégrales partielles. Si ces dernières restent finies même 
à la limite, l'intégrale proposée, qui est leur somme, sera évidemment 
finie aussi et bien déterminée. Si, au contraire, quelques-unes de- 
viennent infinies, en étant d’ailleurs toutes positives ou toutes néga- 
tives, l'intégrale proposée le sera de même. Enfin, celle-ci devient 
indéterminée, quand les intégrales partielles infinies qui la compo- 
sent ont des signes divers et, en l’absence de toute condition réglant 
leurs différences mutuelles, se neutralisent dans une mesure arbi- 
traire. 
or 
Considérons, par exemple, l'intégrale f _. dont les éléments 
y € 
sont négatifs de x ——1 à x — 0, positifs de x — 0 à æ — 1, et où la 


À à . x . . . : x 
fonction sous le signe f, Fi devient infinie pour æ—0. On dédou- 


blera l’intégrale en 


l 
dr “lne WT ; 
ve = [log(—æjlf—=loge et /  — (logæ)i = —loge, 
CES | e/ = 


A 


€ 
dont la somme, loge — loge, ou log —» prend telle valeur qu’on veut 
1 


si petits que soient & et s,, puisque rien n’oblige à faire tendre le rap- 
1 
€ FRA. 2 AE CES dr DURS TA: 
port — vers aucune limite. Ainsi l’intégrale — est indéterminée, 
1 e/: 1 LA 


B. — Il. Partie élémentaire. 5 
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à moins que la nature de la question où elle se présentera n’impose 
une certaine manière de faire évanouir € et e,, en déterminant leur 


rapport limite. 
259. — Des intégrales définies à champ d'intégration infini. 


b 
Considérons actuellement une intégrale définie, 1 f(x)dx, dans 
e/«4 


laquelle on fait grandir indéfiniment en valeur absolue une des limites 
a, b, ou toutes les deux. S'il arrive que l'intégrale tende en même 
temps vers une quantité déterminée, celle-ci sera dite sa valeur pour 
le cas où les limites qu’on a fait varier seraient infinies. Si, au con- 
traire, l'intégrale grandit indéfiniment en valeur absolue, ou se main- 
tient finie sans tendre vers aucune valeur spéciale, on dira qu’elle de- 
vient soit infinie, soit indéterminée. Par exemple, ces derniers cas se 
F4 TX 
> : dx 1 
présentent, respectivement, pour “ rue ( COS LATE qui ont 
1 # 0 
leurs valeurs, logæ et sinx, la première, infinie, la deuxième, arbi- 
traire entre --1 et +1, quand on y rend infinie la limite supérieure 


x 


æ. Au contraire, l’intégrale 4 72? exprimée par 
Lee 


te T\æ I 
— |) =1—-;, 
INR 
tend vers l'unité lorsque sa limite supérieure croît idéfiniment : on 
br #5 

aura donc 3h ra de 

Le cas le plus intéressant est évidemment celui où l’intégrale tend 
de la sorte vers une valeur déterminée, puisqu'elle conserve, même à 
la limite, une signification précise. Si, dans les éléments qu’elle gagne 
à mesure que grandit le champ d'intégration, la fonction f(x) finit par 
changer de plus en plus fréquemment de signe, de manière que ces élé- 
ments forment des groupes ayant leurs sommes partielles de signes al- 
ternés aussi, et décroissantes jusqu'à l'infiniment petit quand on passe 
d’un groupe aux suivants, l'intégrale constituera, comme on voit, à la 
limite, une série de termes décroissants successivement positifs et 
négatifs, série qu’on sait être toujours convergente. Il est clair 
qu'alors, pour que l’intégrale reste finie et déterminée, la fonction 
f(x) ne sera nullement tenue de tendre vers zéro à mesure que la 
valeur absolue de sa variable grandira. Et elle n’y sera pas tenue 
davantage si, sans changer de signe, elle présente indéfiniment des 
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alternatives d’accroissement et de décroissement, assez inégales pour 
que les valeurs sensibles de f(x) aient de moins en moins de champ, 
au point de rendre négligeables les groupes infiniment éloignés d’élé- 
ments. Mais s£, au contraire, f(x) conserve le méme signe et va- 
rie sans cesse dans un même sens, sa valeur absolue devra finir 
par décroitre, et même par décroître plus vite que ne le fait celle 


de la fonction T? Sans quoi l'intégrale deviendrait infinie à la 


limite. 
En effet, quand, par exemple, pour x >> 4 (k étant une très grande 
constante positive), f(x) décroît aussi lentement ou plus lentement 


I LS 
que —; le rapport de f(x) à — ne tend pas vers zéro, et reste supé- 
# æ L 


rieur, en valeur absolue, à un certain nombre M. On a donc 


® ‘4 x 
ALES MN % ; : 
f jede> f > æ = M log + — co (pour + infini), 
Cr È u Li 


2 
de sorte que la somme ÿe f(x)dx est alors infinie. Mais l'intégrale 
k 


reste finie dès que, pour les grandes valeurs absolues de +, la fonc- 
[ % 
tion f(x) est comparable à une puissance de : plus rapidement dé- 


croissante que la première, c’est-à-dire dont l’exposant soit supérieur 
à l'unité. En effet, pour »m > 1 et À positif, on a 


Or I FUN I ( Û t ) t 
; am m—i\xm-1 e LORS AD TEEN om—1 } (m—1)km—1 


k / 


Si donc f(x) conserve, pour æ => #, un rapport fini, moindre qu’un 

nombre assignable M, à une telle puissance x” de x, la somme 
RUE : ER M 

f f(x)dx, se trouvant inférieure à M ESS > Sera 

SE : . k VAL (nm — [) Ai 

évanouissante pour Æ très grand; et l'intégrale f f(x)dx ne cessera 

pas d’être finie et déterminée, quand on rendra infinie sa limite 


supérieure. 
On raisonnerait de même dans le cas où la limite inférieure recu- 


lerait jusqu'à — co. 
260. — Exemples d'intégrales qui restent finies quand l'intervalle 
des limites devient infini. 


Voici quelques exemples importants d’intégrales qui restent finies 
Ï 5 
quand une de leurs limites, ou toutes les deux, deviennent infinies. 
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dx 


Commençons par l'intégrale 1 prise soit entre les li- 


A 
ee T 


mites zéro et æ, soit entre les limites Æ, et où & désigne une con- 
stante PE quelconque. Il viendra immédiatement 


de. l æ\® arctango — arctango T 
hr lATCTAULÉE Æ DR | 
a a}, 


a? x? 


(18 TC ( Th 
AG l Te 2 NEC: ) T 
— = - | arctang ) — NES 
e a 
k —— 9 


AT? CL'EN 
234 : 
39 EÉvaluons maintenant, entre les mêmes limites o et où — & et, 


frtre : | dx dx . PTE 
l'intégrale de l’expression _ > OU ———; qui a pour inté- 
O 1 > 
À [i(ez+ e-x)f? coh?x 


: ; CT Cr x ; 
grale indéfinie ——— — ou tahæ, comme on le reconnaît de suite par 
- SR TRS 


re LA . CCR RCTE, ; : 
la différentiation (1). — La fraction mage Pouvant aussi s'écrire 
Ce CN 
lee 1er 
———> et — ———; expressions qui deviennent respectivement la 
LRRICRE ler 


remière. 1, pour æ — ©. et la deuxième. — 1 > — -— ©, On AUTA 
Ï » dl» ; ; ; 


Lui TE = (tahr)e = T, 


A0 


/ + 
| JE ete == (tah 2) = )= 2: 


3° Considérons enfin, entre les limites o et, les trois expressions 
e7atdx, e-4tcosbx dx, e-%* sin bzx dx, où a désigne un nombre con- 
stant positif, etdontles intégrales indéfinies sont respectivement (pp. 32 


et 33) 


(19) 


DE RAAS ax aC0Sbx—bsinbr Le bCosbr + a sinbr 
me in su ) Er 4% : 
(#7 tar b?2 a? b2 


Il viendra aisément, en observant que e—4* s’annule pour æ — , 


oo 
f e—ax dr = —, 
0 # 


1 


(20) eux COS b x dx — —————— ;, 
a2+ b? 


Ë la e-ursin bar dr = =, 7. 


« 


(*) Je désignerai les sinus, cosinus et tangentes hyperboliques par les nota- 
tions sih, coh, tah, bien suffisamment explicites, et plus brèves que celles dont 
j'ai fait usage dans le Tome f, savoir sinh, cosh, tangh. 


| 
1 
- 
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On remarquera que, lorsqu'on change b en -— b, tous les éléments 
de la deuxième de ces intégrales restent les mêmes (car cosbx ne 
change pas), tandis que (sin bx changeant de signe) tous les éléments 
de la troisième prennent signe contraire. Par suite, des deux expres- 
USE s a b 
sions simples RE NS Le 


son signe, pouvait seule convenir à l'intégrale dont l’élément contient 


» celle qui a le numérateur &, conservant 


le facteur cos bx, et celle qui a le numérateur b, changeant de signe, 
pouvait seule convenir à l’intégrale dont l’élément contient le facteur 


+) 
sinbæ, Enfin, la première intégrale, [ e-4dx, se déduit de la 


A0 
FA mes ] . , . \ , CRM] [42 
deuxième en posant b — 0, ce qui réduit cos bx à l'unité et RS 
LE 
à — 
[42 
261*. — Autre exemple d'intégrales finies quoique prises dans un in- 


tervalle infini : fonction 1. 


(Compléments, p. 35*.) 


VINGT-CINQUIÈME LECON. 


CALCUL APPROCHÉ DES INTÉGRALES DÉFINIES; IDÉE DES INTÉGRALES 
ELLIPTIQUES ET DES * FONCTIONS ELLIPTIQUES ; APPLICATIONS ANA- 
LYTIQUES DES INTÉGRALES DÉFINIES. 


262. — Calcul approché d'une intégrale définie; méthode la plus simple 
et procédé de Thomas Simpson. 


Il arrive souvent qu’une différentielle f(x)dx ne peut pas s'intégrer 
sous forme finie. Alors on a recours à divers procédés d’approxima- 
tion. Les uns ont pour but unique d'obtenir des valeurs numériques, 
et non des expressions générales, des intégrales définies proposées, 
tandis que l’objet principal des autres est de fournir des développe- 
ments convergents en série, propres à représenter analytiquement l’in- 
tégrale dans la totalité ou dans une partie notable de l’étendue où 
varient ses limites. 

Disons d’abord quelques mots des premiers, destinés aux calculs 
numériques. Ils consistent, d'ordinaire, à partager le champ d’inté- 
oration en intervalles, À, assez petits, pour que les changements de la 
fonction f(x), de part et d’autre de la valeur x, de æ correspondant 
au milieu de chacun d’eux, y soient suffisamment bien exprimés au 
moyen des deux ou trois premiers termes de leurs développements par 
la série de Taylor, et à évaluer séparément par l'emploi de ces termes 
les groupes d'éléments de l'intégrale compris dans chaque intervalle, 


s De 4 / h 
en fonction de celui-ci, À, et des deux valeurs extrêmes hi Le =) 
D) 


\ 


qu'y acquiert f(x), quelquefois aussi, quand plus d’exactitude est 
nécessaire, en fonction de la valeur f(x,) relative au milieu de lin- 
tervalle. 

La formule de Taylor donnant, pour une valeur quelconque 
&— Lo—+ U comprise entre To — : et To + ë. 


-/] 


fe 0) = f{a0) + ED y + ISÈRE va SA PET 
. nee 
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FY(To+ 12.0 POer 


avec une erreur € par défaut égale à u* ou dont je rap- 


LS PR 
à] LPS) ,, L \ , ’ . . 
port à *“——— u* diffère généralement peu de 1, il viendra, en mul- 
13.724 = À à 
h « 
upliant par dx — d(xs + u)— du, puis intégrant de x — x, — a, 
FUN. ne: re h h 
&Æ = Ly—+ —» c’est-à-dire entre les limites uw — — ; Lu) 
2» #1 2 


DIRES 


 JUo+ u)du = f(%0)hk + 


Ke 


2 


Jr) =) 
RE ( À 


sauf une erreur par défaut composée d'éléments e du ayant presque 


TRUE 
I 


le rapport 1 avec — u*du et, par suite, relativement peu diffé- 
DU PR 


rente elle-même de 


rates 


On peut donc écrire, en somme, sous la réserve de l’hypothèse que 
f(x) soit ou insensible ou relativement peu variable dans l'intervalle 


considéré A, 
f'(@) [A fa) / A): 
3 OR (2) ; 


Il reste, à remplacer, dans (1), f(x,) par son expression en fonction 


DIS 


(1) POI 


© 
En 


2 


des valeurs extrêmes / (a+ JS l’on ne veut employer que celles- 


c1; et, dans le cas contraire où l’on voudrait utiliser également la 
valeur moyenne f(x,), il faut éliminer f”(x,) de (1), ce qu'il est alors 
possible de faire. Pour atteindre ce double but, on aura très sensible- 
ment, d’après la formule de Taylor, 


Ms )r fa) Ef (eye + 20 (2) 
| » La (2 (8 
et, par suite, 


Uoe=4) (me Here Le (4) 6 (8) 
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ce qui donne, en résolvant soit par rapport à f(), soit par rapport 


au terme ee (2) » puis multipliant ou par 2, ou par … 

} J h\3  fN(a) /h\S 
Jah = | 7 (a =): Jar :)]- —f')(5) — — LE G)° 
Fm AE A DR __ J'Y) =) 
Fe (0) ele) ve 


Donc la formule (1) devient : 
1° Si l’on élimine f(x,), au moyen de la première (2), 


h 


2 


(39 f(æ&o + u)du = (sensiblement) - = [f (a 2) / (a+ 2) 
h 


C2 


2 


avec une erreur absolue par excès valant généralement, à fort peu 

LE h\3 ; : ; 

près, + /"(æ5,)(-— })> ou, par suite, avec une erreur relative sensi- 
d 2 


; ’ Ne { h\? 
blement égale au quotient, —— . . de cette erreur absolue 


3. f(To) 
par Af(x); 


2° Si l’on élimine, au contraire, f"(x,), par la seconde (2), 


h | 
| — (très sensiblement) ' (a à + 4 f(Lo) + f (a+ “)h 
) 2 4 


avec l’erreur absolue, encore par excès, mais beaucoup plus faible, 
Fo) 


(e a à fort peu près, ou, par conséquent, avec une erreur re- 
90 | 2 


lative sensiblement égale à es É ) 


La première évaluation, (3), qui revient évidemment à supposer la 
fonction f(x) linéaire dans chaque intervalle X, ou à raisonner comme 
si l’on y avait f”(æ) — 0, consiste donc à multiplier l’intervalle const- 
déré h par la moyenne arithmétique des deux valeurs de la fonction 
aux deux extrémités de cet intervalle, ou à opérer comme si la fonc- 
ion était, dans tout l'intervalle, constante, et égale à cette moyenne 
arithmétique. La seconde évaluation, (4), beaucoup plus précise, mais 
aussi moins simple, remplace, comme on voit, cette moyenne par une 
autre, dans laquelle la valeur f(x,) de la fonction au milieu de lin- 
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tervalle intervient concurremment avec les deux valeurs extrêmes, et a 
même deux fois plus d'importance que celles-ci prises ensemble ou se 
trouve affectée du coefficient 4 dans la somme, dont il y a lieu par 
suite de prendre le sixième. Ce procédé, dù au géomètre anglais 
Thomas Simpson, revient à supposer du troisième degré seulement la 
fonction f(x), entre les limites de chaque intervalle; car on voit que 
l'erreur y serait nulle si l’on avait f(x) — 0. 

Pour faciliter le calcul et l’addition des valeurs approchées (3) ou 
(4) des intégrales partielles composant l'intégrale définie proposée, on 
partage d'ordinaire le champ d'intégration en intervalles À égaux; ce 


: k h 
qui permet de mettre — ou gen facteur commun dans la somme totale 
2 


: : ; R% 
et y porte à 2 le coefficient des valeurs de la fonction, fm . 


communes à deux intervalles À successifs. Toutefois, aux endroits du 
champ d'intégration où les dérivées f'(x), f"(æ) seraient assez fortes 


pour rendre beaucoup plus sensibles qu'ailleurs, dans l'hypothèse de 


INR LA S TA h\3 
h constant, les erreurs, exprimées à peu près par — 5 J (Xo) ri 
MÉDS A ENERS ; ù 
et par — Fæo) (4) » il y aura lieu de resserrer les intervalles, pour 
= : 


UACY 


obtenir les parties correspondantes de l’intégrale avec la même préci- 
sion que les autres. 


263. — Intégration par les séries. 


Passons maintenant à l’intégration en série. On dédouble parfois (*), 
au moyen de l'intégration par parties, l’intégrale proposée en un terme 
de forme finie, algébrique par exemple, et une intégrale analogue à la 
proposée, mais d'indice plus élevé ou affectée sous le signe f d’un expo- 
sant plus fort, et s’approchant néanmoins autant qu’on le veut, après un 
nombre suffisant de dédoublements pareils, d'une intégrale définie 
connue. La proposée se ramène donc à la série convergente formée par 
tous les termes (algébriques) qu’en a distraits l'application indéfini- 
ment répétée du dédoublement, et à l'intégrale résidue, pour ainsi 
dire, subsistant encore à la limite et supposée évaluable autrement. 
Mais les exemples de ce procédé sont assez difficiles, à cause de la 
dernière opération (le calcul de l'intégrale résidue), et nous nous 
contenterons de voir ici la méthode la plus usuelle, qui est aussi la plus 
féconde en résultats simples. 


(‘) Comme nous verrons plus loin, n° 336* (dans le fascicule IT). 
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Elle consiste à développer, quand on le peut, la fonction placée 
sous le signe f, en une série convergente dans tout le champ d’inté- 
gration et dont les termes soient assez peu compliqués pour qu’on 
puisse trouver leurs fonctions primitives. Alors 1l suffit de multiplier 
tous ces termes par la différentielle de la variable et de les intégrer, 
pour que la somme des résultats forme une nouvelle série convergente, 
exprimant l'intégrale cherchée, 

Supposons, en effet, qu'il s'agisse de calculer, entre deux limites @& 
et æ, l'intégrale ff(x)dx, et que l’on ait, dans tout l'intervalle de ces 
limites, 


(5) HAE UE EU nr Hs 


Uos Us Us. Un étant certaines fonctions de +, en nombre aussi 
grand que lon voudra, et R, désignant un terme complémentaire 
qui, lorsque x est assez grand, et pour toutes les valeurs de la variable 
comprises entre les deux limites à et +, reste inférieur à toute quan- 
tité donnée e, quelque petite qu’on la prenne. Si nous multiplions 
légalité précédente par dx et que nous intégrions chaque terme entre 
les limites désignées, il viendra 


a X BE a L 
fl J(x)dx = [ Uo dr + 1h U, de f. Uo Ax +... 
ace Ac a a 
TL au 
+ 1 ade [ Rhd%. 
As / «a 


Or, d’après l'hypothèse R,<e (en valeur absolue), chaque élément 
R,dzx de la dernière intégrale est moindre que sdx, et, par suite, leur 


L 
somme, il R, dx, sera inférieure à f 
SAUCE a 


(6) 


L 


edx —e(zx — a). Mais, pour 


une valeur donnée de l'intervalle x — a des limites, ce produit &(x — a) 
tend vers zéro avec e. Si donc on fait croître x indéfiniment, le terme 


af R, dx s’elfacera de plus en plus du second membre de (6) et il 


viendra bien, à la limite, 


G fade f Uo dÆ + f u1 dx 
(7) AE a "a ; } 
| + f Ua de. + f. Un TR EE 


\ 


. À è rs 
Il importe mème de remarquer que, Si la série Us Ua Us 
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convergente entre les limites a et æ, commençait à devenir divergente 
à l’instant où +, en s’éloignant de &, atteint une certaine valeur b, et 
si, par conséquent, pour æ — b, la valeur du terme R,, dans (5), ne 


4 
tendait plus vers zéro quelque grand qu'on prit 2, l'intégrale v PACE 
«Œ 


pourrait encore, à ce moment, ne pas cesser de tendre vers zéro, ou, 
autrement dit, la série constituant le second membre de (3) pourrait 


b 
être encore convergente et représenter l'intégrale Î (den 
RCE 
eflet, lorsque la limite supérieure +, supposée déjà très voisine de b, 


TL 
atteint cette valeur extrême b, l'intégrale f R,dx, d'abord insen- 


e a 


sible (comme on vient de voir), ne s'accroît que d’un nombre relati- 
vement minime d'éléments, dont la somme peut bien s’annuler à la li- 
mite 72 —œ quand même le facteur R, y dépasserait toute grandeur. 

Si, par exemple, f(x) reste fini pour æ = b, et que, à cet instant, 
la somme uw, + u; + us +...+u,,sans être convergente, ne grandisse 
pas indéfiniment avec 7, en sorte que l’excès R, de f(x) sur cette 
somme soit constamment inférieur, en valeur absolue, à un certain 
nombre K quelque grand qu'on prenne n, tous Les éléments R, dx dont 
il s'agit ici seront moindres que K dx et auront leur somme plus faible 
que la somme f Kdx, laquelle s'évanouit à la limite, l’accroissement 
total fdx éprouvé par æ y étant aussi faible que l’on veut lorsque 7 
devient assez grand. Ainsi, dans ce cas, qui se présente quand, pour 
æ = b, la somme w, + ui + u3 + ... devient divergente sans croître 
indéfiniment, la série intégrale (7) reste encore applicable à l'instant 
précis où la série différentielle commence à ne l’être plus, et sa valeur 


b 
finie égale f f(æ)dx. 
[44 
On peut en dire autant, pourvu que l'intégrale à évaluer 
L 
fh Î(x)dx reste finie à la limite x — D, dans la plupart des cas où la 


rc 
série Up U + u2+... devient infinie à cette limite. Tel est, no- 


A L 
2 x Li] L , . 
tamment, celui où les intégrales partielles f Uj AE, 1 LCR 
Car 


« 


ont toutes même signe et grandissent (en valeur absolue) à mesure 
que æ s'éloigne de & pour s'approcher de D. Alors, en effet, leur 
somme grandit aussi, mais dans un rapport restreint, puisqu'elle 


x 
admet la limite supérieure constamment fief 1téida; etel'on 
a 
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de 
peut, d'une part, prendre æ assez voisin de b pour que [ f(x)dx 
UE 


b 

ne soitinférieur à f f(x)dx que d’une très petite quantité e, d'autre 
4 - 

part, choisir en même temps 7 assez grand pour que la somme 

1 


« 


L ë 
U, AX + [ UT + ... + f un dx atteigne presque sa valeur 
ra SC 


2 
limite / f(x)dx, correspondant à n infini. Cela posé, si l’on fait 
Lys | 
tendre x vers b sans que n varie, cette somme de x + 1 termes gran- 
TL 
dira, mais en se maintenant constamment plus petite que [ f(z)aæ 
EE 
c'est-à-dire d’une fraction seulement de l'intervalle, comparable à e, 


b 
existant entre sa valeur primitive et [ f(x)dx. Donc, pourvu qu'on 
LdC 


x :9 L 
ait pris » assez grand, la somme considérée f LU dX +... + 10 HET 


= É4/ AE 
diffère aussi peu qu'on veut de 46 f(x)dæ, même à la limite x = b. 
« 
C’est dire qu’à ce moment la série (7) est encore convergente et a pour 


b 
valeur totale à DÉS) Chr 
Der 


264. — Cas d'une série ordonnée suivant les puissances ascendantes 
de la variable. 
n 
Supposons, par exemple, que l'intégrale à calculer soit [ RACAT 
F0 
et que, dans tout le champ d'intégration, f(x) puisse être développée, 
par la formule de Maclaurin, en une série de la forme 


(8) J\ D Ao + AT + Aox? +. . —— À ha dr le PAU SE .…. 


où nous admettrons que le rapport de deux coefficients consécutifs, 


* —-, tende vers une certaine limite À à mesure que x grandit. Le rap- 
SES | 


port, dans la série, d’un terme au précédent tendra en même temps 
vers la limite Àx, plus petite que l'unité (en valeur absolue) toutes 
les fois que æ se trouvera compris entre les deux valeurs extrêmes 


+ Par suite, dans l’intervalle de ces deux valeurs, le développe- 


Plon! 


1 
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ment sera convergent; et l’on pourra y intégrer chaque terme après 
lavoir multiplié par dx. Il viendra, pour l'intégrale demandée, 


(9) 1 


0 


z ) . PAL arn+ 1 


| ” T TL PA 
J(T) de = As= + A1 FAI + FAn ns — +A, — 
I 2 3 n n +I 


On voit que le rapport d’un terme au précédent, du 7 + 1ème au 


N ACIER fre À: ; n TA 
nième, est, dans cette série intégrale, — x) ——, c'est-à-dire, 


égal au produit de la valeur | ” +, qu'il avait dans la série différen- 


A n—1 
. . . [A2 
tielle, par la fraction proprement dite ra 


a ses termes un peu plus rapidement décroissants que la série diffé- 


- Ainsi, la série intégrale 


rentielle, ou est un peu plus convergente; ce qu'il était aisé de pré- 
voir, puisqu'on savait déja qu'elle devait rester convergente pour 


TT dans bien des cas où la série différentielle commencerait à y 


diverger. Mais on remarquera qu'elle diverge, elle aussi, dès que la 

Vs DE. I ire n ÉrR * 

limite considérée y est dépassée. En effet, Fe tendant vers l’unité 
\ 

quand x grandit, la limite du rapport d’un terme au précédent est 

également Àx dans les deux séries; et elles deviennent toutes les deux 

divergentes pour Àx => 1 (en valeur absolue), c’est-à-dire hors de lin- 


tervalle compris entre æ — — etre 
265. — Application au développement de log(i+zx) et de log — 


pour # compris entre — 1 et +1; emploi de ces développements dans 
le calcul des logarithmes. 


Voyons, par exemple, à quel développement conduira l'intégrale 


dx z 
--"_, dont la valeur sous forme finie est 
9 ET 


[og +zx)], = log(i+zæ)—logi, 


c'est-à-dire log (1 +). Nous avons ici f(x) —(1+x)-!, expression que 
nous savons être développable par la formule de Mac Laurin ou, sim- 
plement, par celle du binôme, pour les valeurs de x comprises entre 
— 1 et +1. Il viendra | 


(10) (1+æ)1 ou NE EUR RES De, 


RE 


; ; ’ ; 4 TT 
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comme on le vérifie du reste en observant que les termes 1, — x, 
æ?, ..., constituent une progression par quotient dont la raison est 


A : I 1 
- +, et dont la somme limite vaut par suite a » pourvu 
1—(— 7) 1+æ 


que la progression soit décroissante, c’est-à-dire pourvu que la raison 
— æ n’atteigne pas l’unité en valeur absolue. 

Multiplions les deux membres de (10) par dx el intégrons tous les 
termes entre les limites zéro, æ. Nous obtiendrons la formule cher- 
chée, qui paraît due à Mercator, géomètre du xvn® siècle : 


| (pour æ compris entre —ret 1) 
x Le 25 ae 


(11) 
log(i+x)= -—— + — — — +... 
| si ART 2 3 Cul 


A la limite x — 1, la série (10) cesse d’être convergente, mais sans 


croître indéfiniment, puisqu'elle se réduit alors à 1—1+1—1+... 
et vaut alternativement 1 et zéro. Donc, d’après ce que nous avons vu 
tout à l'heure (p. 75), la série intégrale (11) y sera encore convergente 
et donnera 


Sn l 
RAS A 24 7 
3 


(197 log2 = - — +... 


== | 
= 


(l 
2 


£n changeant, dans (11), æ en — x, il vient le développement de 
log (1 — x) : 
À (pour æ compris entre — 1 et +1) 


10g(i—r)=— - — —— — — — —.. 


(1152) X 40 x? x a! 
I 2 3 4 


Enfin, retranchons celui-ci de l'expression (11) de log(r1 + x),et nous 
aurons comme valeur de la différence log(i+ x) --log(i— x), ou 


EL 


1 re : | 
de log » la série, contenant seulement les puissances impaires de 


æ et, par suite, beaucoup plus convergente que les précédentes : 


(pour + compris entre — 1et +1) 

(14) [+ PUR 

10g —— — 9 SE ir latape tes li 
Re 1 3 J 

Cette dernière formule sert, étant donné le logarithme népérien 
d'un nombre quelconque N, à trouver ce qu'il faut lui ajouter pour 
avoir celui de tout autre nombre plus grand N + }. Comme l’excédent 
N+h 


NEC on le mettra sous 
n 


dont il s’agit, log(N + À) — log N, égale log 
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N+h T+T 


il T . . . . 
la forme log ED posant ——— —.- » proportion qui devient 
D 1— 7 N I © 
aisément 
(N+A)—N (ir) —(1— x) h 27 G h 
Re = ns OU > —) OU EN Ye >) 
INA) N rene tr x) caN LCA Fe 2N+/? 


t cette valeur de æ sera bien inférieure à l'unité. Ainsi la relation 


e 
(14) donnera 


{ log (N + 2) — logN 


(15) HA 1 LA, TER PASS: / PT hi 5 ! 
D (ee 
1 \2N+A 3 \2N+Ah UNE 
En prenant, par exemple, 2 —1 et N égal à l’un quelconque des 
nombres entiers 1, 2, 3, 4, ..., la formule (15) permettra de calculer, 


par une série d’une convergence toujours rapide, la différence 
log(N +1)—logN, qu'il faudra ajouter au logarithme népérien de ce 
nombre N pour avoir le logarithme naturel du nombre entier suivant 
N +1. Comme le logarithme de 1 est zéro, on fera successivement 
D 0 5 ectulonc obtiendra rapidement, de.proche!en 


proche, les logarithmes népériens des nombres entiers, ou, du moins, 
de ceux qui sont premiers, les logarithmes des nombres composés s’é- 
valuant encore plus vite par lPaddition des logarithmes de leurs fac- 
teurs. Enfin, l’on divisera tous ces logarithmes naturels par celui de 
10, qu’on trouve être 2,302589..., ou, plus simplement, on les multi- 
pliera par son inverse 0, 43/4294...,appelé, comme on sait, module des 
logarithmes décimaux ; et l’on aura de la sorte ces logarithmes déci- 
maux ou vulgaires, puisque les premiers obtenus auront été réduits 
dans le rapport justement propre à rendre celui de 10 égal à lunité. 
Telle est la méthode la plus simple, en principe, pour calculer une 
Table de logarithmes, quoiqu'on ait déduit aussi de la formule (15) des 
procédés particuliers plus expéditifs, permettant, dès que l’on connaît 
avec une très grande approximation les logarithmes d’une série un 
peu étendue de nombres entiers, de former successivement ceux de 
tous les autres par de simples additions ou soustractions. | 


266. — Autre exemple : développement de arc tang >; application 
au calcul du nombre 7. 


L 


dx 
———, dont la valeur sous 


Appliquons maintenant à l'intégrale jo 
1+ 2 


0 


. r ‘à 5 #3 A , 
forme finie est évidemment (arctangæ), — arctangæ, la même mé- 
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ATP dr : : 2e 
thode qu’à l'intégrale ———. La fonction sous le signe f étant ac- 
LT 
0 
tuellement (1 + x?)-!, au lieu de (1 + x )-!, 1l suffira de remplacer æ 


par æ? dans (10), pour avoir le développement 
(16) DD uS +,.:; 


et ce développement ne convergera qu’autant que +? sera inférieur à 1, 
ou qu'autant que æ n’atteindra pas l'unité en valeur absolue. Entre ces 
limites æ ——1 et x —+1, la relation (16), multipliée par dx et in- 
tégrée de æ — o à x — x, donnera la formule cherchée, due au géo- 
mètre anglais James Gregory et à Leibnitz : 

LIT RETI 


(17) arc tang x = ss Fe t 5 ET -r... (pour æ COMpriIs entre Hier) 
/ 


La série (16) diverge, sans devenir infinie, à la imite æ? — 1, comme 
il arrivait dans l’exemple précédent à la limite æ —1 : par suite, et 
pour la même raison que tout à l'heure, la formule (17) de l'intégrale 
subsistera.même à cette limite x?= 1, ou pour æ — +1; et, en y fai- 


. T 
sant, par exemple, x —1, valeur qui est la tangente de l’arc 5 7.DHIRESS 


expression suivante, très remarquable, du quart du nombre x: 


(18) 


Dès que x? dépasse l'unité, la formule (17) devient divergente, 
comme celle, (16), d’où l’on est parti. Mais, alors, le complément 


< 


St in 
= — arctangæx de l'arc dont la tangente est x se trouve inférieur à = 
? 4 


et a évidemment la cotangente x ou, par suite, la tangente inverse, 


I ; 4 | T 
- + La formule (17) est donc applicable à ce complément - — arctangr, 
2 


2 


I ES 
avec changement de æ en —; et il vient 
TL 


(19) ATCLAN É : : 
(19 ATCLADE = Ne Re 
. 2 z 3 x 5 x 


es —}- 


se DOULEE ES EN 
L'expression (17) de arctangx, pour les valeurs absolues de x ne 
dépassant pas l'unité, nous a déjà fourni la série numérique (18), qui 
1 T : pure, ; À 
représente =: Mais le calcul de cette série, avec une certaine approxi- 
4 


mation, ne serait guère praticable, à cause de la faible convergence 
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qu'elle offre. Aussi préfère-t-on, pour évaluer le nombre x, obte- 


. it . . : . 
nir — par une combinaison d’ares beaucoup plus petits, dont les tan- 
4 


gentes, substituées à æ dans la formule (17), puissent conduire à des 
séries rapidement convergentes. 

La combinaison que l’on adopte d'ordinaire est celle qu’exprime la 
relation 


3 


[ 
(20) — 4 arctang FRS tang 


) a 


39 


<= | 


On démontre aisément celle-ci en considérant, entre les deux limites 
T E I L 
u = 0, u = =; l'arc positif & dont la tangente vaut -, et en évaluant 
<L 9 


tang2u, puis tangente {u, par la formule classique de la tangente du 
double d’un arc. Il vient d’abord 


gÀ 
> tang u 5 [O 5 
tapeiu — = = = —; 
I —tang?u I 24 L2 
Le T=- =. 
29 


: es 3 ; T 
ce qui montre que l’arc 24, évidemment compris entre zéro et 5 se 


trouve encore au-dessous de +; dont la tangente égale 1. Mais, tang4w 
À 


étant 
10 
2 tang 2 u 12 120 
à: Le RME ENS ou FE CERTES | 
1— lang?2u 29 [19 
Lo VER À 
144 


1 


la 


il est clair que 4u, ou 4arctang =; dépasse légèrement —, comme 


[ 
5 


| 


. : . . , T ; 
l'indique (20); et, si l’on appelle V son petit excédent sur j excédent 


. < . . I . . ‘ 
qui, d’après (20), doit avoir —— pour tangente, il viendra bien, en 
239 


effet, 
tang Au —t É ; 
ang {u — tang — er 
VE T a ER 119 [ 

tang V = tang{(4u 0 = —— — = —. 
{ ; T V0 0200 

[+ tang4utang — es 

ni [19 


En conséquence, la substitution, dans (20), à arctang et à 


Qtl = 


B. — II. Partie eélementaire. 6 
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arctang 


I ; . 
39? de leurs développements fournis par (15), donnera 


à 


(21) 


QOtl — 


= A 5 I s I il #e I I | à 
= RUE 5,55 7.51 DE T0 239 3.239 “se 


Les deux séries du second membre convergent très rapidement et 
permettent d'obtenir en quelques pages de calcul, avec un grand 
nombre de décimales, la valeur x — 3,14159265... du rapport de la 
circonférence au diamètre. 


Hey | 


267. — Troisième exemple d'intégration en série : développement 
de- arc sin x. 


Proposons-nous encore de développer suivant les puissances ascen- 
L 
dantes de x l'intégrale définie ni ———— —=(arcsinx})f — arcsin?, 
0 


où la différentielle est censée réelle et où, par suite, x ne varie, sous 
le signe f, que dans une partie de l'intervalle compris entre = 1. Le 
second terme, — x?, sous le radical, se trouvant moindre en valeur 
absolue que le premier, 1, si ce n’est quand la limite supérieure de- 
vient +1 et que la variable d'intégration l’atteint, on peut, dans tout 


l’intérieur du champ de l'intégrale, exprimer en série la fonction sous 
1 
le signe f,(1— x?) ?, par la formule du binôme, qui nous a donné 
1 


(t. 1, p. 159) le développement de (1 — u) ?, En faisant, dans celui-ci, 
u = x?, puis multipliant par dx et intégrant chaque terme de zéro à æ, 
il vient la formule cherchée, due à Newton, 


; 1277 123% 109 ON—I 21 
(22). ArCSNTE DE EE, EP EN PI 
210 DNA LD à 4 2N 2 +1 


On remarquera que l'intégrale arc sinx reste finie quand x atteint 
A « T 

ses valeurs extrêmes 1 (puisque sa valeur absolue est alors 2 ) que, 
2 


de plus, les termes du second membre de (22) croissent en valeur 
absolue quand æ s'éloigne de zéro pour s'approcher de ces limites, 
et sont tous de même signe. Donc, d’après la remarque qui termine 
le n° 263 (p. 76), le second membre de (22) sera encore convergent, 
et égal à arcsinæ, même à ces limites, quoique sa dérivée y devienne 
infinie. On peut ainsi poser æ—1 dans (22), et si l’on s’en sert, en 


, TH » ’ ’ , . MT . I 
outre, pour évaluer = considéré comme étant le triple de g —arcsin—) 
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on aura les deux expressions suivantes, dont la seconde converge assez 


vite, du demi-rapport « de la circonférence au diamètre : 


|: li NE 109 AN —1 I 
eds hi- = FEES ENT EN : 
Le US PPS TES 5. ATARI TE OU | 
T I DRE INOVAT 110 2H —] I i 
RIRE terre ARR ER SE See | Pt Ile 
2 E 2440 D 2 4 on (2n+1)22r+1 
268. — Quatrième exemple : développement des intégrales elliptiques 


de première et de seconde espèce; table abrégée de leurs valeurs 
complètes. 


Les exemples précédents étaient relatifs à des fonctions inverses 
d’exponentielles et de tangentes ou sinus, c’est-à-dire aux fonctions 
transcendantes les plus simples, considérées comme intégrales de cer- 
taines différentielles algébriques. Étudions maintenant deux intégrales 
plus complexes, n’ayant pas eu antérieurement de définition empruntée 
à quelque fait algébrique ou géométrique élémentaire, et ne devant 
ainsi leur existence comme fonctions qu’à leur propriété même d’in- 
tégrales. Ce sont les deux expressions, dépendantes d’un paramètre 
positif Æ supposé moindre que 1 et de la limite supérieure w de 
l'intégration : 


(24) ge f° ; Ep f° Vi— 2? sin?o do. 
a  . 


Les notations F(4, ©), E(X, ©), adoptées pour les désigner, sont 
dues au géomètre français Legendre, qui a considéré ensemble ces deux 
fonctions à cause de l’analogie de leurs différentielles, et qui leur a 
donné (1)le nom d’éntégrales elliptiques, parce que la seconde, E (k,œ), 
permet, ainsi que nous le reconnaîtrons bientôt, d'évaluer les arcs 
des ellipses d’excentricité 4. La première F(k, ©) n’est pas moins 
utile; car, par exemple, elle exprime le temps dans le problème du 
mouvement d’un pendule simple dont les angles d’oscillation sont con- 
sidérables. Legendre appelle, de plus, module le paramètre #, et am- 
plitude la limite supérieure +, qui mesure le champ même de l’inté- 
gration. 

Enfin, il qualifie les intégrales de complètes, et les représente par 
F1(%), E'(Æ), ou même simplement par F1, Et, quand l'amplitude © y 


(:) Comme on a déjà vu dans le fascicule Il, p. 33*. 


4 f M LL 7 SN FAT RTTEE 
| ‘ dsl SR à 
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T : PE ras ot É 
a la valeur, 5° pour laquelle le radical V1 — £?sin*e prend une fois et 
une seule, sous le signe f, toutes ses valeurs, allant de 1 à VA — k?, 


. . . . , s "TE 
par lesquelles il repasserait dans l’ordre inverse si # excédait ; pour 


; : : ï 3T 
atteindre x, puis, dans l’ordre direct, entre e — 7x et © — AS Les 


mêmes éléments se reproduisent évidemment dans tous les champs 


: . É . T TR ae . 
partiels d'intégration >; comptés à la suite les uns des autres en par- 


tant de © — 0. Donc les fonctions F, E croissent de 2F! et de 2E! 
chaque fois que leur variable © augmente de x; et, de plus, elles 
prennent deux valeurs équidistantes de part et d’autre de F, ou deE,, 
pour deux valeurs de & équidistantes elles-mêmes de part et d’autre 


T . . . 
de =; en sorte qu'il suffit de les calculer directement dans l'intervalle 


. TH 
compris entre er 4 et pe 2 


À cet effet, développons, comme dans l’exemple précédent, par la 
1 


formule du binôme ou mieux par celles de (1 — w) ? que nous en avons 
déduites (t. I, p. 159), les deux fonctions sous le signe f, 


wi 


at : 
(1— sine) ?; ce qui est possible puisque la valeur absolue de 
u — k?sin?o sera, comme ses facteurs Æ et sino, inférieure à l'unité. 
Puis multiplions par de et, en indiquant l'intégration de chaque terme, 


il viendra 


/ I Ÿ 1 3 ‘ 
PR N E : .2 Ne SA A en 
RAA A 4 1 sin APE Su 1) sin*o do 20e 
0 0 
1 3 DE | re 
APS A CR k?n {i Sin?" pd ES 
À 2 « 27 VA 
(259 { 6 ÿ 
1 #2 4 1 3 Æt : 
EX, 0)= p— — és: [ sin?o do rue sinto dp 
| AT JAN Ms IE 
9 .2 ? 
118 D AURAI : 
| LÉ VAUE d0 EU sin2%@ do —,.... 
| 224 2n D IREANCIS ai! 


Or nous savons (pp. 32 et 6o) que les intégrales, de la forme 


n 


fl sin?*ede, figurant dans ces développements, se dédoublent au 
e/0 


moyen de l'intégration par parties, en termes fonctions entières des 
deux facteurs sin, cos® et en d’autres intégrales analogues, réduc- 


Ÿ 
ubles finalement à f _sinto do — %. Donc les seconds membres de (25) 
0 


(26) 
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pourront être entièrement débarrassés des signes f et deviendront des 
séries convergentes à termes simplement trigonométriques ou algé- 
briques. 

Les termes trigonométriques s’évanouissent même, quand :l s’agit 
d'évaluer les intégrales complètes F!, E!, c’est-à-dire quand lampli- 


tude (ou limite supérieure) ® devient -: Alors, en effet, les intégrales 
2 


qui paraissent aux seconds membres de (25) deviennent celles que 


nous appelons L,,1I,,..., L . dans la dernière Lecon (p.60),et dont 


. Ar T 
l'expression générale est . —— -; de sorte qu’on a 
2 


9 \ 9 £ EME = de M2 
F(&)= Ti (54) + (128) ++ (: ; ee _—— ka) +... |: 
; CODE À 


LOU OTE AS be SAR OU PET EE 2 I Lo ain 1.02 
B(4)= F life) — (ee) Tan) 
2 V2 SA CP OT PRE 21 —1\2 4 21 


On voit que F!(Æ) présente, dans son développement, un peu moins 
de complication que E!(k). Une étude approfondie des deux intégrales 
E, F a permis de généraliser cette remarque et de reconnaître que la 
fonction F(Æk, ©) est bien, effectivement, d’une nature plus simple 
que la fonction E(#, ©). Aussi Legendre a-t-il distingué ces deux in- 
tégrales elliptiques en qualifiant l’une, F(#, ©), d’intégrale de pre- 
mière espèce, et l’autre, E(X, +), plus compliquée, d'intégrale de 
seconde espèce, bien que ce fût celle-ci, et non la première, qui eût 
fourni la dénomination commune d’intégrale elliptique. 

Les formules (25) et surtout (26) sont peu convergentes quand le 
module, Æ est voisin de l'unité. Alors il y a lieu de recourir à un déve- 
loppement différent, en introduisant, dans les deux différentielles à 
intégrer, un module #', égal à V1 — #?, que Legendre appelle le m0o- 

1 
dule complémentaire de k. La fonction sous le signe f,(1— Æ?sin?e)"?, 


devient, par la substitution de 1 — k'? à Æ?, 


! 


1 
(cast K2sim'p) ?={(cosp)rt(1-+ l''tang’o) ?; 


1 

Ke e CR 5 es 

et, pour # voisin de 1 ou £’ assez petit, la quantité (1+ A’?tang?œ) ? 
est développable en une série très convergente procédant suivant les 


. Ts T : 
puissances de £’?tang?e, sauf pour les valeurs dev voisines de - (sil ya 
2 
lieu d'en considérer de telles ou que l’amplitude v approche elle-même 


T , . A L 
de ne Or, en adoptant ce développement, les divers termes à intégrer 
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sont de la forme sin?*ecos-(2*#l)4 do, que nous savons être exacte- 
ment intégrable (pp. 26 et 31). Toutefois, quand, sous le signe f, le 
terme k'?tang?e du binôme, à l'approche de la limite supérieure, dé- 
passera le premier, 1, c’est suivant les puissances ascendantes du 
premier terme que se fera, par la formule du binôme, dans la petite 
partie correspondante du champ de l’intégrale, le développement con- 
vergent de la fonction sous le signe f; et les termes à y intégrer, à 
parür de la valeur de + pour laquelle £'tange — 1, seront encore de la 
même forme générale ou se traiteront d’une manière semblable. 

Ces procédés, rendus au besoin plus rapides, pour les valeurs de Æ 
qui ne sont ni très petites ni très voisines de l’unité, par d’ingénieuses 
transformations dues aux plus profonds géomètres du dernier siècle et 
surtout de celui-ci, ont permis à Legendre, avant même la découverte 
des meilleures méthodes propres à ces calculs, de construire des Tables 
à double entrée donnant les valeurs de E et de F (ou parfois de leurs 
logarithmes décimaux), pour un grand nombre de couples de valeurs 
de k et de v, très rapprochés les uns des autres. 

On peut en extraire, et c’est d’ailleurs ce qu'il a fait aussi, une 
Table à simple entrée, utile dans quelques questions de Mécanique 
physique, où soient inscrits les logarithmes décimaux des intégrales 
complètes E!, F1, pour des modules Æ s’échelonnant, depuis zéro jus- 
qu’à 1, à de petits intervalles, que comblera, s’il le faut, l’interpolation 
par parties proportionnelles. Voici, réduits à cinq décimales, quelques 
uns de ces logarithmes, avec les valeurs correspondantes Æ du module, 


e ‘4 ’ La ’ s\ T 
assimilées au sinus d’un arc 0 croissant de zéro à -- Les valeurs de 8 
2 
y sont exprimées en degrés sexagésimaux, au nombre de 90 dans le 


quadrant, et chaque module Æ y vaut par conséquent sin6. 


6  logdéc.E'(sin6). log déc. F'(sin8). 6  logdéc.E'(sin6). logdéc.F'(sin6). 


0 0 

O. 0,19612 0,19612 05.5:00, 060900 0,36338 
De 0,19929 0,19699 70 0,04859 0 ,39873 
10.. O,19281 0, 19944 moi 0,03198 0 ,44218 
10 0, 188069 0,20362 80. 0,01708 0 ,49878 
20*. 0, 18293 0 ,20992 CIN 0,00547 0,58340 
ie 0719000 0,21722 86.. 0,00374 0,60775 
30. 0,16657 0,22679 IE 0 ,00228 0,63736 
AE 0,15603 0,23930 88.. 0,00112 0,67603 
40.. 0,14399 0,25207 Ie PE 0,00033 0,73919 
45 0,13094 0,26813 89,9 0 ,00009 0,78730 
DD» 0,11579 0,28681 89,8 0 ,00002 0,84782 
55: 0 ,09992 0,30850 89,9 0 ,00000 0,88898 
60. 0,08316 0,33379 90.. Zéro l'infini 
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269*, — Transformation montrant la proportionnalité inverse de l'inte- 
grale elliptique complète de première espèce à la moyenne arithmé- 
tico-géométrique de l'unité et du module complémentaire. 


(Compléments, p. 37*.) 


270* — Des fonctions elliptiques; théorème d'Euler sur les sinus 
et cosinus elliptiques d’une somme. | 


(Compléments, p. 41*.) 


271*. — De la double périodicité des fonctions elliptiques. 


(Compléments, p. 45*). 


279. — Applications analytiques des calculs d'intégrales définies : 
valeur moyenne (arithmétique) d'une fonction. 


On a déjà vu, par la formule de Wallis, et par les développements 
de log(1 tx), de arctangæ, arc sinx, etc., que le calcul des inté- 
grales définies comporte d'importantes applications analytiques. Mais 
il y a encore, même sans entrer dans les domaines de la Géométrie et 
de la Mécanique ou de la Physique, d’autres applications non moins 
intéressantes de ce calcul. Telle est, par exemple, la détermination 
de la valeur moyenne d’une fonction. 

Étant donnée une fonction, f(æ), d’une variable æ que l'on fait 
croître depuis une certaine limite x — 4 jusqu’à une autre limite 
æ = b, on appelle valeur moyenne de cette fonction, dans l’inter- 
valle b — a considéré, la moyenne des valeurs qu’elle prend pour 
des valeurs de la variable se succédant à intervalles égaux infi- 
niment petits depuis a jusqu’à D. Pour l’exprimer, nommons x, la 
valeur initiale & de æ, æ, sa valeur finale D, et, ayant partagé la 
différence b — a en un nombre très grand x de petits intervalles 
égaux, +, que nous pourrons désigner par Ax, intercalons entre & 
éLblé valeurs. successives) Mi Ti HAT, Lo Dot 242% NI, 
De Tin. 1JAZ qui forment, avecir;—a'el %,—.b; une 
série de termes équidistants. Les 2 valeurs de la fonction correspon- 
dant aux 2 premiers de ces termes ont évidemment pour moyenne 


Lo) +. f(x + # D 
Fest o eu Ne ou bien, en multipliant haut et bas 


par Ax et observant, d’une part, que Ax est l'accroissement commun 
ST Ci D Die Gr Li... d'autre part, que 2 A% égale l’ac- 
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croissement total, æ, — æ, ou b — a, de x, 


f(Æo) to + fi )Ati + fa) Ada +... + f(Tn-1) Ans 
RE, 


Si, actuellement, nous rapprochons les valeurs de f(x) considérées, 
en faisant croître à l'infini leur nombre n, la limite vers laquelle 
tendra cette fraction sera justement la valeur moyenne demandée ; 
et, comme la somme f(xs)Ato+ f(æ;)Ati +... + f(æÆn-1) Aæn1 de- 
viendra l'intégrale définie f(xo)dxo+ f(xi)dæ, +... + f(Xn-1) dns 


o 
ou J f(xæ)dæ, parfaitement déterminée, on aura 
« 


(45) Valeur moyenne de f(x) — ue Î FANAITESE 
2 


Le calcul de la valeur moyenne de f (+) dans un certain intervalle 
se ramène donc à celui de l'intégrale f f(x )dx prise dans le même in- 
tervalle; et celle-ci, à l'inverse, est elle-mème le produit de l’inter- 
valle b — à des limites par la valeur moyenne de f(x). En d’autres 
termes, La fonction figurant sous un signe [ peut y étre remplacée 
par sa valeur moyenne entre les limites de l'intégration. 


273. — Exemple : valeurs moyennes de sin”*x et de cos’”?x, où l’'exposant »2 
est supposé entier et positif. 


Cherchons, par exemple, la valeur moyenne des fonctions sin”, 
cos” +, où nous admettrons que 72 soit un exposant entier positif et 
où nous supposerons æ variable de — œ à &. Comme sinx et cosæ 
reprennent leurs valeurs primitives lorsque x croit de 27, en sorte 
que leurs valeurs individuelles se retrouvent les mêmes dans tous 
les intervalles d’étendue 27 commençant par n'importe quelle valeur 
de +, leurs valeurs moyennes seront aussi, évidemment, les mêmes pour 
toutes ces périodes 27,et, par suite, pour un intervalle b — 4 composé 
d’un nombre indéfiniment croissant de périodes. On pourra même, à 
cet intervalle b — a très grand, ajouter une fraction quelconque de 
période sans modifier sensiblement le résultat; car le quotient, par 
b — a, des intégrales fsin”xdx, fcos’xdx, prises pour la fraction 
proposée de période, sera infiniment petit. Donc la moyenne générale 
des valeurs de sin”x et de cos”’+, ou moyenne calculée pour toutes 
les valeurs réelles de + depuis — jusqu'à + &, pourra s’évaluer en 
ne considérant qu'un intervalle égal à 27. Et comme même la fonc- 


. . . « . Lin \ J 
tion cosæ, identique à sin (£ + 2), prend à chaque instant la valeur 
2 
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que recevra le sinus, un quart de période après ou quand æ aura 
grandi de —;, les mèmes éléments entreront dans l’expression des deux 

2 


moyennes, qui, dès lors, ne peuvent différer l’une de l’autre. Il suffit 

donc d'évaluer celle de sin”’æ, en y faisant varier æ de zéro à 27. 
Or, si l’exposant »2 est impair, la fonction sin”*x recevra, dans la 

seconde moitié de l'intervalle, c’est-à-dire de x = 7àx—r, des 


valeurs égales et contraires à celles qu’elle avait eues dans la pre- 
mière moitié, puisque sinæ et, par suite, sin”*x changent de signe 
quand æ croît de rx. Donc l'expression de la moyenne contiendra des 
éléments négatifs en même nombre et de même valeur absolue que 
ses éléments positifs : elle sera nulle. Si, au contraire, l’exposant 7» 
est pair, Sin”x aura toujours le signe plus; et la seconde moitié de 
l'intervalle total, comprise entre. x — = et &x — 27, reproduira exac- 
tement les mêmes valeurs que la première moitié; en sorte qu'il suf- 
fira de considérer celle-ci, c’est-à-dire de prendre la moyenne de 
sin”x pour æ croissant de zéro à x. Mais la fonction sin” y recevra 


encore deux fois les mêmes valeurs; car, de x — — à x — "7, elle re- 


devient symétriquement ce qu’elle était entre x — — et x —0. Donc, 


Ce 


FRA LT : ! : à ; : ST 
en définitive, il suffira de faire varier + depuis zéro jusqu’à —; et l’on 
pu 


| A 


posera, dans la formule générale (45), f(x) = sin"x, a —0, b —=- 
T 


; ; : 2 2e 
Il en résultera, pour la moyenne cherchée, l'expression — 1 sin’ Td2, 
TJ) 
nt 


AR 
égale au produit Fo er d’après la formule (11) [p. 60 | de la 
: | 


= | © 


I 
2 
dernière Lecon. 
En résumé, la moyenne des valeurs de sin”x ou de cos"'x, m dé- 
signant un exposant positif et entier, est toujours commensurable : 
PI 


nulle, quand cet exposant se trouve impair, égale à = : ere 
quand il est pair. | 

Dans le cas particulier m — 2, elle se réduit à 1. Donc, la valeur 
moyenne des carrés sin?x ou cos’ x est }, simple moyenne arithmé- 
tique de leurs valeurs extrêmes zéro et 1. C’est ce qu’on aurait pu 
prévoir, en observant que sin?x et cos? x, exprimés en fonction de 
cos2x, deviennent respectivement 1icos2x et se réduisent, en 
moyenne, au terme constant À, car leur autre terme, proportionnel à 


cos2æ, est aussi souvent et autant négatif que positif, On l'aurait 
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trouvé aussi, et même encore plus simplement, en observant que, vu 
l'égalité des deux moyennes de sin?x et de cos?+, chacune d'elles est 
la moitié de la somme constante sin?æ + cos?æ, qui vaut 1. 


974*. — Valeur moyenne géométrique d’une fonction. 
y 0 


(Compléments, p. 48*). 


275*. — Application des intégrales définies au calcul approché 
du reste de certaines séries. 


(Compléments, p. 50*.) 


VINGT-SIXIÈME LECON. 


APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DES INTÉGRALES DÉFINIES : 
QUADRATURE DES AIRES PLANES ET RECTIFICATION DES COURBES. 


276. — Expression générale d’une aire plane. 


Passons actuellement aux nombreuses et importantes applications 
des intégrales définies à la Géométrie : la plus simple est la quadra- 
ture des surfaces planes, c’est-à-dire l'évaluation de leur aëre (!) ou 


(:) Vote sur la notion d’aire. 


Jusqu'à ces derniers temps, les auteurs d'Analyse ne paraissaient pas avoir 
senti le besoin d’éclaircir, en la dégageant de son fond obscur, cette notion d’atre, 
dans laquelle se résout et s'exprime notre sentiment presque instinctif de la con- 
tenance ou de l'étendue des figures à deux dimensions, quoiqu’ils eussent, cepen- 
dant, jugé nécessaire d’analyser l’idée, bien moins complexe, de la longueur des 
courbes, ou celle de la mesure analogue des surfaces courbes en unités planes. 
Voilà pourquoi je me propose de suppléer ici, du moins par une note que l’on 
pourra, si l’on veut, laisser de côté, à cette lacune réellement assez grave, en 
montrant que l’aire d’une figure plane limitée en tous sens est une quantité dé- 
terminée, indépendante de l'orientation de la figure par rapport aux côtés du 
réseau de carrés que l’on y trace. 

J'aurai : 1° à définir l’aire d’une surface; 2° à montrer qu’il est possible d’ob- 
tenir cette aire par décomposition de la surface en éléments de forme quel- 
conque, dont il suffit d’ajouter les aires partielles évaluées comme pour des 
figures de même forme et de dimensions finies; 3° à prouver l’invariabilité de 
l’aire totale, lors de déplacements quelconques de la surface par rapport aux axes 
coordonnés. 


1. Définition de l’aire. — Imaginons que la figure plane proposée AMBM'A 
( p. 92) soit rapportée à un système d’axes rectangulaires Oæx, O y, et qu’on divise 
son plan, par des parallèles indéfinies aux axes coordonnés, en carrés ayant pour 
côté l’unité de longueur, puis, tous ces carrés eux-mêmes, au moyen de paral- 
lèles équidistantes de plus en plus rapprochées, en carrés incomparablement plus 
petits. Le rapport du nombre de ceux-ci compris dans la figure proposée, au 
nombre des carrés pareils que contiendra un carré de côté égal à 1, tend vers une 
limite à mesure que les parallèles se rapprochent de plus en plus; et c’est juste- 
ment cette limite, dont nous allons démontrer l'existence, qui est dite l’aire de 
la figure. 

Soit Az le côté des petits carrés considérés; et, si x est l’abscisse d’une quel- 
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du rapport qui existe entre l'étendue de ces surfaces et celle d’un 
carré ayant pour côté l'unité de longueur. Cette opération s'appelle 


conque mM des parallèles à l’axe Oy qui coupent la figure proposée, appelons 
F(æ) la partie de cette parallèle, M'M, qu'intercepte la figure et qui, variant en 
général d’une ordonnée mM à la suivante n N, est bien une certaine fonction de æ. 
Le nombre des petits carrés compris entre les deux ordonnées mM, nN, et en- 
fermés dans le contour donné, égalera évidemment, à une très petite erreur rela- 
Fer) 

AT 
M'M contient le côté des petits carrés. Et le nombre total de ces carrés tracés 


uive près (négligeable à la limite), le quotient qui indique combien de fois 


| 
æ | 
| 
Il 
ë | 
Ax 


dans la figure sera évidemment, lui-même, sauf une erreur relative également 
très petite et finalement négligeable, la somme des valeurs que prend ce quotient, 
F(x F(æ)Az 
sa Ca) 
très peu différente de l’abscisse, O à = à, du point A de la figure qui a l’abscisse 
la plus petite, jusqu’à une autre très peu différente de l’absecisse, O8 — b, du point 
B qui a, au contraire, l’abscisse la plus grande. Or, plus Az est supposé petit, et 


» lorsque æ y croît, par petits intervalles Ax, depuis une limite 


CRE EEE MAT : 4 PUR 
plus la somme dont il s’agit, DETTE a son numérateur voisin de l’intégrale 
b 
définie F(xæ)dzx. On peut donc, avec une erreur relative évanouissante, 


NT 


b 
: : I 
prendre pour nombre des petits carrés de la figure, er F(æx)dzx. Et comme 
AT 
a 
il est évident que chaque grand carré de côté 1 comprend D files de petits carrés 
æ 


I *. F : : 
se composant chacune de Az Carrés, en sorte qu’il contient un nombre de ceux-ci 
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quadrature (de quadratum, carré), soit parce qu’on y rapporte les 
surfaces à un carré déterminé pris pour unité d’aire, soit parce que 


égal à Ra le rapport du nombre précédent à ce dernier tendra vers le quotient de 
Ll b T b 
F(æ)dæx par ou vaudra, finalement, l’intégrale F(xz)dæ. 


Ainsi le rapport-limite appelé aire de la surface AMBM'A est la quantité 
à b 
fi F(æ)dæx, parfaitement déterminée dans le système des axes coordonnés 
«a 
choisis. 

On voit, d’ailleurs, que cette intégrale resterait la même, si, imprimant une 
translation quelconque à la surface proposée, on augmentait les coordonnées æ, 


y de tous ses points, de deux quantités constantes : car cela reviendrait à faire 


parcourir à tous ces points des droites égales et parallèles, ou à transporter pa- 
rallèlement à elles-mèmes les droites M'M, N'N, ..., sans changer leurs distances 


b 
respectives dx; de sorte que l'intégrale 4 F(æx)dzx conserverait en défini- 
[44 


tive les mêmes éléments, malgré l’augmentation commune éprouvée par ses deux 
limites a, b. Et cette intégrale ne serait pas altérée davantage, si, faisant tourner 
la figure autour d’un des axes coordonnés, qu’on peut choisir pour celui, O x, des 
abscisses, on l’amenait par retournement dans une position symétrique de la pre- 
mière; vu que chaque partie d’ordonnée, MM'= F(Zx), interceptée par la courbe, 
deviendrait, dans la courbe symétrique, la partie analogue d’ordonnée corres- 
pondant à la même abscisse æ. 

Il ressort donc, presque immédiatement, de la définition de l’aire, que cette 
quantité est la même pour toutes les surfaces égales et pareillement orientées dans 
le plan, ainsi que pour leurs symétriques par rapport aux axes coordonnés. 


?. Possibilité d'obtenir l’aire par décomposition de la sur face en éléments de 


forme quelconque. — En dénombrant les carrés infiniment petits, de côté dx, 


compris à l’intérieur de la figure, et qui comptent individuellement dans l'aire 
totale pour la fraction (dx), rien n’empèêchera évidemment de les grouper, à 
volonté, en assemblages quelconques, dont chacun comprenñdrait une infinité de 
petits carrés contigus. Et il sera permis, dans ce cas, de négliger les carrés qui 
se trouveront sur le contour de chaque groupe; car leur nombre disparaitra de- 
vant celui des carrés intérieurs. Autrement dit, l’aire de la surface considérée 
égale la somme des aires qu’on obtiendrail en découpant cette surface, par des 
lignes quelconques, en parties aussi petites que l’on voudra, puis, en évaluant 
chaque partie comme si elle était seule. Rien n’empèchera mème de supposer 
ensuite ces parties indéfiniment décroissantes, de manière à pouvoir négliger une 
portion relativement infiniment petite de leur totalité (toutes celles, par exemple, 
qui seront contiguës au contour général), et à pouvoir également remplacer les 
autres par des éléments différents, ayant avec elles des rapports infiniment voi- 
sins de l’unité. 

On remarquera que c'est par de telles décompositions, d’une figure, en frag- 
ments dont on change d’ailleurs parfois la disposition, que la Géométrie élémen- 
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les anciens avaient l'habitude de ramener un tel problème à celui où 
l'on demanderait de changer la surface proposée en un carré équiva- 


taire parvient à ramener au rectangle, seul évaluable immédiatement, le parallé- 
logramme, le triangle, le trapèze et, même, le secteur circulaire, avec le cercle. 
Dans les parties plus élevées des Mathématiques, le mème principe s'applique à 
des cas assez nombreux où, pour faciliter les calculs, on divise une surface en 
éléments (autres que des carrés rectilignes) appropriés à la forme du contour de 
cette surface. 


3. Invariabilité de l'aire d’une surface dans toutes les positions possibles 
de celle-ci. — Nous avons montré que l’aire d’une surface plane AMB M'A (p.92) 
est une quantité déterminée dans chaque position de la surface par rapport 
aux axes et qui, de plus, reçoit la même valeur pour cette surface que pour toute 
autre surface égale orientée pareillement (c’est-à-dire ayant tous ses côtés paral- 
lèles aux côtés pareils de la proposée). Mais, pour que la notion d’aire se trouve 
éclaircie en ce qu’elle a d’essentiel, il nous reste à faire voir que cette quantité 
est bien propre à la surface et ne tient nullement aux axes rectangulaires choisis, 
ou, en d’autres termes, qu’elle ne changera pas, si l’on enlève la figure AMBMA 
du plan des xy, et qu’on l’y reporte ensuite dans telle position qu’on voudra. 

Pour le démontrer, observons d’abord qu’il existe une figure, le cercle, dont 
l'équation reste la mème quand, laissant son centre fixe, on la fait tourner d’une 
manière quelconque dans le plan, et même lorsqu'on la retourne sens dessus des- 
sous. Donc, pour cette figure, tout déplacement équivaut à une simple transla- 
tion quant aux circonstances de forme qu’elle présente par rapport aux axes, et 
son aire sera invariable, d’après ce qui a été démontré. 

Or, comparons la surface donnée AM BM'A à un cercle que nous lui suppose- 
rons lié et que nous tracerons dans son plan. La comparaison se fera en 
menant un double système de parallèles équidistantes, liées également à ces 
deux figures et propres à découper leur plan, par exemple, en carrés très petits 
égaux (ne se confondant pas, bien entendu, avec ceux, dx?, d’orientation inva- 
riable, au moyen desquels s’évaluerait à chaque instant leur aire incomparable- 
ment plus grande). Soient m le nombre des carrés qu’entourera le contour de la 
surface AM BM'A, 7x le nombre de ceux qui se trouveront de mème compris entiè- 
rement dans le cercle. Il est évident que, si les parallèles sont assez rapprochées, 
la figure AMBM'A égalera sensiblement la somme des m carrés contenus à son 
intérieur; de mème, le cercle sera, sauf erreur négligeable, la somme des x 
carrés qu’il comprendra. Or, quelque position qu’on donne sur le plan des æy à 
la figure proposée, soit en la déplaçant à volonté sans lui faire quitter ce plan, 
soit en la retournant, tous ces carrés, qu’elle entrainera dans ses mouvements en 
même temps que le cercle, ne cesseront pas d’avoir leurs côtés respectivement 
égaux et parallèles chacun à chacun, ou, en d’autres termes, d’être des figures 
égales, pareillement orientées et, par suite, d’aires équivalentes. Ainsi, la surface 
proposée et le cercle ne cesseront pas d’égaler, l’une, m fois, l’autre, » fois, l'un 
des carrés; en sorte que l’aire de la figure AMBA, restant toujours le produit de 


| , , m , 
celle du cercle, qui est invariable, par un rapport constant —; sera invariable 
D 


elle-mème. C’est justement ce qu’il fallait démontrer. 
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lent, opération constituant bien, à proprement parler, la guadrature 
de cette surface. 

Soient AMBM'A (is. 44) la figure plane, limitée en tout sens, 
dont on demande d'évaluer la surface, et Ox, O y les axes rectilignes, 


y 


faisant entre eux un angle donné y, auxquels on la rapporte. Menons 
une quelconque, mM, des ordonnées qui la coupent et que défi- 
nira, en position, leur abscisse, Om — zx. Nous aurons, ici, à consi- 
dérer spécialement la partie, M'M, de cette ordonnée, qui sera cCom- 
prise à l’intérieur de la surface AMB M'A ; car cette partie M'M jau- 
gera, en quelque sorte, la surface dans le sens de »#M, et c’est d’elle 
que dépendra l'étendue à évaluer, du moins pour l’abscisse æ ou 
vis-à-vis du point ». Sa longueur M'M sera évidemment une fonc- 
tion de x, parfaitement déterminée, et que l’on pourra calculer dans 
chaque cas si toutes les parties du contour AMB M'A sont bien défi- 
nies. Nous appellerons F(x) cette fonction. Elle s’obtiendra, par 
exemple, en menant les deux ordonnées extrêmes Ax, BB, entre les- 
quelles est comprise la surface, et dont nous appellerons respective- 
ment à, b les abscisses Oz, OB, puis en prenant, pour chaque abscisse 
intermédiaire Om = x, la différence mM — mM' des deux ordonnées 
correspondantes de la partie supérieure AMB du contour et de la 
partie inférieure AM'B, ordonnées qu’on pourra connaître en fonc- 
uon de æ quand la forme. et la situation de la figure par rapport aux 
axes seront désignées. 

Cela posé, observons que des ordonnées infiniment voisines, mM, 
nN,..., menées depuis «À jusqu’à BB, découpent la surface en 
bandes étroites, dont l’une, MM'N’'N, par exemple, est comprise 
entre l’ordonnée mM, d’abscisse æ, et l’ordonnée 2 N, qui a pour 
abscisse æ + dx. Or cette bande M'MN N' peut être assimilée à un 
parallélogramme qui aurait pour un deses côtés la droite M'M—F(x), 
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pour côtés contigus à celui-là deux éléments rectilignes égaux et pa- 
rallèles à nn — dx, inclinés, par suite, comme l’axe des +, de l’angle y 
par rapport à l'ordonnée mM, enfin, dont le quatrième côté serait 
situé sur AN. Effectivement, les deux petites parties, en forme de 
triangles mixtilignes, qu'il faudrait ajouter ou retrancher, lune, 
en MN, l’autre, en M'N’, pour faire de la bande M'MN N' Ie parallélo- 
oramme en question, ont une dimension, dx, qui leur est commune 
avec celui-ci, mais l’autre dimension (suivant N'N), infiniment petite 
en comparaison de la dimension analogue M'M du parallélogramme; 
de sorte que leur aire se trouve bien négligeable devant l'aire du pa- 
rallélogramme. Celle-ci égalant, comme on sait, le produit de deux 
côtés contigus, F(x), dx, par le sinus de l’angle ; qu'ils comprennent, 
l'expression de la bande M'MNN’, c’est-à-dire d’un élément de la sur- 
face à évaluer, sera (sin y)F(x)dx. 

Par suite, Paire totale AMBM'A, composée des aires de toutes les 
bandes pareilles entre «A et 6B, sera la somme des valeurs prises 
successivement par le produit (siny) F(x) dx quand x y varie avec con- 
tinuité depuis labscisse, a, du point À jusqu’à celle, b, du point B; 

b 
ce qui constitue l'intégrale définie Ji (siny)F(x)dx. En faisant 


27 
sortir du signe f le facteur constant siny, on aura donc, pour l’expres- 


sion cherchée de la surface AMBM'A, 
b 
(1) Aire 4{sinY) 1h Here 


c'est dire que son évaluation reviendra au calcul de l'intégrale définie 
rail 


[l fre 
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271. — Premier exemple : Aires de l’ellipse et des parallélogrammes 
(à côtés conjugués) qu'on lui circonscrit. 


Comme premier exemple, cherchons la surface que comprend une 
ellipse ABA'B'A, rapportée à un système de demi-diamèêtres conju- 
gués OA — à, OB — b, choisis, le premier, pour axe des x, le second, 
pour axe des y. 


A : c : VERS y? 
L'équation de la courbe étant, comme on sait, — + = les deux 
(# AS A 


ordonnées M, mM' qui correspondent à une abscisse quelconque 


Om —x, ont respectivement pour valeurs + = \/42- x2. Leur diffé- 
(22 


APPLICATION A L’AIRE DE L'ELLIPSE. 97 
rence algébrique M’'M, que nous désignons, en général, par F(x), 


2: D =—— : 
vaudra donc le double de »mM, c'est-à-dire 2 aV— æ?. D'ailleurs, 


l’abscisse la plus petite est, pour toute la courbe, celle, — a, du 
point A”, symétrique de À par rapport à l’origine O; et la plus grande 
est celle, a, du point A. La formule générale (1) deviendra donc 


(2) Aire: de-l’ellipse = (siny) f 2 PVa= x? dx. 


Pour simplifier cette expression, observons que, æ variant de — & 


x T A \ , La . 
à a, le rapport — croît de — 1 à 1 et égale, par conséquent, le sinus 
a 


. . . ARR TE 
d’un angle qui grandirait de — - à -+ Appelons w cet angle, et pre- 
Alt 
nons-le pour variable indépendante. Nous aurons æ — asinu; d’où 


dx = acosu du, Va?— x?dx = a?ÿ1—sin?u cosu du = a?cos?u du; 


à TU T : 
et, comme « varie de — rh la formule (2) deviendra 


TC: 
Aire de l’ellipse — 2ab siny [ cos: u du. 
T 


Or nous pouvons (p. 88) remplacer la fonction sous le signe f, cos? u, 

par sa valeur moyenne dans l'intervalle x des deux limites, valeur que 

nous avons trouvée (p. 90) être 1; et, l'intégrale se réduisant alors à 
du | 


T : 
— — —, la formule cherchée sera 
2 2 


5} Aire de l’ellipse = tab sin. 


Comparons cette surface à celle du parallélogramme circonscrit 


B. — II. Partie élémentaire. 7 
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CDD'C, dont les côtés CD, CC’ sont respectivement égaux et paral- 
lèles aux deux diamètres conjugués, AA/—2a, BB'—2b, qui ont 
servi d’axes coordonnés. Son aire est le produit (2&)(2b)siny, et l’on 
voit que la formule (3) équivaut à la proportion 


Aire de l’ellipse T 


A EEE se 
(4) Aire du parallélogramme circonscrit 4 


Donc, l’aire d’une ellipse est le produit, par le facteur constant re 


de l’aire de tout parallélogramme circonscrit, à côtés orientés 
suivant deux diamètres conjugués; d'où il suit évidemment que 
tous les parallélogrammes circonscrits à une même ellipse, et qui 
ont leurs côtés parallèles à deux diamètres conjugués de la courbe, 
sont équivalents. 

Supposons, en particulier, qu’on ait choisi pour demi-diamètres 
conjugués OA, OB les demi-axes (rectangulaires) de l’ellipse, dont 
nous appellerons À le plus grand et B le plus petit. Alors 1l faudra 


faire, dans (3), a A, b=B, y— =, et il viendra 


#4 


(5) Aire de dl'elhpss Tr AE 


On remarquera que si, À restant constant, B grandissait jusqu’à la 
valeur À, l’ellipse finirait par se confondre avec son cercle circon- 
scrit, de rayon À, et que, en même temps, son aire 7 AB deviendrait 
r A?, expression bien d'accord avec celle que donne la Géométrie élé- 
mentaire, où, cependant, les éléments de surface choisis étaient déli- 
mités par des rayons divergents et non, comme ici, par des cordes 
parallèles à l’axe des y. De même, si B était invariable, mais que A 
décrût jusqu’à la valeur B, lellipse se réduirait au cercle, de rayon B, 
qui lui est inscrit; quant à son aire, elle deviendrait x B?. Et comme 


on a TAB—V(xA?)(rB?), la formule (5) équivaut à l'énoncé sui- 
vant, en langage ordinaire : 


Une ellipse a pour aire la moyenne proportionnelle entre l’aire 
de son cercle inscrit et celle de son cercle circonscrit. 


278. — Deuxième exemple : aires limitées par des courbes paraboliques. 


On appelle quelquefois parabole de degré n une courbe dans la- 
quelle l’ordonnée y a pour expression, en fonction de l’abscisse +, un 
polynôme f(x) du degré nr, courbe telle, par suite, que toute droite 
parallèle à l'axe des y la coupe à une distance finie de l'axe des æ et 
en un seul point. Mais, dans un sens un peu différent, qui ne com- 
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prend le précédent que lorsque le polynôme f(x) se réduit à un mo- 
nôme, on appelle courbe du genre parabole toute ligne où l’ordonnée 
est proportionnelle à la puissance de l’abscisse marquée par un expo- 
sant x positif, d’ailleurs entier ou fractionnaire à volonté; ce qui 
donne des ordonnées toujours finies avec æ, mais en donne, pour 
chaque valeur de +, ou deux égales et contraires, ou aucune (au lieu 
d’une et une seule}, dans le cas de x fraction irréductible à numéra- 
teur impair et à dénominateur pair. La parabole ordinaire du second 
degré rentre dans ces deux définitions, savoir : 1° dans la première, 
quand on y compte les æ suivant une tangente quelconque (la tan- 
gente au sommet, par exemple) et les y, suivant la parallèle à l’axe 
menée par le point de contact, d'où résulte pour son équation la 
forme y — ax? ; et, 2°, dans la seconde, avec nr fractionnaire, quand 
ces axes coordonnés échangent leurs rôles ou que, l'équation devenant 
ainsi æ — ay?, yse trouve proportionnel à + ni 

L’aire comprise entre une quelconque de ces courbes, l’axe des æ 
et deux ordonnées fixes s’évalue immédiatement, à cause de la facilité 
que présente l'intégration d’un polynôme, même quand il n’est pas 
rationnel ou que les exposants des divers termes y sont fractionnaires. 

Considérons, par exemple, la parabole ayant pour équation 


(6) J = ax", 


et proposons-nous d'évaluer l’aire contenue entre cette courbe OB, 
l’axe des æ et une ordonnée quelconque B'B. Ici la portion M'M 


d’ordonnée qui est comprise dans la surface se confond avec l’or- 
donnée même y de la courbe, et l'on a F(æ)—ax*. D'ailleurs, 
l’abscisse x croît, dans cette surface, depuis la valeur zéro, qu’elle a 
au point de départ supposé O, jusqu’à la valeur OB”, que nous pour- 
rons, sans inconvénient, désigner par æ. La formule générale (1) 


(p- 96) donnera donc 


| ; ü aæntisiny æ(aæ*)siny 
ire parabolique (sin DO LL ee |, 
Aire parabolique OBB y n d 
0 


TU ILE 
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Mais on remarquera que, d’après l'équation (6) de la courbe, le pro 
duit ax”, pris à la limite supérieure ou pour æ — OB', représente 
l'ordonnée correspondante y — B'B. L'expression trouvée pour l’aire 


æy sin ; ; 
égale donc TT. Or, si nous construisons sur OB'et B'B le paral- 


lélogramme OB'BK, le produit æy siny, ou OB'*X OK X* sinB'OK, 
ne sera autre que sa surface. Par suite, la formule ci-dessus revient 
à celle-ci 

Aire OB'BK 


(5) Aire OBB'= ——; 


et elle exprime que l’aire comprise entre une parabole de degré n 
(à équation binôme), une ordonnée et l’axe des abscisses, égale la 
n ième partie du parallélogramme construit sur les deux côtés 
rectilignes qui la délimitent. 

Dans le cas de la parabole ordinaire y — ax?, on à n — 2, et l'aire 
OBB' vaut le tiers du parallélogramme OB'BK. Ce résultat, remar- 
quable par sa simplicité, est dû à Archimède. Commeil en serait évi- 
demment de même en decà de l’origine, ou vers les x négatifs que 
rien n'aurait empêché de choisir pour æ positifs, une aire parabo- 
lique telle que OA'A, limitée par l’ordonnée A'A égale à B'B et 
d’une abscisse négative OA égale à OA, vaudra aussi le tiers du pa- 
rallélogramme OKAA'. Par suite, la parabole découpe le parallélo- 
gramme total À BB'A' en deux parties, dont l'une, A’'AOBB', est le 
tiers de cette figure, et l’autre, AOBK, les deux tiers. Donc, en ob- 
servant que la distance des deu parallèles A'B’, AB, M du pa- 
rallélogramme, mesure l'écart maximum de l'arc AOB d'avec sa 
corde AB, on pourra formuler la règle suivante : 


La surface d’un segment AOB de parabole (ordinaire) s'évalue 
en multipliant sa base par les deux tiers de sa hauteur. 


Remarquons enfin que l'aire comprise entre l’axe des abscisses, deux 
ordonnées quelconques et une parabole d’un degré entier ne dépas- 
sant pas le troisième, ou représentée par une équation de la forme 
y=/f(x)=A+Bx+Cx?+ Dix, s'exprimera exactement, en fonc- 
tion de ces deux ordonnées, de leur intervalle 2 (différence de leurs 
abscisses) et d’une ordonnée intermédiaire le divisant en deux inter- 
valles égaux, au moyen de la formule de Simpson (4) [p. 92], qu'il 
suffira de multiplier par le sinus de l'angle y des axes s'ils ne sont 
pas rectangulaires. Nous avons vu, en effet, que la formule d’intégra- 
tion de Simpson est rigoureuse quand, sous le signe /f, la fonction f(x) 
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ne dépasse pas le troisième degré. Cette formule revient donc à assi- 


h 
Lo+— 


: sa . ; 2 à : 
miler l'intégrale cherchée, , J(æ)dæ, à la surface comprise entre 
L 


Lo—— 
2 


un axe des æ, les deux perpendiculaires à cet axe définies par les 


; k , 
abscisses æ, + et la parabole du second degré ayant son axe nor- 


: . . à h 
mal à celui des æ avec trois ordonnées, pour = et æ —=x+t-; 
2 


e . k 
égales respectivement aux valeurs correspondantes, f(æx,), fe mis =) ) 


de la fonction placée sous le signe f. 


279. — Troisième exemple : aires hyperboliques. 


On sait qu’une hyperbole ordinaire, rapportée à ses asymptotes 
pour axes coordonnés, a son équation de la forme æy — c. Par exten- 
sion, on nomme hyperbole, en général, toute courbe dont l'équation 
est de la forme analogue x%y8— c, « et 8 désignant deux exposants 
entiers et positifs. Pour fixer les idées, nous admettrons qu’on ait 
appelé y la coordonnée dont l’exposant est le moindre; de sorte qu’on 
ait 8 < œ, à l'exception du cas de l'hyperbole ordinaire, où 6 — «. La 

relation æ*yP = c, résolue par rapport à y, donnera évidemment y 


. ES . , œ , , 
proportionnel à æ-*, si n désigne le nombre 5° généralement plus 
Fig. 47 

) 
P 
K " 
FN 
Y Fo 0 
O Zo A° B' z 


grand que 1, mais égal à r pour l’hyperbole ordinaire. Donc l'équation 
de la courbe prendra la forme 
[22 


(8) = —> 


æœt 


où nous pourrons de plus, en choisissant convenablement les sens des 
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coordonnées positives, supposer la branche PABQ, qu'il s’agit de 
considérer, située du côté des x positifs, et avoir aussi y > 0 pour 
æ > 0, c’est-à-dire «& positif. L’ordonnée y décroissant, d’après (8), 
depuis l'infini jusqu'à zéro, quand æ grandit de zéro à l'infini, la 
branche PABQ de courbe se raccorde asymptotiquement, ou à une 
distance infinie de l'origine, aux deux axes des æ et des y po- 
sitifs. 

Cela posé, soit à évaluer l’aire comprise entre la courbe, l’axe des æ 
et deux ordonnées, A'A, B'B, ayant respectivement les abscisses zo, æ. 
La formule générale (1) deviendra 


TL 


(9) Aire = (siny) pd = asiny f vo dr, 


To 
S'il ne s’agit pas d’une hyperbole ordinaire et qu’on ait, par 


TX 
suite, vu l'axe des y choisi, n > 1, l'intégrale Î ax7* dx vaudra 


x 


I T7 \* I I I je ; 
À ou —— -- —— |}; et l’aire restera finie, pour 
‘0 


T dE £ æ'i—1 


DRE De où » quand on rendra infinie l’abscisse æ 
de B'B, en rejetant ainsi l’ordonnée B'B à l'infini où elle s’annule. Or 
cette valeur limite, si l’on appelle y, l’ordonnée initiale A’A, quotient 
ToY0 SIN Y 

IS 1% É 
Elle égalera donc la (7 — r1)ième partie du parallélogramme OA'AK 
construit sur les côtés OA — x,, A'A — y,; et l’on aura 


devenir finalement 


de a, d'après (8), par x, pourra s’écrire plus simplement 


AireOA'AK 


(10) Aire AA'x(de longueur infinie) — : 
— ] 


(pour 7,>v), 


Donc, quand l’exposant n est supérieur à l’unité, la surface de 
longueur infinie comprise, au delà d’une ordonnée AA, entre la 
courbe AQ et son asymplote choisie pour axe des abscisses, égale 
I 


» du parallélo- 


seulement le produit, par le facteur constant 
M) | 


gramme OA'AK qui a pour un de ses côtés cette ordonnée et dont 
le côté opposé est sur l’asymptote parallèle. 

S'il s’agit, au contraire, d’une hyperbole du seconcl degré, la for- 
mule (9), où il faudra faire nr —1, donnera de suite | 


(11), Aire AA'B'B= asiny(logz}?, = asiny log — (pour N'I 
À | 
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L'expression de l’aire n’est plus algébrique, mais transcendante, 
et sa valeur se trouve proportionnelle au logarithme népérien du 
rapport des deux abscisses extrêmes OB, OA’, 


C’est parce que les logarithmes népériens sont ainsi représentés 
graphiquement par des aires hyperboliques, qu’on leur donne quel- 
quefois le nom de logarithmes hyperboliques. 

Si l’on fait croître æ indéfiniment, le logarithme de son rapport 
à æ, devient infini, et la surface A A’B'B ne tend plus vers une limite 
à mesure que sa longueur augmente. La raison en est que, pour ñn —1, 
les ordonnées telles que B'B, étant inversement proportionnelles à la 
première puissance seulement de l’abscisse et non à une puissance 
plus élevée, finissent par décroître, à mesure que leur abscisse aug- 
mente, infiniment moins qu’elles ne faisaient tant que x était supé- 
rieur à l’unité : la hauteur des parties de la surface infiniment éloi- 
gnées de l’origine et, par suite, ces parties mêmes ont donc crüû, 
comparativement, dans un rapport infini. 


280. — Quatrième exemple : aire comprise entre un arceau de cycloïde 
et sa base. 


Une décomposition en bandes par les normales successives de la 
courbe, comme on le fait pour le cercle dans la Géométrie élémen- 
taire, nous a déjà (T. 1, p. 225) fait très simplement connaître la 
surface comprise entre un arceau de cycloïde et sa base. Mais il est 
bon de la déduire aussi, par la formule (1) [ p. 96], d’une décompo- 
sition en bandes parallèles y dx de largeur uniforme. 

Adoptons pour axe des æ la base de l’arceau et comme axe des y la 
tangente au point de départ de celui-ci, de manière à avoir pour la 


moitié de l'aire proposée l'expression jh y dx, r désignant le rayon 
0 


du cercle générateur, et l’intégration s'étendant depuis l’abscisse + — 0 
de l’origine jusqu'à celle æ — 77 du sommet. Cette expression, si 
l’on y remplace dx par sa valeur tirée de l'équation différentielle de 
Vyd 
22 net-iolon prend 
Var —y 
our variable aus endante l’ordonnée ui y croît de zéro à 2r 
P LR ) 


la courbe [t. Ï, p, 225, formule (4)] dx — 


4 x L f 4 , e 
devient Da qe L + Après l’avoir doublée, intégrons-la par parties, 
21 —Y 
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en observant que 


CN 3 UE TS 
BE 2 QE MR 
fr Var y > [> dy27 Sa 


M nn 
= by Ve [vor 5 y dr 


3 CRE 
=—2y? Var —y+ 8 [Very ar, 


D, Yen 
et que le terme intégré — 2y?V2r — y s’annule aux deux limites. 
Nous aurons 
or 


(12) Aire de la cycloïde — 6 | V2ry — y?dy. 
* 0 


Or Very you Vr?— (y —r}), exprime les ordonnées d’un demi- 
cercle, décrit sur la hauteur 27 de la cycloïde comme diamètre, et 
dans lequel on prendrait pour abscisses les y comptés de zéro à 2r, 
depuis le milieu de la base jusqu’au sommet de l’arceau. Par suite. 


27 
de ls ns 2 2 nn à 7 s si n2 SE nn . 
l'intégrale J V2ry —7 d'y représente l’aire +rr? de ce demi-cercle; 


et il vient bien, pour la surface d’un arceau de cycloïde, la valeur 377, 
ou trois fois l’aire du cercle générateur de la cycloïde, comme on a 
UNE D #22 00 


281*. — Cinquième exemple : aire comprise sous le profil longitudinal 
d'une onde solitaire; relation entre l’ordonnée de ce profil et les deux 
aires partielles qu'elle délimite. 


(Compléments, p. 54*.) 


282. — Représentation des intégrales définies, par des aires. 


Si l'évaluation d’une aire plane revient à calculer une certaine in- 
b 
tégrale définie, à l'inverse, toute intégrale définie, 4 f(x)dzx, sera 
[A 


graphiquement représentée par la surface plane comprise entre un 
axe horizontal des +, deux ordonnées verticales ayant pour abscisses 
respectives æ =— a, æ — b, et la courbe dont l'équation est, en coor- 
données rectangulaires, y — f(x). En effet, les ordonnées successives 
de cette courbe découperont l'aire considérée en bandes étroites, 
ayant pour longueur ces ordonnées y — f(x), pour largeur la di- 
stance dx de deux d’entre elles et, par suite, pour surface, le produit 
[ pris en valeur absolue] f(x)dx, c'est-à-dire les divers éléments de l’in- 
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tégrale donnée. On voit seulement que, pour la parité de signe de 
ceux-ci aux bandes élémentaires, et, en conséquence, pour l’exactitude 


b 
complète de la représentation de l’intécrale (æ)dzx par la surface 
P Ï 5 1 | 
VARCÉ 


totale comprise, depuis l’abscisse & jusqu’à l’abscisse D, entre la courbe 
et l'axe des æ, il faudra convenir de regarder comme négatives les 
aires qui correspondront à des éléments f(æ)dx négatifs. Si donc x 
grandit sans cesse en allant de à à b, comme il arrive presque tou- 
jours, les aires élémentaires f(x)dx devront être comptées positive- 
ment ou négativement, suivant que les ordonnées correspondantes 


:— f(x) seront elles-mêmes positives ou négatives; et, par consé- 
FA Î 5 ; EL; 

uent, en admettant, pour fixer les idées, que l’axe vertical des y soit 
q ) » | » qd 
dirigé vers le haut, l'intégrale égalera l'excédent des parties de l'aire 
comprise entre la courbe et l’axe horizontal des x, qui se trouveront 
au-dessus de cet axe, sur celles qui seront au-dessous. 

Voyons, par exemple, quelle est la surface propre à représenter 


Le) 
l'intégrale définie Î eT% sin bx dx, où a est une constante positive 
0 


et où nous supposerons le coefficient b également positif. Ici, x grandit 
de zéro à l'infini et, d'autre part, la courbe y — e-%* sinbæ, qui serait 
une sinusoïde sans la présence du facteur positif décroissant e-%*, ne 
différera d’une sinusoïde qu’en ce que les ordonnées successives y se- 
ront réduites de plus en plus, dans le rapport finalement évanouis- 
sant e—*, Il est évident que, sans cette réduction, tous les arceaux, 
OSA, AS'B, BS”C,..., qui ont bases égales, auraient aussi même 
hauteur, même forme et même aire absolue (comprise entre eux et 
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l'axe des æ); de sorte que, leur signe se trouvant alternativement po- 
sitif et négatif, comme celui de leurs ordonnées, l'intégrale exprime- 
rait une somme d’aires égales et contraires, qui ne tendrait vers aucune 
limite déterminée. Mais, comme les hauteurs des arceaux vont en 
décroissant et que, par suite, de deux bandes ydx ayant même lar- 
geur dx avec des abscisses différant d’une longueur d’arceau, la pre- 
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mière a toujours une plus grande hauteur absolue Æ y que la seconde, 
4 z * , 4 ’ 
l'intégrale définie proposée 


Î e—&x sin bæ dx = aire OSA — aire AS'B —- aire BSC— 
0 


sera une série de termes décroissants alternativement positifs et né- 
gatifs, série qu'on sait être toujours convergente et du signe affectant 


son premier terme. Nous avons (p. 68) calculé sa valeur ———> ; 
a? + b? 
positive, en effet, quand b l’est. 


Le] 
Si, au lieu de f e7%% sinbx dx, nous considérons maintenant 
; 


2 
l'intégrale j£ er sinbr°dz, la courbé y —'e7% sin br exe 
0 


pour se déduire d’une sinusoïde, non seulement qu'on y rapetisse les 
ordonnées dans le rapport e-%**, plus rapidement décroissant encore 
que e-4*, mais aussi qu'on les rapproche de plus en plus. L’on devra, 
en d’autres termes, y prendre dx de plus en plus petit pour que, d’une 
ordonnée à la suivante, l'arc bx? éprouve l’accroissement constant 
que reçoit l’abscisse dans une sinusoïde où l’on suppose les ordonnées 
équidistantes. Donc, par le fait de cette double transformation, les 
arceaux diminueront à la fois de largeur et de hauteur; en sorte que 
l'intégrale sera toujours une série convergente, positive, de termes 
décroissants à signes alternés. Cette série restera même convergente 
si l’on pose a — o ou y —sinbzx?, vu qu'alors les arceaux, sans dé- 
croître en hauteur, se rétréciront de plus en plus et indéfiniment à 


Le] 
mesure qu'on s’éloignera de l’origine. L'expression J sin b +? dx) 
0 


offre donc un exemple du premier des cas, indiqués plus haut (p. 66), 
où la fonction sous le signe f n’a pas besoin de tendre vers zéro pour 
que l'intégrale reste finie et déterminée quand le champ d'intégration 
devient infini. 

L'usage de représenter Les intégrales par des aires est si familier 
aux géomètres, que les mots «effectuer une quadrature » et «éva- 
luer une intégrale » sont devenus synonymes. On dit, par exemple, 
qu'un problème est ramené aux quadratures, quand on a prouvé 
que sa solution dépend du calcul d’une intégrale définie. 


(*) Nous l’évaluerons, au n° 327*, dans le Fascicule II. 
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283*. — Expressions générales d’une aire plane, en fonction des coor- 
données successives d’un point mobile qui en décrit le contour, et de 
leurs différentielles. 

(Comipléments, p. 56*.) 


284*. — Application à une orbite unicursale; aire du folium de Descartes. 


(Compléments, p. 59*.) 


285*. — Évaluation des secteurs plans; signification des cosinus et sinus 
hyperboliques d’un double secteur d’hyperbole équilatère. 


(Compléments, p. 61*.) 


286. — De la rectification des courbes : formule générale. 


La rectification d’une courbe, c’est-à-dire son déroulement ou sa 
transformation en une droite équivalente, consiste, au point de vue 
analytique, à calculer la longueur d’un arc quelconque de cette 
courbe. 

Après avoir choisi trois axes rectangulaires des æ, y, z, donnons- 
nous, sous la forme y — f(x), s —v(x), les deux équations de la 
branche déterminée de courbe dont il s'agira d'évaluer un arc, et 
soient a, b les abscisses des deux extrémités, ou supposons que x 
croisse, le long de l’arc, depuis a jusqu’à db. Nous savons que les élé- 


ments ds de l’are admettront l’expression générale /dx?+ dy?+ dz?, 
c’est-à-dire V1 + y'?+ 3°2dx ou Vi+/f'(x)?+v/(x) dx. Donc l'arc 
cherché lui-même sera évidemment donné par la formule 


XD d 
(22) are= f di =} Vi+ f(x) + v'(r) dx; 
CL « 


et 1l y aura, pour l’obtenir, à effectuer la même intégration que si 
l’on demandait la surface comprise, dans l'intervalle des deux ab- 
scisses &, b, entre l’axe de ces abscisses x et la ligne plane dont l’or- 
donnée égalerait V1 + f(x)? +vw'(x}. 

Quand la courbe proposée se trouve dans le plan des æy ou seule- 
ment parallèle à ce plan, la fonction z — (x) est constante et l’expres- 
sion à intégrer devient simplement 1 + f(x) dx. 

Comme nous avons déjà, dans le Tome I, en appliquant la deuxième 
propriété générale des développées, rectifié plusieurs courbes impor- 
tantes qui sont les développées d’autres courbes connues et, notam- 
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ment, trouvé ainsi, au moyen de constructions géométriques aisées à 
traduire en fofmules, la longueur d’un arc quelconque soit de seconde 
parabole cubique (p. 212), soit de cycloïde (p. 222), soit même de 
spirale logarithmique (Fascicule IT, p. 205*), nous pourrons nous con- 
tenter ici d'appliquer la formule (22), prise avec 3'= 0 ou #'(x) =0, 
à des arcs de parabole ordinaire et d’ellipse. 


287. — Rectification de la parabole. 


Rapportons la parabole considérée à sa tangente au sommet pour 
axe des + et à son axe de symétrie pour celui des y. Si p désigne le 
demi-paramètre (distance du foyer à la directrice), l’équation de 


2 


3 , RS Æ 
la courbe sera, comme on sait, x? —2py, c’est-à-dire ns et 
Ÿ D 
, ’ > RC ? \ ’ ’ L 5) 
l’on en déduira y'—-, d’où résultera, pour un arc élémentaire 
P 


ds—V1+ y'dæx, la valeur /: su se dx. Si donc nous admettons que 


l’arc s à évaluer doive partir du sommet æ —o et arriver ainsi jus- 
qu'au point quelconque dont l’abscisse est x, nous aurons 


4 Her NE 
(23) | VAE Vp?+ x? dx. 


La différentielle Vp?+ x?dx, à intégrer, rentre dans le deuxième 
type des différentielles irrationnelles étudiées plus haut (p. 48), et 
par suite, la quadrature demandée est effectuable sous forme finie. Le 
plus simple, pour la faire, consiste à intégrer par parties, en écrivant 
successivement 


x dx 


ro 


JVp?+ a dz=xyp+ax— fxdyp?+a=xyp+x— 


a? dx 


es x? 
Se di = LES 
VE pa Pa 


| FE MERE AS me Fa 


ce qui donne 


et à observer que le dernier terme, » équivaut à 


[Vp?+ x + +? de = x yp?+ a [/p?+ x: x? dx + p? D + const. 
F 


24 D2 


APPLICATION AUX ARCS DE PARABOLE ET AUX ARCS D ELLIPSE. 109 


Transposons le troisième terme dans le premier membre, pour le ré- 
duire avec celui qui s’y trouve déjà, et rappelons-nous que l'intégrale 
dx 
re 
sant par 2 et intégrant enfin à partir de la limite zéro, il viendra 


dx ae e 3 Laue 
, de la forme [7 —, a été obtenue (p. 50). En divi- 
VA + x? 


| 1: Vpè+ ai dx = re 4 EE fog(e +Vpr+ 2) — logp] 
| 


TVp?+ rx? 2 ZT +Vp?+ x? 
D he Vpn 
2 2 P 
Cette valeur, substituée dans la formule (23), donnera donc, pour 
l'expression cherchée d'un arc de parabole, 


_ æWp?+ a? Me æ + Vp?+ x? 


(24) 28 c Ï# 


=2| 24/15 of + Hs) 
Ale Da Nr V D? 


On voit que la parabole ordinaire n’est rectifiable sous forme finie 
que par l’emploi de la fonction logarithmique, et non algébriquement. 


288. — Rectification de l’ellipse. 


Soit actuellement à évaluer, dans une ellipse rapportée à son grand 
axe 24 et à son petit axe 2b pour axes respectifs des abscisses x et 
des ordonnées y, un arc s inférieur à un quart du périmètre total, et 
compté à partir d’une extrémité du petit axe, jusqu’à un point dont 
on donne, entre — a et a, l’abscisse x. De l'équation de la courbe 


bPx 


, LS . , , y . oy « pau = a 
act Ps =) différénucemtilrréesulterat y — :1 Part suite, 


ay 

ds ay? + bi? L : : 

Var y où = — HA An - Substituons à a? y?, sous le radical, 
dx ary2 

la valeur b?(a?— x?) tirée de l'équation de la courbe, ce qui, après 


di —(a?— bb? )? 


: d' 
suppression de b? haut et bas, donne _ ve FM 


a?( a? — x?) 
rappelons-nous que V/a? — b? exprimelademi-distance focale c, produit 
du demi grand axe a par l’excentricité e de l’ellipse. On peut donc 


ds 
remplacer &?—- b? par a?e?; et la valeur du rapport Ta St enfin, après 


a? — e?2x2 
la suppression, haut et bas, du facteur commun «?, VE “4 Dem ti 


Donc, chaque élément ds de l’arc égale le produit de cette dernière 
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expression, prise pour l’abscisse æ d'un point de l'élément, par la 
projection dx de celui-ci sur l’axe des abscisses; et, l'arc commien- 
çant d’ailleurs pour æ — 0, il vient 


a? — e? x? 
(29) S= —— dx. 
: d?— x? 


Introduisons à la place de +, comme dans la question analogue sur 


la surface de l’ellipse (p. 97), l'angle u, variable de zéro à 2 


: , T 
dont le sinus égale le rapport —; ou posons, en d’autres termes, 
a 


æ—=asinu et, par suite, dx — a cosu du. Le second membre de (25) 
aura encore, sous le radical, un facteur commun a? qui disparaîtra 
des deux termes de la fraction; et, en observant de plus que le quo- 


tient de cosu par V1 — sin2u est l'unité, il viendra 


aresin— LE SUR 
(26) s=a | Vi— e?sin?u du. 
0 


On reconnaît, au deuxième membre, l'intégrale elliptique de se- 
conde espèce E(#,0), dont le développement en série a été étudié dans 


° . c CU . e . T 
la dernière Leçon (p. 83), et où 1l faudra poser ici À —e, # — arc sin + 


Donc l'expression de l'arc d’ellipse est, au moyen de cette fonction 
transcendante E(#, ©), 


Loi 
Na) s—aE(e, arc sin a): 
a 


Evaluons, par exemple, le périmètre entier, que nous appellerons $, 
de l’ellipse, c’est-à-dire quatre fois ce que devient le second membre 
de (27) quand la projection x de l’arc s sur le grand axe atteint son 


. . Fu 
maximum a, ou quand l’arc w devient -- Alors le second membre 
2 


. T . . 
de (27) acquiert la valeur aE(e, =)» produit du demi grand axe @& 
2 


par l'intégrale complète E!(e); et, si l’on substitue, dans S—4aE'{e), 
la valeur en série que donne la seconde formule (26) de la dernière 
Leçon (p. 85), on aura 


d'A! 2 NL TR CONETT T E 2 
28 se Pr Col PE DER a Pere 2 rie Ne = . 
(28) Sara (3e) en) (ss) a 


Le contour de l’ellipse vaut donc le produit de la circonférence cir- 
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- 1 {1 fox à , PT 
conscrite 2ra par la série 1 — : É e) — ..., essentiellement infé- 


rieure à l'unité. Il devait bien en être ainsi, puisque l’ellipse, ligne 
convexe enveloppée par la circonférence 274, se trouve nécessaire- 
ment plus courte qu’elle. 

Comme d’ailleurs, pour la même raison, ce périmètre S dépasse 
celui, 2rb, du cercle inscrit, la question se pose de savoir s’il ne se- 
rait pas, jusqu’à un certain degré d’approximation, la moyenne soit 
arithmétique, soit géométrique, des deux circonférences circonscrite 
et inscrite 27 @, 2Tb; question d'autant plus naturelle, que l’aire de 
l’ellipse est déjà exactement la moyenne géométrique des surfaces con- 
tenues dans les deux circonférences. Il y a donc lieu, d’après l'égalité 


a? — b?— ae? qui donne b — aV/1— e?, d'évaluer en série l'expres- 
sion.2raÿ/1—e? de la circonférence inscrite, en y développant le 
radical par la seconde formule (28) [T. 1, p. 159]. Il vient 


Puel TON TS 
2rmb—2rali— -([-e2) —. |[—--et ae SA de 
hr 5 JE EN Dee ; 


d’où, pour la moyenne arithmétique de cette expression et de 27a, 


| (a +b)zara|r—: (2e) — : (3 


(29) | 


LS O9 
CNE 
Q 
[er] 
er S 


Où 
PATES 
NU 
nw | 
SCORE 100 
O1 OC 
[Sp] 
ee — 
nement) 


série dont tous les termes entre crochets, sauf les deux premiers, sont, 
à la fois, négatifs et d’une valeur absolue visiblement plus forte que 
celle des termes analogues de (28). 

Ainsi, le contour de l’ellipse dépasse la moyenne arithmétique des 


deux circonférences inscrite et circonscrite, et, à plus forte raison, 
: — Erre 
leur moyenne géométrique (1), 2rVab ou 2ra(1— e?)*, qui serait, 


1 
en développant (1— e?)* par la formule du binôme, 


— e? 3e* 7 e6 Te \ 
(30 DUAL DT AU — 4 : LCA Ee 
ia EN ET OM TER ETET ) 


(*) La moyenne arithmétique de deux nombres positifs donnés æ, y dépasse 


Û PNUD LE FN e ; 
toujours leur moyenne géométrique, car son carré ( ) excedenle are Ty, 


2 


, PE res , en RE NN ; 
de la moyenne géométrique, leur différence étant la quantité ; » essentiel- 


lement positive. On peut voir d’ailleurs, sur ce sujet, le deuxième Fascicule, 
1e 50’. 
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Toutefois, si l’on suppose le carré e? de l’excentricité assez petit 
pour que sa quatrième puissance e* soit insensible à côté de lunité, 
ou pour que les séries, dans (28), (29) et (30), puissent être réduites 
à leurs quatre premiers termes, ces formules donneront 


% 2 
SET ab VER (+ L } 


32 


PS 
(ee) 
mi 

er 


AT: Trace! / De 
er b = 3 LÉ RS AN . 
S—2Trya rs ds P ke 


d’où l’on conclura 
3L[S — r(a + b)]= S — 2x ab (sensiblement) 
et, par suite, 


(32) Sr [3 Va | (à fort peu près). 


Si même on pouvait négliger une erreur absolue par défaut égale à 


Tae* 3e?) Fe 
a (: - — } ou (vu que S ne diffère pas beaucoup de 2ra) une 
2 4 


rae 
32 
à-dire la soixante-quatrième partie de la quatrième puissance de 


erreur relative valant à peu près le quotient de par 27a, c’est- 


l’excentricité, le contour de l’ellipse serait sensiblement, d’après la 
première formule (31), la moyenne arithmétique des deux circonfé- 
rences circonscrite et inscrite. 

Mais, en s’en tenant à la formule (32) beaucoup plus approchée, 
quoique encore fort simple, l'erreur (par excès) ne deviendra sen- 
sible que dans le cas d’ellipses très excentriques : car, même pour 


e—sin79° — 0,9659 ou pour ‘ — cos75°—0,2588, elle n’atteint pas 


la cent-cinquantième partie du résultat, comme on le reconnaît par 
comparaison avec la valeur exacte 4aE!(e) — 4aËE!(sin75*) calculée 
au moyen du Tableau de la page 86; et, pour e — sin7o° — 0,9397 ou 


pour 5 — 0,3/20, elle n’est que les 0,003 deS. Poure— sin 8v° — 0,0848 


(ou a — 01786), l'erreur s'élève au soixante-huitième environ de S 


et commence, on le voit, à n'être plus négligeable dans des applica- 
tions ordinaires, Quand l’excentricité e est petite, on s’y rend compte 
de l’approximation, en évaluant, jusqu'aux termes affectés de e in- 
clusivement, le second membre de (32), qui n’est autre chose que 
le demi-excédent de trois fois le second membre de (29) sur le 
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second membre de (30), On ne trouve ainsi, pour le premier terme 
de la différence entre ce résultat approché (32) et la vraie valeur 


(28) de S, que le produit de 2ra par le très petit rapport positif 
3es 3 e8 : ET : : “112: 
PT Mis 16381” toujours inférieur à un cinq-millième. 

En résumé, la formule (32) suffira généralement dans la pratique, 
et elle permettra d’y regarder le contour de toute ellipse dont l’excen- 
tricité n’est pas très forte (ou ne dépasse pas, par exemple, 0,95), 
comme équivalent à celui d’un cercle ayant pour diamètre l’excé- 
dent de trois fois la moyenne arithmétique des deux demi-axes sur 


une fois leur moyenne géométrique. 


289*. — Courbe plane dont les arcs sont proportionnels aux surfaces 
qu'ils limitent au-dessus de l'axe des abscisses; rectification de la 
chaïinette. 

(Compléments, p. 63*.) 


290*. — Rectification d'une courbe rapportée à des coordonnées polaires ; 


application à la spirale logarithmique et à la loxodromie. 


(Compléments, p. 65*.) 
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VINGT-SEPTIÈME LECON. 


CUBATURE DES VOLUMES ET QUADRATURE DES SURFACES COURBES. 


291. — Cubature des volumes : formule générale. 


Passons maintenant à une troisième application géométrique des 
intégrales définies, à la cubature des volumes, c’est-à-dire à l’évalua- 
tion de l'étendue (ou volume) de la portion de l’espace qu’occupe un 
corps de forme et de dimensions données, comparée à l’étendue ana- 
logue d’un cube ayant pour arête l’unité de longueur (1). 


(') Vote sur la notion de volume. 


Les auteurs de Calcul intégral ne me paraissent pas avoir, jusqu'ici, d’une 
manière suffisamment nette, défini la quantité dite volume d’un corps et, surtout, 


Fig. 49. 


montré comment cette quantité est indépendante de l'orientation des plans sui- 
vant lesquels se fait la division de l’espace en cubes élémentaires. Il y aura lieu 
de procéder, à cet égard, comme nous l’avons fait, dans la note du n° 276 (p. 91), 
pour l'aire d’une surface plane. 

On divisera le solide donné ARSTB, par trois files de plans normaux à des 
axes coordonnés rectangles O >, Jo Oz, en cubes infiniment petits; et l’on se 
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Soit ARSTB (p. 116) un corps quelconque, rapporté à un système 
d’axes rectilignes Ox, Oy, Oz, dont le premier, Ox, fait avec le plan 
yOz des deux autres un angle connu +, complémentaire de celui, 


proposera d'évaluer le rapport du nombre de ces cubes au nombre des cubes pareils 

contenus dans le cube fini qui a son arèête égale à l’unité. Chaque petit cube de lon- 

gueur dx comptera donc, dans le rapport cherché, pour la valeur dx*, vu que le cube 
I 


dont l’arête vaut 1 a ses dimensions re fois plus grandes et contient par suite, comme 


; À ve Pi HV? L SUR 
on sait,un nombre de petits cubes exprimé par (Z) RP Deux plans consécutifs 


quelconques perpendiculaires à Oæ, tels que le plan MNO, dont l’abscisse OQ égale 
æ, et celui d’abscisse x + dx, comprendront entre eux, à l’intérieur du corps pro- 
posé, sensiblement autant de cubes, d’arête dx, qu'il y aura de carrés dx? décou- 
pés, par les plans normaux aux y et aux z, dans la section RST suivant laquelle 
le plan MNQ intersecte le solide. Le nombre de ces petits cubes égalera donc, 
sauf erreur relative négligeable, le quotient de l’aire s de la section RST par 
l'aire dx? de l’un des carrés; et leur valeur totale, produit de dx° par leur nombre 


() : , 
ne eTa s dx. Or il est clair que cette section faite dans le solide donné par le 


plan MNQ se trouve parfaitement déterminée dès que l’on connaît l’abscisse OQ — x 
du plan, en sorte que son aire ç égale une certaine fonction, f(x), de æ. Ainsi, les 
cubes élémentaires contenus entre les deux plans consécutifs qui ont les abscisses 
æ, &æ + dx, entreront dans la somme à évaluer pour la part f(æ)dæx; et il est 
clair que, si &,, æ, désignent la valeur la plus petite et la valeur la plus grande 
reçues par l’abscisse z dans tout le corps, l’expression totale indiquant le rap- 
port du nombre des cubes infiniment petits qu’il comprend, au nombre des cubes 
pareils contenus dans le cube d’arête 1, sera l’intégrale définie 


fs = for. 


Ce rapport est donc une quantité parfaitement déterminée : on l’appelle le volume 
du corps. 

On verra, en procédant comme dans la note citée (p. 93), que le rapport limite 
ainsi défini s’obtiendrait également par la décomposition du solide donné en par- 
ties quelconques, lesquelles s’évalueraient chacune isolément, et dont il suffirait 
d'ajouter ensuite les valeurs. Enfin, après avoir démontré que des solides égaux, 
pareillement orientés, ou même leurs symétriques par rapport aux plans coor- 
donnés, s’équivalent, comme ayant leurs volumes exprimés par des intégrales 
dont les éléments dx sont en même nombre et respectivement égaux chacun à 
chacun, on reconnaîtra qu’un déplacement quelconque, imprimé à un corps donné 
et à une sphère liée à ce corps, ne fait pas varier le rapport de leurs volumes, 
vu que des assemblages de petits cubes égaux, les remplissant autant que possible 
et entrainés dans leur mouvement, resteront tous pareillement disposés et tou- 
jours en même nombre. D'ailleurs, comme aucun changement d’orientation ne 
modifie la manière d'être de la sphère par rapport aux plans coordonnés, ni, par 
suite, l’intégrale appelée son volume, l’intégrale analogue dite volume du corps 
proposé restera, elle aussi, invariable, et sera la même non seulement pour des 
corps égaux quelconques, mais encore pour leurs symétriques. 
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æOp, qu'il fait avec une perpendiculaire Op à O yet Oz. Proposons- 
nous d'exprimer le volume de ce corps, au moyen d’une intégrale dé- 
pendant de quantités explicitement calculables dès qu'on aura défini 
la situation, par rapport aux axes, de la surface ASB qui le limite, 
c’est-à-dire dès que l’on connaîtra l’équation des diverses parties 
de ASB. 

A cet effet, de même que nous avons évalué les surfaces planes par 
une division en bandes étroites ayant la direction des ordonnées, me- 
nons ici, par les divers points de l’axe des x, des plans, parallèles à 
celui des yz, qui partageront le volume en tranches d’une épaisseur in- 
finiment petite. Soit RSTT'S'R' l’une de ces tranches, comprise entre 
le plan MNOQ, qui a labscisse OQ — x, et le plan suivant M'N'Q, 


Fig. 50. 


4 


ai ÿ 


# 
dont l’abscisse OQ' est x + dx. Appelons s l'aire de la première base 
RST de cette tranche, c’est-à-dire l’aire de la section faite dans le 
corps par le plan MNQ),. Il est évident que si une droite, constamment 
égale et parallèle à QQ", se mouvait entre les deux plans MNO, M'N'Q’, 
de manière à suivre le contour de la section s, cette droite mobile dé- 
crirait un cylindre entourant un volume presque identique à celui de 
la tranche RSTT'S!R/; car il ne s’en distinguerait que le long du bord 
sur une profondeur comparable à QQ'= dx, ou, pour ainsi dire, par 
de simples rognures, insignifiantes en comparaison de la tranche to- 
tale. Donc on pourra prendre comme expression de celle-ci le volume 
du cylindre, produit de la base os par sa distance au plan M'N'Q' de 
l’autre base, c’est-à-dire par la perpendiculaire OP au plan M'N'Q’, 
projection de QQ'— dx sous l'angle Q'OP = zO p — Fe o: Ainsi 


2 
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la tranche a pour valeur 


d'RIO PES 242 cos (7 —#) =(sin®)odx. 

Mais observons que, vu les données dont on dispose dans chaque 
cas et qui expriment la configuration du corps, la section 5 détermi- 
née par le plan MNOQ se trouve définie dès que l’on connaît l’abscisse 
OQ — x de ce plan. Par exemple, si équation de la surface limite du 
corps ASB est F(x, y, z)— 0, le contour RST de s sera représenté au 
moyen de cette même équation dans laquelle, seulement, on fera x 
égal à la valeur constante OO, et où les seules variables seront les 
coordonnées y, z, d’ailleurs faciles à construire; sur le plan même de 
la section, par rapport aux deux axes Q y", Qz' parallèles à Oy et à 
Oz. Donc, une quadrature effectuée dans le plan y/Q3' et revenant, 
pour toutes les sections analogues o, à les diviser en bandes minces 
de largeur dy par un même système de plans y— const. parallèles aux 
zx, permettra de calculer l’aire 5, qui, généralement variable d’une 
section à l’autre ou avec l’abcisse x, sera une certaine fonction, désor- 
mais connue, de +. Nous l’appellerons f(x) et poserons ainsi 


(] SAUAE 


Alors l'expression de la tranche quelconque RSTT'S'R' devient 
(sinv)f(x)dx; et le volume total demandé est la somme d’une infinité 
de tranches pareilles, c’est-à-dire la somme de toutes les valeurs que 
prend le produit (sine) f(x)dx quand x y croît, avec continuité, de- 
puis la plus petite abscisse, que j'appellerai +,, des diverses régions 
du corps jusqu’à la plus grande, que j'appellerai æ,. Les deux points 
À et B ayant respectivement cette plus petite et cette plus grande ab- 
scisse seront en général ceux de contact de la surface limite ASB avec 
deux plans tangents menés parallèlement aux y3. On aura donc, pour 
la formule cherchée, 


(1) Volume = (sing) / sde = (sine) [ Fr. 


Lo 


En résumé, le calcul d’un volume exigera deux intégrations, l’une, 
pour évaluer la section s mesurant l’étendue du corps dans les régions 
de l’espace qui ont une abscisse donnée x, étendue proportionnelle au 
volume partiel, d'épaisseur dxsino, étalé en quelque sorte sur cette 
section, l’autre, pour sommer ensuite tous les volumes partiels ana- 
logues. 
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292. — Premier exemple : tronc de cône ou de pyramide. 


Prenons comme premier exemple le tronc de cône ou de pyramide 
à bases quelconques, afin de montrer avec quelle facilité le Calcul in- 
tégral atteint des résultats qui avaient demandé à la Géométrie élé- , 
mentaire d'assez longs raisonnements. 

Rapportons le cône donné à un système d’axes rectangulaires Ox, 
O y, Oz, en choisissant pour origine le sommet O et pour axe des æ 
la perpendiculaire OB menée du sommet O sur le plan de la grande 
base, 5,, du tronc de cône, perpendiculaire qui coupe, en À, le plan 


Ris 01. 


LA 
22 


y 


de la petite base 5,. Ces bases 5,, 5, sont évidemment les deux sections 
5, parallèles aux yz, qui ont la plus petite abscisse, OA = x,, et la 
plus grande OB — x,. Enfin, la hauteur AB — } du tronc est la diffé- 
rence OB — OA des deux abscisses extrêmes. 

Ce qui caractérise les sections s d’un cône ou d’une pyramide, c’est 
qu’elles sont toutes semblables et proportionnelles au carré de leurs 


. (oy 
distances O0 — x au sommet. En d’autres termes, le rapport — est 
FA 


ici constant, et l’on a, en appelant & sa valeur, 
(2) = ar, 


L'application de cette propriété revient évidemment à effectuer, de 
la première intégration qui doit donner'o, toute la partie concernant la 
forme du résultat, et nous pourrons nous dispenser de compléter l’in- 
tégration dont il s’agit; car cela ne serait nécessaire que pour évaluer 
le coefficient numérique a convenant à chaque espèce de section. 

FOUR Le é Tr 
Ainsi, portons la valeur (2) de s dans (1), où il faudra faire e = - 

2 
puisque O x est normal au plan des yz. Il viendra, par une intégration 
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immédiate, 
Li 
Volume — Mn PR Pr NS y ls 
olume — ax = X (x Je = 3 (1 — 26) 
Lo 


(3) 
À h 
| = (a 2)(r}+mmtai)=r (art +amivo+aa). 


Or l’équation (2), si l’on y prend successivement x = 1, æ = %, 
donne at = QR — 01; d'oùaz,æ,—=V(ax?)(axi)—=Voss. Donc 
la relation (3) devient la formule classique du volume d’un tronc de 
cône ou de pyramide, 


(4) Volume = À (as arc + &). 


Cette formule comprend celle de la pyramide, qui s’en déduit par 
l'hypothèse 5, — 0, et aussi celle du cylindre ou du prisme, qu’on ob- 
tient en supposant le sommet O éloigné à linfini et en faisant par 


MH Ti ge 0 — V51 50. 
293. — Deuxième exemple : volume de l’ellipsoïde et des parallélépipèdes, 
à faces conjuguées, qu'on lui circonscrit. 


Proposons-nous actuellement d'évaluer Le volume de l’ellipsoïde dont 
l'équation, par rapport à un système donné de diamètres conjugués 


Ur:07,O7,est 


(5) a in, 


a, b, c désignant les trois demi-diamètres Où = a, OB—b,O0y—c 


H122202 


dirigés suivant les axes coordonnés positifs. Appelons 0 l’angle, yOz, 
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des deux derniers OB, Oy, et soit toujours © celui qui exprime l'in- 
clinaison de Oz ou Ox sur le plan des yz. 

Ici, la section s faite, dans le corps, par le plan y'Qz' parallèle aux 
yz et dont l’abscisse est æ, aura pour équation, d’après (5), 


y2 2? x? y? g2 


! — 


— ET ou T e- 
2 2 Ru ee TS 
2 C a #: x? x? 
b I— — C I— -— 
a? a? 


On voit que cette section, dont RSTQ représente la partie comprise 
dans l’angle des coordonnées positives, est une ellipse rapportée aux 


demi-diamètres conjugués OR = D /: — _. OT 4/: — _. faisant 
entre eux l’angle 0. La formule (3) de la dernière Lecon (p. 97) don- 
nera donc, pour son aire, 5 — 7 x QR x QT x sinROT, c’est-à-dire 
2 
(6) s=(rbesint)(1— À). 
= 
Portons cette valeur dans (1) [p. 117] et observons que, vu l’équa- 


tion (5), les deux limites x, et x, entre lesquelles varie l’abscisse æ 
sont — a et + à. Il viendra, grâce à une intégration immédiate, 


: : “es æ2> 
| Volume — (rbcsin0 sing) f Ü— à) dx 
(2 su 
23 


| — (rbc sin0 sino) (a) —(Rbe sind sing) (5 a): 


347, 


Ainsi la formule du volume de l’ellipsoïde est 
(8) Vol. de l’ellipsoïde — ; rabcsin0 sine — = (2a)(26)(2c)sin0 sin®. 


Or le produit (24)(2b)(2c)sin6 sine représente le volume qu’on 
aurait obtenu si, de + —— à à x — + a, la section avait été un paral- 
lélogramme (2b)(2c)sin0 ayant son centre sur le diamètre 4/« et ses 
côtés respectivement égaux et parallèles aux deux autres diamètres 
conjugués 2 b, 20, dirigés suivant O y et Oz. En d’autres termes, ce pro- 
duit exprime le volume du parallélépipède, circonscrit à l’ellipsoïde, 
dont les faces seraient les plans tangents parallèles aux trois plans dia- 
métraux conjugués choisis pour plans coordonnés, et dont, par suite, 
les arêtes se trouveraient égales et parallèles aux diamètres conjugués 
suivant lesquels ces plans se coupent. La formule (8) revient donc à 


. . n . TT A 
dire que l’ellipsoïde est la fraction & de tous ces parallélépipèdes, ou 
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que tous les parallélépipèdes circonscrits à un ellipsoide, et ayant 
leurs faces parallèles à un système de plans diamétraux conjugués, 
ont le même volume, égal au produit du volume de l’ellipsoïde par 


6 
le facteur mE 


Supposons maintenant qu’on rapporte l’ellipsoïde, non pas à un 
système quelconque de diamètres conjugués, mais à celui qui est 
constitué par ses axes, ou pour lequel les angles 0, © sont droits. Si 
l’on appelle À, B, C les valeurs que reçoivent alors à, b, c, c’est- 
à-dire les trois demi-axes de l’ellipsoïde, la formule (8) deviendra 


(SCI ESS 


(9) Volume de l’ellipsoïde — = r ABC. 


Elle se réduirait à : mA3, ou à . rB3, ou à ire, si deux des axes 
étaient égaux au troisième, cas où l'équation (5) de l’ellipsoïde serait 
celle d’une sphère de rayon A, ou B, ou C. La formule (9) donne 
donc bien, comme cas particulier, le volume classique de la sphère, 
obtenu pourtant, dans les éléments de Géométrie, d’une manière tout 
autre, savoir, par décomposition en pyramides élémentaires ayant leur 
sommet au centre, ou en secteurs engendrés par la rotation de tri- 
angles infiniment aigus se réunissant de même au centre. Enfin, ob- 
4 
3 
hat ps Dh : , 
tités 3 tA°, = r B, 3 rC$, ou constitue ce qu’on appelle leur moyenne 
géométrique, et nous pourrons énoncer la proposition suivante, ana- 
logue à celle qui concerne l’aire de l’ellipse (p. 98) : Le volume d’un 
ellipsoide est la moyenne géométrique des volumes de trois sphères 


dont les diamètres seraient les axes respectifs de cet ellipsoide. 


servons que + TABC égale la racine cubique du produit des trois quan- 


294. — Troisième exemple : volumes d’un segment d’ellipsoide 
et d’un segment de paraboloïde elliptique. 


Nous choisirons pour troisième exemple le volume d’un segment 
d’ellipsoïde, en appelant ainsi la portion d’un ellipsoïde contenue entre 
deux plans sécants parallèles; ce qui comprendra comme cas particu- 
lier le segment de la sphère. Les deux sections déterminées par les 
plans sécants seront dites les bases du segment, et leur distance per- 
pendiculaire en sera la hauteur. 

Si nous adoptons pour axe des x le diamètre qui, dans l’ellipsoïde, 
est conjugué aux deux bases et, pour axes des y et des z, deux dia- 
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mètres conjugués de la section diamétrale parallèle à ces bases, l’équa- 
tion de l’ellipsoïde prendra évidemment la forme (5) ci-dessus; de 
plus, les deux bases du segment ne seront pas autre chose que deux 
des sections 6, parallèles aux y3, dont la relation (6) exprime l’aire. 
Nous appellerons x,, x, leurs abscisses respectives, et 5, s, leurs sur- 
faces, qui auront pour valeurs, d’après (6), 


de x? 
(10) a= (ne sint) (1 F5), 6, —=(mbcsinb) G- a): 
\ a a 

D'ailleurs, la distance de ces deux bases, mesurée parallèlement à l’axe 
des +, égalera évidemment la différence x, — x, de leurs abscisses, et 
sa projection, (4, —æ,)sin®, sur une perpendiculaire Op (p. 119) 
commune aux deux bases, sera la hauteur À du segment. 

Nous aurons donc à effectuer la même intégration que pour lel- 
lipsoïde, mais seulement entre les limites +,, æ,, au lieu de — a et 
+ à. Il viendra, au lieu de (7), 


; x$ — Xi 
Vol. du segment — (bc sin0 sine) LE 20)— AE | 
Lee : : D? + LT + X$ 
— (rc sin0 sins)(x: 2) (: cure fi). 


D | T 
Remplaçons, dans la dernière parenthèse, le terme — 


1To à : 

sur Par la dif- 
, LAS ; (Ti— 2) oi Er. : 
férence de carrés, évidemment égale, Gest SE 


grace à quelques réductions évidentes, donnera 


2 2 \ 2 
Dit Tito Æ$ I net 197 D 1 (T1 — Lo) 
5 d- 2 + | 


LL — ——— — : 
a? a? 6 a? 
; LU æ 
Alors l'expression du volume, en y remplaçant les binômes 1 — pa et 


æi +: | , : 
1 — TS par leurs valeurs tirées de (10) et, au besoin, (4, —zx,)sin® 


par 2, deviendra 


Vol. du segment 


(11) O1 + 09 T DEEE AS La = 45 NU ; 
— + RAA EN Core) (20 ex) sin Ô sin. 


J 
Le premier terme, — (05, + s,)k, du second membre, représente lé vo- 
2 


lume d’un cylindre qui aurait pour hauteur la hauteur À du segment 
et pour base la moyenne arithmétique de ses deux bases 6,, 5. Quant 
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au terme suivant, si on le compare à la dernière expression (8) du vo- 


lume d’un ellipsoïde entier, et si l’on observe que, des trois facteurs 


Ti TC 
Pat 
24 


fs proportionnels à 2a, 2b, 2c, le pre- 
24 

mier est la portion de l’axe des + comprise entre les deux bases du 
segment, on verra qu’il exprime le volume d’un ellipsoïde dont trois 
diamètres conjugués seraient parallèles à Ox, Oy, Oz et exprimés 
par ces trois facteurs, ellipsoïde évidemment semblable au proposé et 
semblablement placé, mais que l’on peut supposer inscrit entre les deux 
bases 5,, 5. Donc, un segment d’ellipsoide égale, en volume, la 
somme d’un cylindre ayant sa base moyenne arithmétique des 
deux bases du segment, avec même hauteur que ce dernier, et d’un 
ellipsoide semblable à celui dont le segment fait partie et sembla- 
blement disposé, inscrit entre les deux bases du segment. 

Quand l’ellipsoïde devient une sphère, cette proposition se réduit 
bien à celle que l’on démontre pour le segment sphérique dans les 
éléments de Géométrie. 

Mais considérons l’autre cas extrême où l'ellipsoïde, au contraire, 
s’allonge indéfiniment dans le sens de l’un de ses diamètres, 2a par 


2 2 


A 4 


exemple, tandis que les rapports —, — conservent deux valeurs finies, 
a (22 


P; q, choisies à volonté. On sait qu’alors, dans le voisinage de cha- 
cune des extrémités du diamètre 24, et jusqu'à toute distance finie de 
cette extrémité, l’ellipsoïde dégénère en un paraboloïde elliptique quel- 


: È RAT b? c? 
conque. D'ailleurs, à la limite a —, les rapports —;, —; ou P,1, 
(OI 0 15 4 € 


sont nuls, et b, c deviennent infiniment petits par rapport à a&; de sorte 
que l’ellipsoïde semblable inscrit entre les deux bases d’un segment 
de hauteur finie s’aplatit et s’amincit jusqu’à zéro. Donc le dernier 
terme de la formule (11) s’'évanouit à la limite, et cette formule ex- 
prime alors que le volume d'un segment quelconque de paraboloïde 
elliptique égale le produit de la demi-somme de ses deux bases par 
leur distance. 

Une des bases s’annule quand son plan devient tangent au parabo- 
loïde, cas où la distance de ce plan tangent, à l’autre base restée finie, 
est la hauteur du segment, c'est-à-dire sa plus grande ordonnée abaissée 
normalement sur le plan qui le limite. Par conséquent, le volume dé- 
taché d’un paraboloïide elliptique par tout plan qui le coupe est égal 
au produit de sa base par la moitié de sa hauteur. 

On remarquera l’analogie de cet énoncé avec celui, presque aussi 
simple, qui concerne l’airve d’un segment parabolique (p. 100). 
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293. — Quatrième exemple : volume d'un solide de révolution. 


Considérons enfin le solide, dit de révolution, que décrit la surface 
A'B'BA limitée, dans un plan 0x, par une courbe quelconque 
A!'Q'B', l'axe des x, et deux ordonnées perpendiculaires A’A, B'B, 


Fig. 53. 


lorsqu'on fait tourner cette surface autour de la droite même AB 
choisie comme axe des x. 

Nous appellerons toujours æ,, +, les deux abscisses OA, OB la plus 
petite et la plus grande des points du solide considéré; et nous obser- 
verons que, si l’on suppose rectangulaires les trois axes Ox, O y, Oz, 
les sections © faites dans le volume parallèlement aux yz ne seront 
autre chose que les cercles mêmes décrits, lors du mouvement de ro- 
tation, par les diverses ordonnées z, comme QQ', de la courbe gé- 
nératrice A'B'. Soit donc z —F(x) l'équation de cette courbe;«il 
viendra o=rs —mF(zx}. Par suite, la formule (1) [p. 119; où 
faudra poser en outre sine —1, sera ici 


li TL; 
(12) Volume — ni na dr —  f PAL 
Lo Lo 
Prenons comme exemple le volume qui est engendré par la surface 
AA'æ comprise entre un arc AM d’hyperbole équilatère prolongé à 
l'infini, son asymptote O x et l’ordonnée A'A normale à celle-ci, lors- 
qu'on fait tourner cette surface autour de l’asymptote. Alors l’équation 


a Me LA À : Ë 
de la courbe a la forme 3 — z Cb la limite supérieure +, étant d’ail- 


leurs infinie, il vient 


æ I a a 
Volume = ra? — = ra? ( ) = — =r(2) Lo: 


2 
nr: 
Xi 
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N , , «a , . (4A 

Or, d’après la formule générale, —-; de l’ordonnée 3, le quotient — 
) Oo sl ÿ) x 

T 0 


exprime l’'ordonnée initiale 3, ou AA de l’arc générateur. Le volume 
cherché égale donc rz52, c’est-à-dire x X AA’ "x OA, ou, précisé- 
ment, le volume du cylindre UA’CV, ayant mème base que le volume 
proposé, et pour hauteur, la distance OA de cette base A’AC au plan 
engendré par la seconde asymptote Oz de la courbe génératrice. La 
figure ne représente de ce cylindre, tout comme des cercles engendrés 
par les ordonnées AA’, OO", BB’, que le quart compris dans l'angle 
des coordonnées positives. 

On voit par là que le volume dont il s'agit a une valeur finie et 
déterminée, malgré sa longueur infinie ÀAx et, même, malgré la va- 
leur infinie de l’aire AÂ'x qui le décrit. Ce paradoxe apparent, d’un 
volume int engendré par une surface infinie, s'explique en observant 
que les parties de l’aire AA’M, très éloignées, auxquelles est due sa 
valeur infinie, ne décrivent autour de Ox, vu leur aplatissement 
contre cet axe, que des cercles infiniment petits. Donc la troisième di- 
mension qui naît du mouvement s’y trouve infiniment réduite; et l’in- 
fluence du facteur algébrique nul qu’elle introduit l'emporte sur celle 
du facteur infini exprimant l’aire génératrice, lequel n’est qu’un loga- 
rithme, d’un ordre d’infinitude évanouissant (t. I, p. 139). 


296. — De la quadrature des surfaces courbes ; ce que l’on entend 
par l'aire d’une telle surface. 


Après avoir vu comment on peut cuber un corps, cherchons à évaluer 
sa surface limite. Celle-ci, généralement courbe, ne sera pas compa- 
rable d’une manière directe à l'unité d’aire, qui est plane; et il y aura 
lieu d’abord de s’en former une idée précise en procédant comme nous 
l’avons fait dès le commencement du Cours pour la notion de la lon- 
gueur d’un arc (t. [, p. 14). 

La partie quelconque de surface courbe dont on veut considérer 
l'aire étant bien définie par l'équation de cette surface et par une autre 
relation propre à fixer son contour, nous imaginerons que l’on con- 
struise une surface polyédrique à faces très petites, très voisines par- 
tout de la surface proposée et très peu inclinées par rapport aux plans 
tangents menés à celle-ci en des points voisins, cette surface polyé- 
drique se terminant enfin très près du contour donné. Pour l'obtenir, 
on pourra, par exemple, comme lorsqu'il s'agissait de former des lignes 
polygonales tendant vers une courbe, l’inscrire à la surface proposée, 
c'est-à-dire prendre tous ses sommets sur celle-ci. La construction 
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réussira, quels que soient les points choisis comme sommets, pourvu 
qu’on se borne à des faces triangulaires; car 1l suffira toujours de me- 
ner des droites de chacun de ces points à ceux qui en seront les plus 
proches, pour les relier tous par un réseau de triangles. 

Cela posé, démontrons que l’aire totale d’une pareille surface po- 
lyédrique, arrêtée à un contour se confondant finalement avec celui 
que l’on assigne, tend vers une limite déterminée quand ses faces, de 
plus en plus nombreuses et de plus en plus petites, se rapprochent in- 
définiment de la surface courbe, en prenant des directions de moins 
en moins inclinées par rapport aux plans tangents; et nous pourrons 
évidemment regarder cette limite, aire de la surface polyédrique au 
moment où se fait son passage à la surface courbe, comme étant l'aire 
même de celle-ci. Il suffira, conformément à la règle qui permet de 
reconnaitre les quantités variables pourvues de limites, de prouver 
que, si la première surface proposée a déjà ses faces assez voisines de 
la surface courbe, assez peu inclinées sur les plans tangents, etc., 
toutes celles qui viendront après, ou dont les faces ne seront pas moins 
petites ni moins voisines de la surface, etc., offriront des aires totales 
différant aussi peu que l’on voudra de la sienne. 

À cet effet, considérant successivement chaque face, que J'appelle- 
rai w, de la première surface polyédrique dont il s’agit, imaginons que, 
de tous les points de son contour, on mène des normales à la surface 
courbe donnée, plus courtes distances de ces points à celle-ci, et dont 
l’ordre de petitesse égalera pour le moins celui des dimensions de w. 
Autrement dit, supposons qu’une très courte droite mobile, constam- 
ment normale à la surface courbe, fasse le tour de la face en question 
w; en la prolongeant, s'il le faut, mais sans changer son ordre de gran- 
deur, elle percera sans cesse toute autre-des surfaces polyédriques 
considérées, de manière à y découper dans son mouvement une cer 
taine partie, que J'appellerai w’ (1). Or, si l’on projette celle-ci, w’, 
sur le plan de w, son contour se projettera très sensiblement sur le 
contour même de w; car les normales joignant les points correspon- 
dants de ces deux contours se projetteront sous des angles très peu 
différents d’un droit et auront, par suite, leurs projections d’un ordre 


(") Au n°5 (p. 14 du Tome I), où il s'agissait pareillement de définir la lon- 
gueur d’un arc de courbe comme limite de lignes polygonales, la division des 
lignes polygonales en parties correspondantes aurait pu très simplement se faire 
de même au moyen de plans normaux à la courbe, menés par les sommets de l’une 
des lignes polygonales à comparer, au lieu de se faire au moyen de perpendicu- 
laires abaissées de ces sommets sur la seconde ligne polygonale, ce qui donne des 
directions moins graduellement variables. 
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de petitesse supérieur au leur ou supérieur, par conséquent, à l’ordre 
même des dimensions de w. Ainsi, la projection de w’ sur le plan de w 
aura avec w un rapport sensiblement égal à r. Comme, d’ailleurs, les 
faces ou portions de faces dont elle sera composée ne feront, avec 
tous les plans tangents voisins de w, ou avec w, que des angles extrè- 
mement petits, donnant très sensiblement l'unité pour le rapport de 
chaque partie plane de w' à sa projection partielle et, par suite, pour 
celui de w/ à la projection totale, c’est le rapport — lui-même qui 
prendra la forme 1+e, où & désigne une quantité évanouissante. Par 
conséquent, la seconde surface polyédrique dont il s’agit se trouvera 
décomposée en parties, w/, correspondant aux faces w de la première, et 
ayant avec elles des rapports aussi proches que l’on voudra de l’unité; 
d’où il suit évidemment que le rapport général de ces deux surfaces 
totales n’est pas moins voisin de la même limite 1, ou que la différence 
de leurs aires se réduit à une fraction infiniment petite de l’une d’elles, 
différence négligeable quand ces aires elles-mêmes, évidemment com- 
parables, en général, à celles qu’entourent les projections de leurs 
contours sur un plan coordonné, sont finies. 

Ainsi, le fait de l'existence d’une limite, aire de la surface courbe, 
est bien démontré. Et l’on remarquera, de plus, que toute partie, w’, 
très petite en tous sens, de cette aire, aura, à des infiniment petits 
près, ses divers éléments (limites des facettes de la seconde surface 
polyédriqué), de même direction que le plan tangent mené en un 
quelconque de ses points; de telle sorte qu’on obtiendra sa projection 
sur un plan arbitraire donné en multipliant w’ par le cosinus de l'angle 
de ce plan avec le plan tangent dont il s’agit, comme st elle était 
située sur celui-ci. 


297. — Aire des surfaces de révolution. 


Pour mettre sous Ia forme d’une intégrale définie la valeur de la 
surface courbe proposée, et en effectuer par là finalement le calcul, 
continuons à employer le procédé qui nous a déjà conduit aux expres- 
sions générales des aires planes, des arcs et des volumes, en divisant 
la surface en bandes minces, par une famille de plans parallèles aux yz. 

Or il est deux cas, particulièrement simples, où, les axes étant sup- 
posés rectangulaires, l’une quelconque de ces bandes, comprise par suite 
entre deux plans normaux aux æ et ayant deux abscisses successives +, 
æ + dx, s'exprime immédiatement par une différentielle F(x)dx, 
qu'il ne reste plus qu’à intégrer. Le premier, sur lequel nous n’insis- 
terons pas puisqu'il a fait l'objet d’une longue étude (pp. 95 à 107), est 
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justement le cas extrême ou limite d’une aire plane parallèle aux æy, 
dont chaque bande égale le produit de sa largeur uniforme, dx, par 
sa longueur variable d’une abscisse à l’autre, et par conséquent fonc- 
tion déterminée de x. Le second est Le cas de la surface de révolu- 
tion décrite par une courbe plane AMB, tournant autour d’un axe Ox 
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situé dans son plan. On sait que chaque position, AB, CD, ..., de la 


courbe génératrice, intersection de la surface par un plan mené sui- 
vant l’axe de révolution O x, s'appelle, comme ce plan lui-même, un 
méridien de la surface, et que les cercles, perpendiculaires à Ox, 
décrits par les divers points M, M’, ... de la génératrice, ou ayant pour 
rayons les diverses positions des ordonnées correspondantes 5: — MO, 
3—M'Q"', ... abaissées normalement (dans le plan des sx, par 
exemple) de la génératrice sur l'axe, sont dits les parallèles (c’est- 
à-dire les cercies parallèles) de la surface; enfin, la portion de celle-ci 
engendrée, dans une rotation complète, par un segment quelconque de 
l’arc générateur AMB, et que limitent par conséquent deux cercles 
parallèles ou deux plans normaux à l’axe de révolution Ox, s'appelle 
une 30ne. 

Il s’agit donc, l’équation 5 — f(x) de la courbe génératrice étant 
donnée, de mettre sous la forme F(x)dx l'aire de la zone élémentaire 
quelconque comprise entre les deux plans consécutifs + — const., 
æ + dx —const., et décrite par un élément MM'— ds de l’arc AMB. 
À cet effet, considérons d’abord le fragment de zone MM'N'N engen- 
dré, par MM’, dans une rotation élémentaire MON — 49 du plan mé- 
ridien ABx, c'est-à-dire entre les deux positions consécutives AB et 
CD de la courbe génératrice. Les arcs circulaires MN et M'N’, nor- 
maux à leurs rayons QM et Q'M', ON et Q'N', le sont, par suite, 
aux plans AMB x, CND x auxquels les leurs se trouvent perpendicu- 
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laires; et les quatre angles du quadrilatère légèrement curviligne 
MM'N'N sont droits. Donc la projection, qui s’effectue très sensible- 
ment en vraie grandeur, de ce quadrilatère ou élément de zone, sur 
un plan faisant des angles infiniment petits avec ses plans tangents 
(comme, par exemple, sur le plan TMN des quatre sommets ou des 
deux positions successives TMM’, TNN’ de la corde MM' prolongée), 
pourra être assimilée à un rectangle ayant ses dimensions exprimées, 
à des infiniment petits près, par MM’ — ds et par MN — QM %< d0 — :df. 
Ainsi, tous les fragments, tels que MM'N’N, de la zone engendrée par 
l'arc ds, auront l'expression ds(z d8); et, comme le facteur d0 y va- 
riera seul d’un fragment à l’autre, c’est-à-dire quand le plan méridien 
ABx, en tournant successivement d’une infinité d’angles d0, aura fait 
un tour complet mesuré par l'angle total 27 — f dû, la zone entière 
vaudra évidemment z ds f dû — 272ds. 

Or il suffit de remplacer, dans cette expression, z par sa valeur 
f(x), et ds par la sienne dx? + dz?= V1 + f'(x) dx, pour lui don- 
ner la forme voulue, F(x)dx, d'une simple différentielle en x. Puis 
une intégration de cette expression entre deux limites quelconques, 
telles que Ox — x, et OB— x;, fera connaître l’aire d’une zone de 
hauteur finie «8. En résumé, l’on aura 


LT ban 
(13) Zone = a f ads or jé f(æ)Vi+f'(x} dx. 
FA ue 

L'intégration qu'indique cette formule est effectuable en termes 
finis, par les règles données plus haut (XXII et XXII Leçon), dans 
un certain nombre de cas, notamment quand il s’agit de la surface 
d’un ellipsoïde de révolution ou aplati, ou allongé, c’est-à-dire dé- 
crit par une demi-ellipse, terminée aux deux extrémités soit du petit 
axe, soit du grand axe, et tournant autour de cet axe. 


298. — Exemples : corps ronds de la Géométrie élémentaire. 


Mais bornons-nous aux corps ronds étudiés dans la Géométrie élé- 
mentare, pour retrouver les formules de leur surface convexe, diffi- 
ciles à y bien établir faute d’une démonstration préalable touchant la 
possibilité de réduire ces surfaces à des aires planes. 

Commençons par le 4ronc de cône, où la courbe AB (p. 128) se ré- 
duit à une droite. Alors, si l’on appelle 3,, 3, les deux ordonnées ex- 
trêmes Az, BB, c’est-à-dire les rayons des deux bases du tronc, s l'arc 
compté à partir de À, / sa longueur totale AB, il est évident que 3 et 
s varieront proportionnellement le long de AB, en sorte que le rapport 


B. — II. Partie élémentaire. 9 
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, \ Z1 
sera constant et égal à sa valeur finale —— 


TUE 30 
: 7 —: On pourra donc 


écrire 


ere 1 Z1 — Z0 Ælore0 
nt à ou AUTO 0 


Comme, d’ailleurs, les deux valeurs limites de la variable s seront 
s—0, s— l, le second membre de (13) deviendra, en effectuant fina- 
lement l'intégration et réduisant, 


{ : 
A Z1 — 39 30 + 31 
(14) Surf.convexedutr.decône =27 [ [5 + EE | ds = 27 — |. 


00 

C’est bien la formule classique; d’où l’on déduit, d'une part, la sur- 
face convexe du cylindre, en supposant 3, — z, et, d'autre part, celle 
du cône, en faisant z,— 0. 

Reste à examiner le cas d'une zone sphérique. Alors la courbe gé- 
nératrice AB est un arc de cercle dont la projectionsurO x, «8 =, —%0, 
mesure la hauteur À de la zone, tandis que les cercles décrits par les 
deux ordonnées extrêmes Az, BB sont ses deux bases. Appelons R le 
rayon de la sphère dont la zone fait partie, et, l’ordonnée z du demi- 
cercle générateur de cette sphère étant, en fonction d’une abscisse æ 


comptée à partir du centre, 3 = R?— x°, nous aurons 
— x dx 


Az = When d'où ds ou Vdx? + ds 
2 — y? 


R dx R dx 
VE 

Donc l'expression z ds a pour valeur Rdx; et une zone élémentaire 
27 z ds équivaut à 27 Rdx, produit d’une circonférence 27R de grand 
cercle par la hauteur dx. En conséquence, l’aire d’une zone finie, 
27 R f dx —2rRA, s'obtiendra également en multipliant par sa hau- 
teur À la circonférence 27R d’un grand cercle de la sphère; et la sur- 
face entière de celle-ci, zone de hauteur 2R ou comprise entre deux 
plans tangents parallèles distants d’un diamètre, vaudra 


(2rR)(2R)=— 47 R?, 
ou le quadruple d’un grand cercle +rR?; en sorte que l’aire 27 R? d’un 
hémisphère sera le double de sa projection +R? sur son cercle de base. 
299. — Réduction, à une intégrale définie, de l'aire d’une surface courbe 
quelconque. 


Passons maintenant au cas général d’une surface quelconque rap- 
portée à un système d’axes rectangles; et voyons comment s'y expri- 
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mera, sous la forme F(x)dx, l'aire de la bande élémentaire comprise 
entre deux plans consécutifs quelconques normaux aux æ, ou ayant 
les abscisses respectives x, æ + dx. Nous ne pourrons plus, comme 
quand la bande était plane, l’évaluer d’un coup, ni, comme lorsqu'elle 
était de révolution, la partager en rectangles infiniment petits dans 
les deux sens et ayant tous un côté de même longueur; mais, du 
moins, son partage en fragments de dimensions infiniment petites don- 
nera des éléments assimilables à des aires planes, ou dont la projec- 
tion sur un plan quelconque, celui des æy par exemple, se fera en les 
multipliant par le cosinus de l’angle, y, d’une de leurs normales avec 
la normale à ce plan, c’est-à-dire avec l’axe des 3 dans l’exemple en 
question. Et, à linverse, les éléments d’aire obtenus seront les quo- 
tients respectifs de leurs projections sur le plan des +y par ce cosinus. 

Or, dans le problème analogue de l'évaluation des tranches élémen- 
taires s dæ composant un volume, l'expression, en intégrale définie, 
des bases s des tranches, a été formée en menant le système des plans 
normaux à l’axe des y, ou dont deux consécutifs ont respectivement 
Y, Y + dy pour leur coordonnée constante suivant cet axe. On procé- 
dera donc ici de même, c’est-à-dire que l’on partagera la bande consi- 
dérée de surface en éléments infiniment petits dans les deux sens, au 
moyen de la famille de plans y = const.; et, en effet, la construction 
de cette seconde famille y — const. n’est pas moins naturelle que celle 
de la première æ — const., quand l'équation de la surface, mise sous 
la forme 3 —f(x,7), attribue aux deux coordonnées x et y un rôle 
pareil. | 

Mais, pour plus de clarté, fixons d’une manière précise les données 
du problème. Supposons qu’on ait partagé la surface courbe en par- 
ties, comme ARBTS (p. 132), dont chacune admette au plus une 
ordonnée 3 pour un système quelconque de valeurs des deux autres 
coordonnées æ, y, ou ne se trouve percée qu’en un seul point par 
toute parallèle à l’axe des z; et soient z = f(x, y) l'expression connue 
de cette ordonnée; p, g, comme à l'ordinaire, ses deux dérivées par- 
tielles en x et y. La courbe limite ARBT de la surface qu'il s’agit 
d'évaluer sera définie au moyen de son contour apparent A'P,B'P;, 
dont l'équation en æ et y, résolue par rapport à y, donnera deux 
valeurs au moins, comme y — QP, et y — QP,;, pour chaque abscisse 
æ = OQ comprise entre celles, Ox, Of, des tangentes A/4, B'8 menées 
à ce contour apparent parallèlement à l’axe des y. Et si l’on a soin 
d’ailleurs de ne considérer à la fois qu’une partie assez peu étendue 
de la surface courbe, il n’y aura évidemment, sur le contour dont il 
s’agit, pas plus de deux ordonnées y pour une seule abscisse + : j'ap- 
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pellerai y, la plus petite OP;, y, la plus grande QP;, et, respective- 
ment, (x), #,(x) leurs expressions. 
Cela posé, soit RR'T'T la bande de surface à évaluer, comprise 


NE 


entre deux plans consécutifs normaux aux æ, OP,RTP,, Q'PSR'T'P;, 
ayant pour abscisses æ et æ + dx. Le système des plans perpendicu- 
laires à O y la divisera en éléments d’une courbure insensible, comme 
MM'N'N, qui se projetteront sur le plan des xy suivant des rectangles, 
tels que mm'n'n, d’une largeur constante nm'— QQ'— dx, et d'une 
longueur, mn, variable ou non, mesurant l’espacement dy de deux 
plans consécutifs de ce second système. On aura donc, si désigne 
l'angle aigu de la normale à la surface, en M, avec l’axe des 3, angle 


dont le cosinus a pour inverse V1 + p?+ q? (t. I, p. 28), 


dx dy 
COS Y 


Airemm'n'n = dx dy et Aire MM'N'N— = Vi + p?+qdxdy. 

Ainsi se trouve exprimé un élément de bande, en fonction de dx, 
dy et des coordonnées +, y de son premier sommet M, qui est celui 
pour lequel ces coordonnées sont les moindres. Or, quand on consi- 
dère successivement, pour en faire la somme, tous les éléments, comme 
MM'N'N, d’une même bande, les deux quantités æ — OQ et dx = QQ' 


sont invariables, tandis que y varie avec continuité, par accroissements 


dy, comme »#n, uniformes ou non, depuis y5— QP, = v,(æ) [ou plutôt 


depuis une valeur infiniment peu supérieure à celle-là, si l’on ne veut 
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pas compter un élément de surface, insignifiant, ébréché par le con- 
tour |, jusqu’à y,= QP;,=v,(x) [sauf, de même, une erreur négli- 
geable [. Donc la sommation des éléments composant la bande RR'T'T 
donnera, par le transport du facteur commun dx hors du signe f, la 
formule cherchée, 


PET PURES CR 
[ Vi p2+ q? w) dx, 


(15) Aire RRTT = ( 
Polx) 


dans le second membre de laquelle l'intégration indiquée doit se faire 
uniquement, comme on voit, par rapport à y, c’est-à-dire pour une 
valeur invariable OQ de la quantité x dont dépend aussi la fonction 
Vi p?+ q?. Mais, les deux limites #,(x), w,(x) de y dépendant de 
æ, le résultat de cette intégration indiquée par Ur ae q? dy 
devient, en définitive, une certaine fonction F de + seul, comme il ar- 
rivait dans le calcul de la base s d’une tranche élémentaire s dx quand 
il s'agissait d'évaluer un volume. Donc l'expression (15) de l’aire d’une 
bande sera bien de la forme voulue F(x)dx; et une deuxième intégra- 
tion, par rapport à x, entre les deux abscisses extrêmes Où — zx», 
OB= x,, donnera, pour obtenir l'aire demandée de la surface courbe 
ARBTS, la formule générale 


T1 P1(x) 
(16) Aire= f ( Vire p a) dx. 
Lo Do(x) 


300. — Exemples : surfaces d’un triangle sphérique trirectangle 
et de la voûte de Viviani. 


Pour montrer l’usage de cette formule (16), appliquons-la au calcul 
de l’aire du triangle sphérique trirectangle ABC (p. 134) appar- 
tenant à la sphère æ?+ y?2+:?—R? et compris dans l’angle des 
coordonnées positives, ainsi qu’à ce qui reste de ce triangle curviligne 
quand on en Ôôte toute la partie, ATB£, dont la projection sur le plan 
des zx est le demi-cercle ApO décrit sur OA comme diamètre. On y 
aura évidemment æZ—0, æ —=OA—R. De plus, la section de la 
surface par le plan SP;£, d’une abscisse constante æ — OP, comprise 
entre zéro et R, sera le quart de petit cercle S£ pour le triangle, mais 
seulement sa partie ST, projetée en Sp sur le plan des zx et en P,P; 
sur celui des æy, pour l'aire BTAC que l’on veut évaluer à part : d’où 
il résultera, dans le premier cas, 


2  ——2 pa 
Yo où w(T)=0, Ji ou Pire VO OP5 = VR?—2?, 
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et, dans le second cas, 
ÿYo=—=.0; 


SA = Es D bi = V(R— 7) — PO PoA 
\ _=y(R= x) — z(R—x)= YR(R — x). 


Fig. 56. 


L'équation 3 —VR2— x°— y: donnant d’ailleurs p — NT mue meer à 
se R 
PS 7 — et, par conséquent, V/1 + p?-+ g° — ——— 
VR2— g?— y? VAR TN 


la formule (16), où l’on pourra faire sortir le facteur constant R des 
signes f, deviendra : 1° pour le triangle sphérique, 


R V1? A 
CET) Aïré sphér ABC —=UR f (& ne he 
/0 0 VR2 : 


R?— z— y2 


2°, dans l’autre cas, 


R VRR—x) dy 
(18) Aire sphér. ATBCA — R f LL ——— | dr. 
0 0 VRi x PRE y, ÿ 


Fan d LS —2 , 
Or,quand on intègre “ » la quantité R? —z+? ou P,£ joue 
IR? gi y? 
le rôle d’une constante positive $?, et la formule (23) de la XXI° Lecon 


(p.29) donne comme résultat, à partir de la limite yo, arcsin 


— ) 


Mr 


. . T . s , + pe 
c’est-à-dire quand la limite supérieure est y =VREeRY et 


arcsin Ve quand elle est y =YR(R— x). 
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Le second membre de (17) devient donc R {: 
0 


Cal 


[l 


double de la projection AOB — = R? du triangle sphérique ABC sur 


= 


| 


le plan des æy. Il en résulterait bien, pour un hémisphère entier 
4(ABC), une aire égale à deux fois son cercle de base rR?. 
Quant au second membre de (18), si l’on observe que l’angle aigu 


R D 
dont le sinus est PE à pour cosinus 7 €t pour cotangente 
MRC RE 


R Ve 
VE il prend la forme RNA (arccot (7e) Si que l’on réduit à 
0 


ui 
Re f (are cotu)d(u?), en appelant « et introduisant comme variable 
u—0 


d'intégration, au lieu de æ, le rapport + croissant de zéro à 1 


R 
pendant que æ grandit de zéro à R. Or une intégration par parties, 
ME : u? du du 
où l’on observera que —- u?d'arccotu — ———> — du — ———;, donne 
LU? FEU 


S(arecotu)d{(u?) — u?arccotu — fu? d arccotu 


ut arCCOUU = U arctang u + const. 


c'est-à-dire simplement 1, entre la limite w — 0, qui annule les trois 
termes variables du dernier membre, et la limite uw —1, qui rend 
égaux arctang w et arccotu. Par conséquent, la formule (18) devient 


(19) Aire sphér. ATBCA = R?— le carré ADBO. 


Ce résultat remarquable est dû à Viviani, géomètre italien du 
xvi® siècle. Il en déduisit qu’une voûte hémisphérique mince, com- 
posée de quatre triangles trirectangles, comme ABC, réunis autour 
du sommet C, acquiert une surface extérieure commensurable, égale 
au carré du diamètre 2R de sa base, quand on y ouvre quatre 
fenêtres pareilles à A4BT, ou se projetant suivant deux demi-cercles 
sur le plan diamétral des zx. 

On remarquera que, si le triangle sphérique entier ABC est le double 
de sa projection AOB £ sur le plan des xy, la surface partielle ATBCA 
vaut seulement une fois et demie la sienne. En effet, l'expression de 
celle-ci, vu la valeur WR(R — x) de l’ordonnée y — P,P; du pointT, 
est 


R 
f VR(R— x) dx = — : 
0 


e 3 ]R 
VR [CR Lx dr — - R?— 5 aire ATBCA. 


ID 
© | 
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Les deux surfaces considérées ABC et ATBCA présentent donc, 
quoique la seconde seule soit commensurable, ce caractère commun, 
d’avoir des rapports commensurables et aussi simples que possible 
avec leurs projections sur le plan des æy (1). 


301*. — Division d’une surface en bandes de pente uniforme; 
aire de l’ellipsoïde. 
(Compléments, p. 70*.) 
302*. — Évaluation des volumes et des aires courbes en coordonnées 
polaires. 


(Compléments, p. 75*.) 


(*) Il est clair qu’une infinité de plans voisins menés suivant l’axe vertical 
des z découperont le triangle sphérique CAB et sa projection OAB dans les 
mêmes rapports, et donneront ainsi, à partir du sommet C, des demi-fuseaux 
élémentaires, encore doubles des secteurs de cercle, rangés autour de O, qui se- 
ront leurs projections sur le plan æO y. Or, comme l’un quelconque de ces demi- 
fuseaux peut évidemment (à des infiniment petits près d’ordre supérieur) être 
censé appartenir au quart de cylindre circulaire, à génératrices horizontales, 
qui lui est circonscrit, on voit qu’un tel demi-fuseau ou demi-onglet cylindrique 
élémentaire, contigu à une ligne de plus grande pente du quart de cylindre, 
vaut également le double du triangle infiniment aigu constituant sa projection 
horizontale. Enfin, si les deux plans verticaux qui limitent latéralement ce demi- 
onglet ou demi-coin cylindrique élémentaire s’écartent, en tournant autour de 
leur intersection, de manière à comprendre entre eux, dans le même quart de 
cylindre, un demi-coin d’un angle fini quelconque, tous les éléments soit du 
demi-onglet, soil de sa projection sur le plan æO0Yy, limités par des génératrices 
consécutives ou par leurs projections horizontales, grandiront, comme ces géné- : 
ratrices mêmes, dans un rapport commun. Par conséquent, le demi-onglet ou 
demi-coin cylindrique ne cessera pas d’être le double de sa projection hori- 
zontale triangulaire. 


VINGT-HUITIÈME LECON. 


INTÉGRALES MULTIPLES ET LEUR USAGE: CENTRE DE GRAVITÉ DES 
FIGURES: VOLUME ET SURFACE LATÉRALE DU TRONCG DE PRISME; 
THÉORÈME DE GULDIN. 


303. — Des intégrales doubles: exemple qu'en donne l'expression 
générale d’un volume en coordonnées rectangulaires. 


Le calcul des volumes et des surfaces courbes nous a conduits, 
dans la dernière Lecon, à des expressions de la forme 


x‘; Dix) 
4 Li PC pd | 
To 7 Polx) 


où le produit d’une fonction F de deux variables indépendantes x et y 
par leurs différentielles dx, dy se trouve intégré une première fois 
par rapport à l’une de ces variables, v, entre deux limites dépendant 
de l’autre, æ, restée constante ainsi que sa différentielle dx pendant 
cette intégration, et où le résultat ainsi obtenu, de la forme f(x)dx, est 
lui-même intégré ensuite par rapport à cette autre variable x, entre 
deux limites données. L’on donne à une telle somme le nom d'inté- 


b 
grale double, pour la distinguer de celles qui, comme Nr. Hide 
44 


impliquent une seule intégration; et les termes élémentaires dont elle 
se compose, ou qui sont affectés des deux facteurs infiniment petits 
dx, dy, s'appellent les éléments de l'intégrale, tandis que leur expres- 
sion commune, F(x, y)dxdy, en est dite l'élément général. L'inté- 
grale comprend, comme on voit, une double infinité de valeurs suc- 
cessives de celui-ci, F(x,7)dxdy, obtenues en faisant varier x et y, 
avec continuité, dans tout le champ que définissent les limites et 
qu’entoure, sur le plan des æy (quand x et y sont des coordonnées), 
la courbe fermée dont les diverses parties ont pour équations 
Dir enr) Tr etre ci. 

Ces détails ressortent surtout de l'évaluation générale des aires 
courbes (p. 132); mais, comme la fonction qui s’y présente sous les 


signes f, savoir V1-+p?+ q?, n’a pas des rapports simples avec la 
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seule, z— f(x, y), donnée alors immédiatement, et qu’elle ne peut 
même recevoir des valeurs absolues quelconques (puisqu'elle dépasse 
nécessairement l’unité), il y a lieu de demander aux volumes, plutôt 
qu'aux surfaces, la représentation purement géométrique générale 
des intégrales doubles, de même qu’on a eu recours aux aires, et non 
aux arcs, pour avoir, en géométrie plane, une expression générale et 
purement géométrique des intégrales simples. 

Rappelons-nous donc la manière dont s’évalue un volume, en nous 
bornant d’ailleurs au cas d’axes rectangulaires, mais en indiquant ana- 
lytiquement le détail des opérations, ce que nous n’avons pas encore 
fait. : 

Soient AB le corps dont il s’agit d'exprimer le volume et A’B' son 
contour apparent sur le plan des xy. Admettons que, pour tous les 
points (æ, y) intérieurs à ce contour, m par exemple, la surface ait 
seulement deux ordonnées ou valeurs de z, savoir la plus grande mM,, 
que nous appellerons 3,, et la plus petite »mM,;, que nous appelle- 
rons Z,. L’équation de la surface, résolue par rapport à z, les fera 
connaître en fonction de æ et y : nous les représenterons par f,(x, y) 
et par /,(æ, y), c’est-à-dire que nous poserons 


(1) mMMouRei = Ti), mM, ou 230—= fo(r, ÿ). 


Admettons de même que l’équation en x et y du contour apparent 


j'a 107 


donne seulement, pour chaque valeur OQ = x de l’abscisse, deux or- 
données y5— QP;, y1— QP;, et désignons-les respectivement par 
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vx), #,(æx), comme quand il s'agissait du contour apparent d’une 
portion de surface courbe. Enfin, appelons x#,, æ, la plus petite, Ou, 
et la plus grande, OB, des abscisses à considérer, savoir, celles des 
points À, B où le corps est touché par deux plans tangents a A'A, 
8B'B normaux aux x, et des points A’, B'de contact du contour appa- 
rent avec deux tangentes 4 À’, BB’ parallèles à l'axe des y. 

Cela posé, souvenons-nous que le volume s'obtient en divisant le 
corps, par des plans normaux aux +, en tranches minces, dont l’une 
quelconque, RSTT'R'S", a pour mesure le produit de son épaisseur, 
espacement dx — QQ' de deux consécutifs de ces plans, par la section 
RST — 5 que le premier d’entre eux, d’abscisse +, fait dans le corps: 
et que l’aire s elle-même s’évalue par un partage en bandes étroites, 
opéré au moyen d’un second système de plans, normaux aux y ou 
ayant leur équation de la forme y — const. 

L'une quelconque de ces bandes, comprise, par exemple, entre les 
deux plans KmM,, K'aN,, que caractérisent les deux valeurs consé- 
cutives OK — y et OK'— y - dy de leur paramètre, est MM,N,N; 
etégale le produit de sa longueur M, M, par sa largeur mn — KK'— dy. 
La partie du produit os dx, c’est-à-dire de la tranche RSTT'R'S', qui 
lui correspond, sera donc, analytiquement, 


MoMiNiNo * de = MoM < mn x mm —=MoM X< dx dy, 


et, géométriquement, le filet adjacent prismatique M,N, compris 
entre les deux éléments MM, N,N;, MM NN, de la surface, qui se 
projettent sur le plan des xzy suivant le rectangle mm'n'n — dxdy. 
Effectivement, ce filet ne diffère du prisme droit compris entre les 
quatre mêmes faces latérales avec M,M, pour hauteur, que par deux 
tronçons, évidemment négligeables, en M, et M;, additifs ou soustrac- 
uifs ; de sorte que l'élément cherché de volume est bien 


MoM X mm'n'n =M,M,>*< dx dy. 
Or, comme 


MM = mM;-— mMo= 31 —20=/f1(7%,7)—fotæ, 7), 
cet élément a pour expression 
(2) (Z1—2Zo)dxdy ou [fi(r,7)—fo(x,y)]dx dy: 


l'élément M,M,N,N, ou M;,M, x dy de la section os égalerait 
(Z1— 5%) dy, ou aurait en moins le facteur dx. 

La tranche RSTT'R'S' égalera la somme de tous les filets pareils 
compris entre les deux plans QM,P,, Q'M; P', ou pour lesquels x et 
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dx ont les valeurs constantes OQ, QQ", tandis que y y croît depuis 
QP5= Jo (x) jusqu'à OP; — y; = #, (x). Son expression sera donc 


Palx) 
LE [f1tx,7)— fox, Y)]dy dx, 
Qulx) 
ou mieux 


(x) 
dx 41 LAC, y) — fie, y)1dy, 


Do(x) 


ï 


en plaçant ainsi le facteur dx avant le signe f, afin de n’avoir pas à 
entourer d’une parenthèse l'intégrale prise par rapport à y. Et l’on 


voit que cette valeur de la tranche est bien © dx, car on aurait évi- 
ca 
demment c ul (31 — 30) dy. I viendra ensuite pour la somme des 


tranches du corps AB, c’est-à-dire pour le volume qu'il s’agit d’expri- 
mer, l'intégrale double 


(3) Volume.— Î dx 
TL 


0 


Pix) 
1 Lie, 7) — fote, »)ldr. 
Polx 


} 


7 Pal) ; 
Le second membre se réduit à dk az [ f(æ,y)dy, quand on 
Polx} 
prend 4, — 0 et 3, — f(x, y), c'est-à-dire quand il s’agit d'indiquer le 


HE 


volume qui, se projetant sur le plan des æy dans tout l’intérieur du 
contour donné A'B', est, de plus, compris depuis ce plan jusqu’à la 
surface dont l’ordonnée z égale une fonction quelconque assignée 
f(x, 7) des deux autres coordonnées æ, y. Le volume ainsi défini, et 
que l’on peut écrire, plus brièvement, ff f(x, y)dxdy, constitue 
donc une représentation géométrique nette d’une intégrale double, 
pourvu que l’on y regarde comme négatives les parties situées, par 
rapport au plan des xy, du côté des z négatifs, ou composées de filets 
prismatiques z dx dy ayant pour hauteur une ordonnée 3 négative, et 
chargés, par conséquent, de figurer des éléments f(x, y)dx dy néga- 
tüifs eux-mêmes. 


304. — Des intégrales triples; exemples qu’en fournissent l'expression 
d'une masse et le calcul de la valeur moyenne d’une fonction de point 
dans une étendue à trois dimensions. 


Mais, pour revenir à notre exemple du volume d’un corps quel- : 
conque, les filets élémentaires (3, — z,)dæxdy, comme M,N; (p. 138), 
sont-ils bien les véritables éléments de volume, c’est-à-dire des élé- 


( 


4 
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ments tels, qu'il ne puisse pas y avoir lieu de les réduire? Ces filets 
ayant conservé une dimension finie, la longueur M,M,, il est évident 
qu’on obtiendra des volumes plus simples encore, en rendant cette 
dimension elle-même infiniment petite. Il suffira, pour cela, de mener 
un troisième système de plans, normaux à Oz, de même qu'on en a 
mené de normaux soit à O x, soit à Oy. Alors le filet M, N° se trou- 
vera partagé, abstraction faite, à chaque bout, d’un tronçon négli- 
geable, en une infinité de parallélépipèdes rectangles, dont les trois 
dimensions infiniment petites égaleront les trois accroissements, dx, 
dy, dz, qu'éprouveront les coordonnées respectives caractérisant les 
plans menés dans les trois systèmes par les divers points (x, y, s), 
quand on passera de chacun de ces plans au plan suivant du même 
système. 

En conséquence, l’on aura, pour le véritable élément de volume, l’ex- 
pression générale, dx dy ds, des parallélépipèdes ainsi construits, et ce 
n’est pas deux intégrations, mais trois, que demandera le calcul d’un 
volume fini. Effectivement, le filet M; N° étant la somme des parallélépi- 
pèdes rangés en une file parallèle aux z, ou pour lesquels les coordon- 
nées æ, y d’une arête, et Leurs accroissements dx, dy de cette arête aux 
voisines, sont les quantités constantes x — OQ, y — Qm, dx — mm, 
dy = mn, l'on formera sa valeur en opérant une première sommation, 
par rapport à z, c'est-à-dire sans faire varier ni æ, niy, ni leurs diffé- 
rentielles dx, dy. Celles-ci constituent donc alors, dans f dx dy ds, 
deux facteurs communs à tous les éléments; et la somme obtenue est 


34 
dx dy f ds, ou, sous une forme plus explicite, dx dy je dz, puisque 
e Z9 


y croît, dans l’intérieur du corps, depuis la valeur #M,— :, jusqu’à 
la valeur mM,=— z,. Nous savons d’ailleurs comment une intégration, 
en y, groupe ensuite toutes les sommes analogues, où x et dx ont 
de mêmes valeurs comme OQ et QQ', pour donner lexpression, 


ga S1 
de | dy [ dz, d’une tranche, RSTT'R'S", ét comment, enfin, 
Yo Z0 


toutes les tranches s'ajoutent dans une troisième intégration, par 
rapport à +, qui donne ainsi, sous deux formes équivalentes, comme 
expression générale la plus naturelle d’un volume V, 


LL STE. REY, ; Li  D1(X) file, y 
) V = 1. Je dax dy dz = J az |. dy f. dz. 
CREER = TE 3—2%)9 Lo Polx) Jotr, Y) 


Si cette expression se réduit à l'intégrale double (3) [p. 140], c’est 
uniquement parce que la première intégration à opérer, du produit 
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dx dy dz, ne portant que sur la différentielle exacte dz, a pour résul- 
tat (s):=7,— 3, et, une fois faite ainsi dans tous les cas, ne laisse 
< y 


plus subsister que l'indication des deux intégrations en æ et y. 

Or il est d’autres questions, également relatives à un espace triple- 
ment étendu, où aucune des trois intégrations ne s'effectuera d’une 
manière générale et immédiate, Supposons qu'on demande, par 
exemple, la masse totale d’un corps de la forme considérée AB (p. 138), 
sachant que chaque fragment de sa matière, infiniment petit en tous 
sens, a pour densité une certaine fonction continue F(x, y, 3) des 
trois coordonnées æ, y, 3, ou, aulrement dit, que le rapport de la 
masse de toute partie très restreinte, entourantle point (+, y, 4), àson 
volume, y tend vers la valeur F(x, y, z) quand on réduit de plus en 
plus et indéfiniment cette partie (1). Il est évident que si, dans un tel 


(:) Vote sur la notion de densite. 


Au commencement du Tome I (p. 20), pour obtenir une représentation com- 
mode des fonctions de point, nous avons imaginé qu’une matière primitivement 
homogène eût été pulvérisée uniformément et en quelque sorte infiniment, ou 
divisée en parties égales d’une ténuité extrème, puis répandue, d’après une loi 
quelconque de distribution, dans certaines régions assignées de l’espace, et nous 
avons appelé masse de toute portion de cette matière sa quantité mème, mesurée 
par le nombre de ses parties, ou plutôt, vu la très grande valeur de ce nombre, 
par un autre proportionnel, mais de grandeur ordinairement modérée. La notion 
de masse, restreinte, comme on voit, à son cas le plus simple, étant ainsi fixée, 
il nous a suffi, pour obtenir celle de la densité de la matière en chaque endroit 
(æ, y, z), de concevoir une sphère extrèmement petite et mobile, d’un rayon 
constant, dont le centre viendrait successivement dans toutes les positions : la 
densité au point quelconque (x, y, z) a été définie le rapport de la masse 
contenue dans cette sphère quand son centre arrive en (x, y, =), à celle qui s’y 
trouve quand ce centre occupe une place déterminée, autour de laquelle la ma- 
tière est supposée répartie d’une certaine manière choisie comme terme de com- 
paraison. 

Il nous reste à compléter cette notion, maintenant que nous avons acquis une 
idée plus nette de la quantité appelée volume d’un espace, et de l’invariabilité 
de sa mesure en unités cubiques, infiniment petites, le remplissant par leur juxta- 
position, mais arbitrairement orientées à son intérieur. En effet, nous avons encore 
à reconnaître que la densité est, pour chaque endroit, en relation simple avec la 
quantité de matière qu'y contient tout volume très petit de forme quelconque, et 
à montrer aussi, avec la plus grande précision possible, que la densité peut être 
une fonction de point tout à fait arbitraire. 

Représentons-nous, pour cela, l’espace divisé, par trois systèmes de plans équi- 
distants parallèles aux plans coordonnés, en cubes élémentaires égaux, e*, dont 
j'appelle, comme on voit, € l’arête infiniment courte; et concevons que l’on place 
dans chacun une masse de l’ordre de e’, graduellement variable de l’un à l’autre. 
Toute surface fermée extrêmement petite, décrite autour d’un même point (æ,y,3), 
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cas, l’on considère une particule infiniment petite en tous sens et dont 
un point ait certaines coordonnées +, y, 3, des fragments quelconques 
de cette particule posséderont, vu leurs coordonnées infiniment peu 
différentes de +, y, zx, des densités infiniment peu différentes aussi de 
F(æ, 7,2). Par suite, la masse de chaque fragment égalera sensible- 
ment le produit de son volume par F(x, y, 3), et la masse de toute la 
particule aura, de même, comme expression, le produit de F(æx, y, 3) 
par la somme des volumes des fragments, qui est le volume entier de 
la particule. Donc la somme des produits pareils, pour toutes les par- 
ücules infiniment petites en tous sens, mais d’ailleurs arbitraires, en 
lesquelles on aura décomposé le corps, représentera sa masse totale. 

Ce sera, comme on voit, une quantité ne dépendant nullement, à la 
limite, du mode de division adopté du volume; et il le faut bien, 
puisque, de toute manière, les mêmes fragments ou fragments de 
fragments se retrouveront, multipliés par des valeurs de F(x,7,z2) ne 
différant qu'infiniment peu, c’est-à-dire présentant des écarts inca- 


renfermera, d’une part, un volume proportionnel au nombre des cubes &* con- 
tenus dans son intérieur, et, d’autre part, les masses sensiblement égales occuü- 
pant ces cubes, c'est-à-dire, en tout, une masse proportionnelle (sauf erreur né- 
gligeable) au volume total, et du même ordre que celui-ci. Par conséquent, pour 
tout fragment infinitésimal de la matière existant en un certain endroit, le rap- 
port, fini, de la masse au volume, est indépendant de sa forme et de ses dimen- 
sions, ou à la même valeur que dans la sphère employée pour y définir la densité; 
et si, par un choix convenable de l’échelle des nombres proportionnels mesurant 
les masses, l’on a eu soin, comme nous l’admettrons, de prendre ce rapport égal 
à 1 dans la matière type à laquelle on compare toutes les autres (plus ou moins 
dilatées ou condensées), la densité égalera partout, ainsi qu’il est dit ci-dessus dans 
le texte, le rapport de la masse d’un fragment matériel, infiniment petit en tous 
sens, mais d’ailleurs quelconque, à son volume. Ce sera bien, en outre, une 
fonction des coordonnées æ, y, 3 arbitrairement variable d’un endroit à l’autre; car 
sa valeur au point quelconque (x, y, z) exprimera le quotient, par le volume 
es, de la masse arbitraire placée initialement dans le cube s* contenant ce point. 

Toutefois, la valeur ainsi définie ne deviendra jamais négative; et si l’on veut 
trouver dans les notions de masse et de densité une manière simple de se re- 
présenter toutes les fonctions possibles de point (ce que nous nous sommes pro- 
posé de faire dès la page 20 du Tome I), il faudra, soit concevoir deux sortes opposées 
de matière dont les masses et, par suite, les densités puissent se prendre dans des 
sens ou avec des signes contraires, soit plus simplement, après avoir imaginé des 
corps très massifs, convenir de retrancher de toutes leurs densités une forte partie 
commune, censée connue, et de ne faire attention qu'à l'excédent positif ou ne- 
gatif (auquel on réservera dès lors le nom de densité) de chaque densité effective 
totale sur cette partie commune. En d’autres termes, on fera choix pour les den- 
sités, comme il est d'usage de le faire pour les températures, d’une origine diffé- 
rente du commencement ou point de départ de ces grandeurs, d’après Le principe 
employé d'abord (t. I, pp. 2 et 21) pour les espaces et les temps. 
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pables de donner, dans toute étendue finie, autre chose qu’une diffé- 
rence totale évanouissante, 

Nous pourrons donc effectuer la division en particules au moyen de 
nos trois systèmes de plans normaux respectivement à Ox, Oy, Oz 
et prendre, dans chaque particule, comme facteur destiné à multiplier 
son volume, la valeur de la fonction F à son sommet (x, y, z) qui a 
les coordonnées les plus petites; ce qui donnera, pour sa masse, l’ex- 
pression F(x,y,z)dxdydz. Et le groupement de tous les éléments 
analogues de masse se fera ensuite comme quand il s'agissait du 
simple volume. Il viendra 


T4 DE S—Z4 
Masse du corps = J le . F(x, y,2)dx dy dz 


3=—2%9 


mJiX (x, y) 
= f “ns a] F(#,7,2)dz. 
(Nr, ») 


Ici aucune des intégrations ne s'effectue ne et il faudra, 
pour en tenter le calcul, connaître dans chaque cas F(x, y, 3). 

On se trouve conduit à des opérations analogues lorsque F(x, y, s) 
cesse d’être une densité pour devenir une fonction quelconque de 
point, c’est-à-dire des coordonnées x, Y, 3, et qu'on demande la 
moyenne de ses valeurs dans tout l'intérieur de l'espace AB. Alors il 
faut concevoir le volume, que j'appellerai V, de cet espace, partagé 
en un nombre infiniment grand, », de parties égales infiniment pe- 
tites en tous sens, et puis diviser par x la somme des valeurs prises 
par F(x, y,2) en un point de chacune de ces parties, choisi d’ailleurs 
SEC. y, 2) 

n 


(5) 


» que l’on peut, si dV dé- 


ZF(x, y, z)dN. 
n dV ; 


» est indépendant du mode de division; car il 


comme on voudra, Or ce quotient 


signe l’une quelconque des parties en question, écrire 


ZF(x,7,23)dV 
M 
est clair, par un raisonnement précédent (p. 143), que la somme 


EF(x,y,z)dV restera la même, si l’on rend arbitrairement inégaux 
et dissemblables les éléments 4V de volume, et si l’on change infini- 
ment peu, à volonté, les points (x, y, z) pour lesquels s’y évalue la 
fonction F(x, y, z). Donc rien n'empêche d'adopter, d’une part, comme 
éléments de volume, les parallélépipèdes rectangles dx dy dz, d'autre 
part, comme valeurs correspondantes de F, celles de cette fonction en 
leurs points (+, y,z) ayant les coordonnées les plus petites; et il vient 


ou encore 


fil, y) 
(6) Valeur moy. de Pie Re bre un a [7 E21 F(ry, 21e 
ot 


fo(x, Y) 
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Des expressions, comme (5) et (6), où le produit de trois diffé- 
rentielles, dx, dy, dz, multiplié par une fonction F(x, y,s) des 
variables correspondantes, se trouve intégré successivement par 
rapport à chacune de ces variables et entre des limites dépendant 
généralement des variables par rapport auxquelles on n'a pas en- 
core intégré, s'appellent des intégrales triples. Le champ de l’inté- 
orale, ou intervalle des limites dans lequel se meuvent les variables, 
est représenté, comme on voit, par un volume, et l’ensemble des li- 
mites se trouve lui-même représenté par la surface entourant ce vo- 
lume. 


305. — Des intégrales multiples en général et de leur utilité. 


On concoit qu’il puisse y avoir, de même, des intégrales quadru- 
ples, quintuples, etc., bref d’un ordre de multiplicité quelconque, 
suivant le nombre des différentielles de variables indépendantes, fac- 
teurs infiniment petits, qui multiplieront, dans leur élément, une 
fonction donnée de ces variables et, par suite, suivant le nombre des 
intégrations à faire pour obtenir un total fini. Car chaque intégration, 
effectuée par rapport à l’une des variables et entre des limites ou 
constantes, ou dépendant des variables qui subsistent encore dans 
l'expression, aura pour effet d'éliminer du résultat cette variable avec 
sa différentielle. 

Par exemple, dans une question où 1l s'agira d'évaluer des rapports 
physiques, ou des actions d’une certaine nature, existant entre les 
diverses parties d’un corps et celles d’un autre corps, pour obtenir 
leur influence mutuelle totale (comme serait la pesanteur réciproque 
de chacun vers l’autre), chaque partie élémentaire dx dy dz de l’un 
d'eux, définie en position par ses coordonnées æ, y, z, et chaque 
fragment analogue dé dn dé de l’autre, caractérisé de même par ses 
coordonnées, que j'appellerai &, n, 6, pourront avoir leur relation ou 
influence particulière exprimée par le produit de leurs masses, propor- 
tionnelles à leurs volumes dans les situations qu’ils occupent, et d’une 
fonction de ces situations respectives (x, y,z), (£, n, €). L'action 
élémentaire à considérer sera ainsi de la forme 


F(x,7, 3, &, n, C) dx dy dz dé dn dX; 
et, par suite, la somme à obtenir constituera une intégrale sextuple 


SSSSSSE (x, 7,23; Eau () dx dy ds dé dn dE, 


dont les limites se détermineront d’après celles mêmes des deux corps. 
Un second exemple, où l’on est conduit à des intégrales quadruples, 


B. — II. Partie élémentaire. . 
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est le calcul de la valeur moyenne générale d’une fonction de point, 
F(x,7,2,t), variable d’un instant à l’autre, et considérée en des 
temps { pouvant être différents pour différentes parties de l’espace 
ou, ce qui revient au même, dans des régions (x, y, z) dont les li- 
mites peuvent changer en fonction du temps £. Un tel calcul implique 
une division préalable, en éléments égaux, non seulement de l’espace, 
que je supposerai partagé en parallélépipèdes infiniment petits pareils 
dx dy dz, mais encore du temps f, dont j’appellerai d£ les parties égales. 
Et il implique de plus que, pour chaque subdivision ainsi obtenue de 
l’espace et du temps, censée caractérisée ou définie par les plus petites 
valeurs qu'y reçoivent +, y, £, {, l’on considère et fasse entrer dans 
l'évaluation de la moyenne une valeur F(x, y, 3, t) de la fonction. Si 


. CE 0 I « , 
l’on a soin d'écrire cette valeur - F(x, y, 3, t) dx dy dz dt, où e dé- 
£ La LA 
signe, pour abréger, le produit constant dx dy ds dt, la sommation 
ne: 
de toutes les valeurs analogues donnera, au facteur commun près -; 
€ 


l'intégrale quadruple ff ff F(x,7y,3,t) dx dy dz dt, dans laquelle les 
limites des intégrations dépendront évidemment de celles d'espace et 
de temps que l’on se donnera dans chaque cas. Enfin, pour avoir la 
valeur moyenne de F, il suffira de diviser cette somme par le nombre 
de ses parties, nombre qui est évidemment ce que serait la somme 
elle-même dans l'hypothèse F—1, et qu'exprime, par suite, sauf en- 


NT SRE DRE * 
core le facteur =? l'intégrale ff ff dx dy dz dt, prise entre les mêmes 


limites données. Il viendra donc, comme valeur moyenne cherchée, le 
rapport des deux intégrales quadruples ff f f F(x, y, z, t) dx dy ds dt 
et [ff dx dy ds dt. La seconde se réduit d’ailleurs immédiatement à 
une intégrale triple; car l’on aura, par exemple, entre les deux limites 
à considérer £ — to, {= 4, données, pour chaque élément de volume 
dæx dy ds, en fonction de ses coordonnées x, y, 3, 

t—1, 


ti 
Î dx dy dz dt — dx dy dz dt = (t1— to) dx dy dz, 
CENT 


Lo 


expression ne restant plus à intégrer qu’en x, y et z. 

Mais résumons-nous, pour les cas plus usuels où le degré de mul- 
tiplicité des intégrales ne dépasse pas le troisième. 

D'après ce qui précède, tout problème de sommation concernant 
une étendue à trois dimensions (volume et masse d’un corps, valeur 
moyenne d’une fonction de trois coordonnées aux divers points d'un 
solide, etc.) dépend généralement d’une intégrale triple. La raison en 


__ à 
. 
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est que l'élément naturel d'une telle étendue se trouve exprimé par 
un produit de trois facteurs infiniment petits, vu qu'il doit être infi- 
niment petit dans les trois sens pour que tous ses points occupent 
presque la même position (æ, y, z) et que les circonstances à consi- 
dérer y soient, par suite, à fort peu près identiques, ou exprimées 
par une même valeur F(x, y, :) de la fonction qui les représente 
sous l’unité de volume. De même, toute question analogue concernant 
une surface (aire et masse d’une couche mince de matière, valeur 
moyenne d’une fonction aux divers points d’une étendue superfi- 
cielle, etc.) dépend généralement d’une intégrale double; car l’élé- 
ment d’aire naturel est une surface ayant ses deux dimensions infini- 
ment petites. S'il s’agit, par exemple, d’une aire plane rapportée à 
des axes rectangulaires des x et des y, les éléments naturels seront les 
rectangles dx dy découpés par les deux systèmes de droites æ — const., 
y = const. 

Les lignes sont donc les seules figures qui, par l'addition de quan- 
tités concernant leurs diverses parties, ne donnent lieu qu’à des inté- 
orales simples; car ce sont les seules dont l'élément naturel, savoir, 
un arc infiniment petit ds, ne s'étende que suivant un sens et ne con- 
tienne par suite, dans son expression, qu'un seul facteur infiniment 
petit. 


306. — Interversion possible de l'ordre des intégrations, 
dans une intégrale multiple. 


Une intégrale multiple conserve évidemment sa valeur quel que 
soit l’ordre dans lequel on y groupe les éléments, pourvu que ceux-ci 
restent au fond les mêmes quand on fait varier la manière de les 
ajouter, c’est-à-dire pourvu que la fonction sous les signes f et les 
limites entre lesquelles se meuvent les variables soient bien dé- 
finies. 

Donc, à condition de ne pas modifier le champ, on pourra changer 
l'ordre des intégrations et, s’il s’agit, par exemple, d’une intégrale 


Li 1x) 
double de la forme ïà dx f(æ,y)dy, avec f(x, y) constam- 
Lo Po(x) ‘ 


ment fini, effectuer en premier lieu l'intégration par rapport à x, au 
lieu de l'intégration par rapport à y; ce qui, en se reportant à la 
figure précédente (p. 138), reviendra à grouper ensemble les éléments 
f(x, y)dx dy pour lesquels y et dy seront les mêmes, savoir, les filets 
prismatiques, de hauteur f(x, 7), se projetant, sur le plan des xy, 
entre deux perpendiculaires consécutives à l’axe des y, comme KK, 
et K'K°. On voit] que les éléments dont il s’agit seront bien ceux 
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de l'intégrale proposée, si l’on fait varier x entre les valeurs KK,, KK,, 
qui égalent deux certaines fonctions de OK — y, plus ou moins aisées 
à obtenir en résolvant l’équation du contour par rapport à æ et non 
par rapport à y. Par conséquent, ces nouvelles limites, destinées à 
fixer l’étendue dans laquelle x varie pour chaque valeur de y, pour- 
ront toujours se déduire de celles, y, = #,(x) et yo (x), qui dé- 
finissaient l'étendue où variait y pour chaque valeur de x, et qui 
déterminaient ainsi complètement le contour limite A'P,B'P,A'. 
L'intégration par rapport à æ une fois effectuée, ou, autrement dit, 
les filets prismatiques du volume à évaluer une fois nt en 
tranches minces normales à l’axe des y, 1l ne restera plus qu’à faire 
la somme de toutes ces tranches, en intégrant, par rapport à y, entre 

deux limites constantes; et Mioe se déduiront encore de la con- 
naissance du contour limite, car elles seront la plus petite et la plus 
grande des valeurs reçues par y sur tout ce contour. 

Ainsi, l'on peut toujours intervertir l’ordre des intégrations, 
pourvu qu’on évalue convenablement, dans chaque cas, leurs li- 
mites respectives. 

Mais, si les limites étaient constantes, si, par exemple, dans 


Li Y1 
NÉ az | f(x; y)dy, les deux expressions, — #,(æ), 71000) 
Lo Yo 


devenaient indépendantes de æ, ou que les deux portions A'P,B, 
A'P,B' du contour fussent remplacées par deux parallèles à l’axe 
des x et reliées l’une à l’autre par les parties des ordonnées «A, BB 
qu’elles intercepteraient, il est évident que, pour toute valeur OK 
de y, les deux valeurs limites, KK, et KK;, de +, égaleraient Oz et 
O8, ou +, et æ,, quantités constantes; et y Varierait ensuite entre les 
deux valeurs extrêmes y,, y1, également constantes. On aurait donc 


Xi Y1 Yi L} 
(7) % dx Jenna f dy | J(&,7)dæ. 
Xo Yo Yo Lo 


Par conséquent, lorsqu'une intégrale multiple est prise entre des 
limites toutes constantes, on peut y intervertir à volonté l’ordre 
des intégrations sans modifier aucunement les limites de celle qui 
s’y fait par rapport à chaque variable. 


307*. — Exemple simple d’une telle interversion, dans un cas 
où les limites sont variables. 


(Compléments, p. 80*.) 
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308*. — Intégrale quadruple réduite à une intégrale triple par l'inter- 
version des intégrations; sommation d'actions ou d’influences exercées 
aux distances imperceptibles dans un corps, à travers une petite 


surface plane. 
(Compléments, p. 81*.) 


309. — Du centre de gravité des figures. 


La détermination du centre de gravité des corps est l’un des pro- 
blèmes les plus intéressants où s’emploient les intégrales multiples. 
Or, bien que cette question relève surtout de la Mécanique, il y a 
lieu d’en dire quelques mots dans un Cours d'Analyse, parce que la 
notion de centre de gravité ne s'applique pas seulement aux masses, 
mais encore aux simples figures géométriques, pour lesquelles elle 
conduit, comme on verra, à de remarquabies théorèmes. 

On appelle centre de gravité d’un corps le point dont chaque 
coordonnée, relative à un système quelconque d’axes rectilignes, est la 
moyenne arithmétique des coordonnées analogues prises pour les élé- 
ments d’égale masse, infiniment petits en tous sens, auxquels on peut 
toujours supposer le corps réduit. En d’autres termes, si M est la masse 
totale du corps, composée d’un nombre fini ou infini, nr, de masses 
égales m n'occupant, chacune, qu’un espace infiniment restreint ou 
d’une situation définissable par les coordonnées x, y, z d’un quel- 
conque de ses points, le centre de gravité, que j’appellerai G, sera le 
point dont les coordonnées X, Y, Z auront les valeurs 


2mx 1 Em 
NN 5) +, 


TR: 
er ñn M n M n M 


le signe de sommation E s'étendant à tous les éléments m de la 
masse M. | 

Conformément à la définition donnée, ce point reste bien le même 
quand on change à volonté les axes. Si, en effet, x,, y, z, et X:, Y,,Z 
désignent respectivement les coordonnées, par rapport à un second 
système d’axes, de l'élément quelconque » et du point G, dont les 
coordonnées dans le premier système sont, de même, +, y, z et X, Y, 
Z, toutes ces coordonnées nouvelles s’exprimeront, comme on sait, en 
fonction des anciennes, au moyen de relations linéaires, de la forme 


(16) Xi=a+axX+bY+ cz, T=a+ax+ by + cz. 
Remplaçons, dans la première de celles-ci, X, Y, Z par leurs valeurs 


Z(æ,7y,2) ; : PRES Za ! A 
———— et x par l'expression équivalente > Où Ex désigne la 
L 
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somme de 7 termes égaux à a. Il viendra aisément 


à I MR ; 1 
X,= — Z(a+ax+by + cz), c'est-à-dire te : Zæ1, 


mn 
A / . A I 
d’après la seconde (16). Et l’on trouverait de même Y,= 7 Eu 
1 


ON 
— 


: Donc, ce n’est pas seulement par rapport au premier 
système d’axes que le point G a pour coordonnées les valeurs moyennes 
des coordonnées de même nom des diverses masses élémentaires mn, 
mais bien avec tout système d’axes rectilignes. 

Si l’on suppose continue la matière M du corps et que, par suite, 
ses éléments 72 soient non pas de simples points, mais des particules 


AM remplissant des espaces infiniment petits en tous sens, les sommes 
I 
Emaæx, 2my, 2mz, dont dépendent les expressions “ Em(Tc, #18) 


de X, Ÿ, Z, constitueront des intégrales définies, évaluables par une 
division arbitraire du corps en volumes élémentaires, au moyen, par 
exemple, :des trois systèmes de plans const Ny== vont, 
3 — const., ou de trois autres familles quelconques de surfaces. On 
le reconnaît en raisonnant comme il a été déjà fait (p. 143) pour l’éva- 
luation de la masse d’un corps dont on donne la densité à chaque 
endroit, c’est-à-dire en observant que, dans tous les modes possibles 
de division, les mêmes masses élémentaires, considérées comme pro- 
duits des éléments de volume, ou de leurs fragments, par la densité 
en un de leurs points ou auprès, se retrouveront toutes, abstraction 
faite d’écarts relatifs infiniment petits, et seront d’ailleurs multiphiées, 
dans mx, 2my, 2mz, par des coordonnées x, y ou z également 
incapables de varier, pour chaque fragment, dans un rapport tant soit 
peu sensible, 

Ainsi, de quelque manière que se fasse la division de la matière M 
en éléments de dimensions infiniment petites, dont d4M désignera la 
masse approchée, produit de l’étendue qu'occupera chacun par la 
densité en un de ses points, où aura, pour calculer les coordonnées 
X, Ÿ, Z du centre de gravité, les trois formules 


: I 
(7)  X=E a, Y= 74, 1e x sa, 


où le signe f, affecté à sa partie inférieure de l'indice M, indique des 
intégrations à faire dans toute l'étendue qu’occupe la masse M, et où 
les facteurs +, y, z de dM, sous ce signe f, désignent les coordonnées 
d'un point pris à volonté sur l'élément quelconque de cette étendue 
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auquel correspond la masse dM. Dans le cas ordinaire d’une matière M 
remplissant un espace à trois dimensions, on décomposera donc celui-ci 


en parallélépipèdes élémentaires, et f (a, y, 3)dM deviendront trois 
M 


intégrales triples. Si, au contraire, la matière se trouve soit étalée en 
couche mince sur une surface 5, soit même disposée en filet étroit 
le long d’une ligne s, ces limites de sommes se réduiront évidemment 
à des intégrales ou doubles, ou même simples, dont l'élément sera le 
produit d’un élément ds ou ds d’aire ou d’arc par l’une de ses coor- 
données æ, y, 4, et par la densité superficielle ou linéaire de sa ma- 
tière, c’est-à-dire par sa masse rapportée non plus à l’unité de volume, 
mais à l'unité de surface ou de longueur. 

On ramène, sans erreur sensible, à de telles intégrales les sommes 
Em(x,7y,3), tout comme l'expression 2m de la masse totale M, quand 
cette masse n’est plus continue, mais répartie entre un nombre très 
grand de points matériels distincts, d’une étendue nulle (ou négli- 
geable) et situés à des distances imperceptibles les uns des autres, 
comme une observation attentive conduit à l’admettre pour tous les 
corps. En effet, il suffit alors de concevoir la masse de chaque groupe 
moléculaire d’atomes ou points matériels, étalée uniformément dans 
l’espace où elle se trouve disséminée et dans le vide environnant, 
jusqu’à moitié chemin des groupes voisins, pour rendre fictivement 
continue la matière du corps proposé, sans changer dans un rapport 
physiquement appréciable les coordonnées x, y, 3 d'aucune de ses 
parties ni, par suite, leurs valeurs moyennes X, Y, Z. 

Cela posé, lorsque le corps dont il s’agit est homogène, c'est-à-dire 
d’une densité (cubique, superficielle ou linéaire) constante, son 
centre de gravité devient ce que l’on appelle le centre de gravité de 
sa figure même. Alors des éléments de masse égaux correspondent à 
des éléments de volume, de surface ou de longueur égaux aussi; et 
l’on peut évidemment se dispenser de tenir compte de la densité dans 
le calcul des coordonnées moyennes X, Y, Z. Ainsi, le centre de gra- 
oité d’une figure est le point qui a chacune de ses coordonnées égale 
à la moyenne des coordonnées de même nom de tous les éléments, 
pris équivalents et infiniment petits en tous sens, dont se compose 
cette figure. 

Sans insister davantage ici sur la détermination des centres de 
gravité, nous observerons que, dans toute figure finie qui possède un 
centre, c'est-à-dire dont les éléments sont disposés symétriquement 
de part et d’autre d’un même point, ce point, centre de la figure, en 
est aussi le centre de gravité. On sait, en effet, que, lorsqu'on décrit 
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le long d’une même droite, successivement, deux chemins égaux, les 
deux changements correspondants éprouvés par chaque coordonnée 
sont égaux aussi. Donc, si l’on considère le centre d'une figure, et 
deux éléments symétriques de cette figure, situés de part et d'autre, 
les coordonnées varient juste autant, quand on passe de l’un de ces 
éléments au centre, que lorsqu'on passe du centre à l’autre élément, 
de même valeur que le premier : ce qui revient à dire que les coor- 
données du centre sont les moyennes respectives de celles des deux 
éléments. Comme il en est de même pour tous les couples analogues 
d'éléments composant la figure, les coordonnées de son centre égalent 
bien les moyennes générales de celles de toutes ses parties, et ce point 
est le centre de gravité. 


310. — Volume et surface latérale d'un tronc de prisme droit. 


Imaginons un prisme droit, dont la base ait pour contour la ligne 
fermée quelconque acc'ba; et supposons qu'on le coupe, par un 
plan BOY, suivant une section oblique quelconque ACC'BA; alors 
sa partie comprise entre la base ab et cette section AB est ce que l’on 
appelle un tronc de prisme droit. Nous nous proposons de former 
une expression simple de son volume et de sa surface latérale. 

A cet effet, prenons un système d’axes rectangles Ox, O y, Os, tels, 
que le second, O y, soit l’intersection des deux plans acb, ACB, et que 
le premier Ox se trouve contenu dans celui de la base acb : ce sera, 
par exemple, la perpendiculaire à O y qui aboutit au centre de gravité 
G de cette base. Enfin, supposons le troisième axe, Oz, tiré, parallèle- 
ment aux génératrices a À, bB, cC, du côté où est le tronc de prisme. 
Observons que, si l’on considère une ordonnée quelconque, mM — 3, 
de la base supérieure ACB du tronc, et son abscisse Q nm — x, dans 
le plan MmQ parallèle aux zx ou normal à l’arête Oy de l’angle 
dièdre des deux bases, ces deux coordonnées 3 et + seront les deux 
côtés de l’angle droit du triangle rectangle MmQ, dont l’angle Q 
mesurera le dièdre en question, que nous appellerons +; de sorte qu’on 
aura 3 — xtange. 

Cela posé, pour évaluer le volume du tronc, décomposons-le, d’après 
la méthode générale que nous avons donnée, en filets élémentaires, 
comme mnn'm M'N'NM, ayant pour bases les divers éléments, 
mnn'm'=— ds, de l'aire acb, que j'appellerai os, et ayant pour hau- 
teurs les ordonnées 3 de la base supérieure ACB qui correspondent 
aux coordonnées +, y des éléments considérés do du plan des æy. Le 
volume d’un filet élémentaire sera donc 4 do, ou (tango)x do, vu que 
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3 — æ tango. Par suite, le volume total égalera la somme de tous les 


produits pareils, (tange) f &ds, où [désigne une intégrale étendue 
(e} o} 
à toute la surface o de la base acb. Or, si nous introduisons l’abscisse 


OG du centre de gravité de cette surface, c’est-à-dire, par définition, 


Fig. 58. 


la moyenne des abscisses æ de tous les éléments ds de l'aire acb, 


I it 
nous aurons OG — = f æde, ou bien fra s x OG; et l’expres- 


o} (e} 
sion du volume deviendra 5 x OG.tangw. Mais le produit OG.tange 


n’est évidemment autre que la hauteur GH du tronc, mesurée, per- 
pendiculairement à la base, au-dessus du point G. Donc, en appe- 
lant À cette hauteur, le volume du tronc sera simplement exprimé 
par sh. Ainsi, le volume du tronc de prisme droit égale le produit 
de sa base par sa hauteur, mesurée perpendiculairement au-dessus 
du centre de gravité de cette base. 

Quant à la surface latérale, il est évident que, si ds désigne un élé- 
ment quelconque, cc', du contour acba, on pourra prendre pour élé- 
ment de cette surface la bande cc'C'C, comprise entre les deux géné- 
ratrices cC, c'C' issues des deux extrémités de ds, et que cette bande, 
de largeur cc'— ds, aura comme expression, sauf erreur négligeable, 
cC x cc! ou (tange)xds, en appelant x l’abscisse de l'élément ds. 


L’aire totale vaudra donc (tange) f æds, si f désigne une intégrale 
RS: S 


étendue à tout le contour acba — s. Or considérons, dans le plan de la 
base acb, le centre de gravité de ce contour, centre différant généra- 
lement de celui de la surface acb, mais que nous représenterons en- 
core par G pour ne pas compliquer la figure. Son abscisse OG sera, 
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PE LUE A Li 
par définition, la valeur moyenne, : eds de æ sur tout le con 
SU 


tour s, et l'expression (ange) fæds pourra être remplacée par 
Ss 


s Xx OG.tango —s x GH. Si donc on appelle L' la hauteur du tronc 
mesurée au-dessus du centre de gravité du contour de la base, il vien- 
dra, pour la valeur de la surface latérale, sh’. 

En résumé, le volume et la surface latérale du tronc de prisme 
droit s’obtiennent en multipliant respectivement ou sa base, ou le 
contour de sa base, par la hauteur correspondante du tronc, me- 
surée perpendiculairement au-dessus du centre de gravité soit de 
cette base, soit de ce contour. 


311. — Théorèmes de Guldin ou de Pappus. 


Imaginons actuellement que l’angle des deux bases devienne infi- 
niment petit. Alors les ordonnées z, telles que »3M, ne présenteront 
que des différences et des écarts infiniment petits du second ordre 
d'avec les chemins que décriraient les divers points de la figure acb, 
si On la faisait tourner de l’angle © autour de O y pour l’amener dans 
le plan ACB; car l’ordonnée mM, située dans le plan mQM de Parc 
de cercle, perpendiculaire à O y, qu’un pareil mouvement ferait par- 
courir au point 7», et d’ailleurs normale au rayon Qm de cet arc, 
est tangente à ce dernier, dont l’extrémité, sur le plan ACB, ne se 
trouve, par suite, qu'à une distance de M infiniment petite du se- 
cond ordre. Il résulte évidemment de là que le volume ou l’aire engen- 
drés par chaque élément de la surface acb ou de son contour ne 
pourront pas différer, d’une manière appréciable, du volume et de la 
surface ayant ces éléments comme base dans le tronc de prisme, et 
que, par suite, le volume total et l’aire totale décrits seront égale- 
ment les produits respectifs de la surface acb, ou de son contour, par 
le chemin infiniment petit, sensiblement égal, dans chaque cas, à GH, 
qu'aura parcouru le centre de gravité de cette surface ou de ce con- 
tour. 

Et si, après cette rotation infiniment petite de la figure acb, il en 
survient une seconde, soit autour du même axe O y, soit autour d’un 
autre axe situé dans le plan ACB de sa nouvelle position, l’aire et le 
volume décrits pendant ce second mouvement égaleront encore les 
produits respectifs des multiplicandes employés déjà, contour ou sur- 
face, par le nouveau chemin qu’aura parcouru le centre de gravité 
considéré. En continuant de même pour une infinité de rotations suc- 


Le 
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cessives, puis faisant la somme des aires ou des volumes qui naissent 
de ces déplacements, il est clair que l’on obtiendra un théorème ainsi 
conçu : 

Toute figure plane (ligne ou surface), qui se meut en tournant 
autour d’un axe ou d’axes situés à chaque instant dans son plan, 
décrit une autre figure (surface ou volume) égale au produit de 
la figure génératrice par le chemin que parcourt son centre de 
gravilé. 

Notre raisonnement suppose les axes de rotation, extérieurs à la 
figure génératrice dont on considère le centre de gravité. Quand il 
n'en est pas ainsi, mais que l’axe de rotation coupe la ligne ou sur- 
face génératrice, la partie de celle-ci située au delà de l’axe par rap- 
port au centre de gravité, décrit à fort peu près, dans chaque rotation 
élémentaire, le volume ou la surface latérale d’un prisme tronqué 
dont les abscisses + et les ordonnées 3, sur la figure de la page 153, sont 
négatives, ou tracées dans l’angle dièdre opposé par l’arête à 0 yB. 
Ces coordonnées x et 3 se prennent, par suite, négativement, tant dans 
l'équation 3 — x tango et dans la formule qui relie les abscisses æ à 
celle du centre de gravité considéré G, que dans l’expression analy- 
tique zds ou sds des éléments d’espace (aires ou volumes) décrits. 
Donc le même énoncé subsiste, mais à la condition d’y compter sous- 
tractivement, c’est-à-dire négativement, les parties de la figure en- 
gendrée qui proviennent des parties de la figure génératrice non 
comprises du même côté de l’axe que son centre de gravité gé- 
néral. 

Cette belle proposition est ordinairement appelée théorème de 
Guldin, du nom du P. jésuite qui l’a exposée vers le commencement 
du xvir° siècle; mais elle avait été découverte dès l’antiquité, car le 
géomètre grec Pappus, d'Alexandrie, savait, au 1v° siècle de notre ère, 
l’utiliser dans le calcul des volumes. On s’en sert, tantôt pour obtenir 
l'expression d’un volume ou d’une surface de révolution, quand on 
connaît, dans la figure génératrice, la position du centre de gravité, 
et tantôt, au contraire, ponr déterminer cette position, quand lex- 
pression de la figure engendrée se trouve connue. 


312. — Surface et volume du tore ou anneau. 


Contentons-nous ici d'en déduire la surface et le volume du tore. 
On appelle ainsi le corps, en forme d’anneau, que décrit un cercle, 
d’un rayon donné 7, en tournant autour d’un axe pris dans son plan, 
mais extérieur, ou passant à une distance R du centre plus grande 
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que le rayon r : c’est donc une surface de révolution qui a des cercles 
non seulement pour parallèles, mais aussi pour méridiens. 

Le centre du cercle générateur y est évidemment, tout à la fois, le 
centre de gravité de sa surface 77? et celui de son contour 27%. 
D'ailleurs, le chemin qu'il décrit dans une rotation complète est une 
circonférence ayant pour rayon la distance R de ce centre du cercle 
générateur à l’axe ou au centre du tore : il a donc pour valeur 27R. 
Le volume et la surface du tore égaleront, en conséquence, les deux 
produits respectifs de rr? et de 277 par 2rR; ce qui leur donne pour 
formules 2r°?r?R et 4t°rkR. 

Il résulte d’une explication précédente (p. 155) que, si l’axe de ro- 
tation coupait le cercle générateur, ou si l’on avait R < 7, les mêmes 
expressions 2r?7°kR et 4r?r R conviendraient encore, mais en y comp- 
tant négativement le volume ou l'aire qui proviendraient du plus 
petit des deux segments ou des deux arcs du cercle générateur limités 
par l’axe. 


VINGT-NEUVIÈME LEÇON. 


RÉDUCTION ET TRANSFORMATION DES INTÉGRALES MULTIPLES; ÉVA- 
LUATION APPROXIMATIVE, PAR CES INTÉGRALES, DES RESTES DE 
CERTAINES SÉRIES:; ETC. 


313*. — Réduction des intégrales prises dans tout l’intérieur d’une 
surface ou d'un volume à d'autres ne se rapportant qu'aux limites 
de ces étendues, quand une des intégrations s’y effectue immédiate- 


ment. 
(Compléments, p. 89*.) 


314*. — De la transformation des intégrales multiples : méthode analy- 
tique, exposée sur un exemple, et interprétée géométriquement. 


(Compléments, p. 93*.) 


8315*. — Même transformation, opérée d'une manière purement géomeé- 
trique, quand le champ d'intégration est figurable par une surface ou 


un volume; exemples. 
(Compléments, p. 98*.) 


316*. — Calcul approché des restes de séries doubles, triples, etc., 
par des intégrales d'un pareil ordre de multiplicité. 


(Compléments, p. 102*.) 


TRENTIÈME LECON. 


ÉTUDE DIRECTE DES INTÉGRALES DÉFINIES ET'PROCÉDÉS SPÉCIAUX 
DE CALCUL POUR CERTAINES D’ENTRE ELLES. 


317. — Différentiation d’une intégrale définie. 


Nous n'avons, jusqu'ici, évalué les intégrales définies qu'en suppo- 
sant connues les intégrales indéfinies ou fonctions primitives dont 
elles expriment les accroissements dans certains intervalles. Or le sens 
précis qu’elles offrent, comme sommes d'éléments infiniment petits 
d’une forme donnée f(x, y,...)dæx dy... occupant ensemble un 
champ d'intégration donné, permet évidemment de s’en faire, avant 
tout calcul, une idée nette, suffisante pour leur découvrir des pro- 
priétés diverses; et l’on conçoit que celles-ci puissent quelquefois 
conduire jusqu’à l'évaluation complète des intégrales sans passer par 
les fonctions primitives. La Leçon actuelle aura justement pour objet 
une exposition succincte des principaux procédés servant à cet effet. 

Il est clair, par exemple, que, si la fonction f placée sous les signes 
ff, ety multipliant le produit dx dy... des différentielles des va- 
riables æ,7,... d'intégration, dépend non seulement de ces variables, 
mais encore d’un paramètre c, l’intégrale, elle aussi, dépendra géné- 
ralement, comme tous ses éléments f(x, y,...)dxdy..., du para- 
mètre c. Or faisons croître ce paramètre d’une très petite quantité Ac, 
mais admettons d’abord que le champ de l'intégrale, déterminé par 
ses limites, reste le même; ce qui permettra de conserver à tous les 
éléments, sans en introduire ni en abandonner aucun, leur champ 
primitif, tant sous le rapport de l’étendue dx dy... que sous celui 
de la situation, définie par les valeurs correspondantes de x, y, ...…. 

Chaque élément f(x, y,...,c)dx dy... croîtra, sauf erreur relative 
négligeable, de ae ac | dx dy...,et, vu la constance du 
facteur Ac pour tous les éléments, l'accroissement de leur somme 
sera, de même, c’est-à-dire avec une erreur relative analogue, 


d ; ; . ! 
(AC De Ir) 7e dy..., expression où les intégrations 


de 


os 


DIFFÉRENTIATION D’UNE INTÉG. A CHAMP SOIT CONSTANT, SOIT VARIABLE. 159 


indiquées ff... auront évidemment les mêmes limites que dans l’in- 
tégrale proposée. Divisons cet accroissement de l’intégrale par celui, 
Ac, de la variable indépendante corrélative c, puis faisons tendre Ac 
vers zéro, et 1l viendra, pour la dérivée de l'intégrale par rapport à c, 
l'expression «FES fe: Es LH dx dy... D'où ce théorème, connu 
déjà de Leibnitz, que la dérivée, par rapport à un paramètre, de 
toute intégrale définie à champ invartable, mais où la fonction 
sous les signes [ (supposée d’ailleurs finte et continue) dépend de 
ce paramètre, s'obtient par une différentiation sous les signes Ÿ, 
c’est-à-dire en y substituant simplement à la fonction sa dérivée 
relative au paramètre dont il s'agit. Ainsi la dérivée de l'intégrale 
s’exprimera, sans qu'on ait aucune intégration préalable à effectuer, 
au moyen d'une nouvelle intégrale. 

Mais supposons maintenant les limites de l'intégrale proposée va- 
riables en même temps que la fonction f placée sous les signes f. Alors 
on pourra, soit garder les éléments f(x, y,...,c)dx dy... toujours 
en même nombre, en faisant varier convenablement la situation 
(æ,y,...) et la grandeur dx dy... de leurs champs respectifs, soit, 
au contraire, ce qui est généralement préférable, laisser aux divers 
éléments f(x,y,...,c) dx dy... un champ invariable, ou y faire 
changer uniquement €, mais, alors, ajouter des éléments nouveaux 


. dans toute l’étendue, contiguë à certaines limites, gagnée d’un instant 


à l’autre par le champ de l'intégrale, et supprimer d'autre part ceux 
dont le champ, contigu à d’autres limites, est perdu ou abandonné 
par elle. Un changement infiniment petit de l’intégrale se composera 
donc d’une première partie, dite entre les limites, donnée par la dif- 
férentiation sous les signes f, et à laquelle il se réduirait si les limites 
restaient les mêmes, plus une seconde partie, dite aux limites, formée 
par l'excédent des éléments gagnés sur les éléments perdus, ou pro- 
venant du déplacement infiniment petit des limites du champ. 

Pour avoir plus de précision relativement à cette dernière partie, 

rnons-nous au cas d’une intégr simp que nous écrirons 
bornons-nous au cas d’une intégrale ple, e nous écriro 


b 
j4 f(x, c) dx. Faisons-y varier c de dc, a de da et b de db, en sorte 


b+db 
qu’elle devienne f(x, c+ dc) dæ. Le nouveau champ, s’éten- 
a+da 
dant depuis æ— a+ da jusqu à 2 NE as pee db, a évidemment gagné db'du 


côté de la limite supérieure et perdu da du côté de la limite inférieure. 
Comme la fonction sous le signe f diffère infiniment peu de f(b,c) 
près de la première de ces limites et de f(a, c) près de la seconde, 
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l'élément gagné sera f(b, c) db, l'élément perdu, f(a, c) da, et l’excé- 
he 
dent de l’un sur l’autre, à joindre à l’accroissement (de) f HE 
a 
calculé dans l'hypothèse de limites invariables, donnera, en somme, 
comme différentielle totale de l’intégrale définie, 


b b 
(1) af} fase) dr = f(b,c) db —f{a,e) da + de f SERRE 


[44 


b+db 
On le voit encore en faisant, dans f(x, c+ de) dx, wvarièræ, 
a+da 
d’abord, de la limite inférieure a + da à a, puis de a à bet, enfin, 


de b à la limite supérieure b + db. Cette intégrale se trouve être 


« 
ainsi la somme de trois autres, dont la première, f(x,c+dc)dæx, 
a+da 
«a 


peut évidemment être remplacée par f(a,c) dr f(a10)02 
a+da 


b 
dont la seconde, J f(x,c+ dc)dx, dépasse l’intégrale primitive 
«a 


b b < b 
1 Ye, cNdmAde JE pee de) di de | PRG | dx, etdont, 
, de dc 


[14 [44 


b+db 
enfin, la troisième, 1 f(x, c- dce)dx, analogue à la première, 
b 


b+db 


est réductible à f(b, c) dæ —f(b; c)db: Par suite Lexeensse 


b 
b b 
a | Hier c) dE: sur f f(x,c)dæx, de la somme de ces trois inté- 
« « 


grales, conduit bien à la formule (1). 

Les deux termes du second membre de (1) relatifs aux limites, 
savoir f(b,c) db et — f(a,c) da, peuvent d’ailleurs, en adoptant une 
notation qui nous est familière pour désigner la différence des 
deux valeurs d’une expression à deux limites, s’écrire ensemble 
[f(x,c)dx ]#=7, ou même, sous une forme pluscondensée, | f(x,c)dx ]?. 
Ainsi, la formule (1) sera encore 


b : .b df(æ. C) 
(2) dr (2,0) 22 = 0) deu F1 dx. 
[44 « 
Imaginons que a et b, de même que tous les paramètres pouvant 
figurer dans f(x, c), dépendent de c : nous obtiendrons la dérivée 
complète de l'intégrale en divisant par dc chaque terme du second 
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membre de (2) ou de (1). Il vient donc pour cette dérivée complète, 
si b' et a! désignent les dérivées de b et a par rapport à c, 


WAP eo . dx |? ldf(z,c) | 
| fe 0 de = | fe, 0) À] TA nee 
) 


a 4? 


b 
df(æ, c 
= f(b,c)b'— f(a,c)a + jh SON 
CH, _ dc 
Dans le cas particulier où les limites &, b deviennent constantes, la 
dérivée de l'intégrale s'obtient bien, comme il était évident, par la 
simple différentiation de f(x, c) sous le signe f. 


318. — Évaluation de certaines intégrales définies, par la différentiation 
d’autres intégrales sous les signes f. 


Supposons qu’on ait obtenu, soit par le procédé ordinaire, qui con- 
siste à calculer d’abord l'intégrale indéfinie et à évaluer son accrois- 
sement entre les deux limites, soit par l’une quelconque des méthodes 
spéciales dont il sera bientôt question, la valeur d’intégrales définies 


b L 
de l’une des deux formes si CALAIS He J(æ, cc) dx, c’est-à-dire 
[44 « 


ayant ou leurs deux limites constantes ou une limite, x, variable, 
mais indépendante du paramètre c. Nous désignerons respectivement 
par e(c) et par F(x, c) leurs valeurs, fonctions de c seulement dans 
le premier cas, de x et de c dans le second. Posant ainsi les égalités 


b. 55 
GO fracd=pte,  [ fec)d=F(ae) 


différentions les deux membres de chacune par rapport à c, et il 
viendra 


b x 
CONNIMECOLETIONS MACOE ES NCT) 


On aura donc, sans aucune intégration nouvelle, mais par la simple 
différentiation, en c, de o(c) ou de F(x, c), les deux intégrales con- 
stituant les premiers membres de (5). La seconde possède, comme 
celle dont on l’a déduite, la même généralité qu’une intégrale indé- 
finie, à une constante arbitraire près, puisque la limite supérieure, x, 
y est variable. Quant à la première, prise entre des limites constantes, 
il arrivera souvent qu’elle se trouvera ainsi évaluée dans des cas où il 
serait impossible d’avoir sous forme finie la fonction primitive 


B. — II. Partie élémentaire. 11 
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fete c)dzx; car l'intégrale d 
«a 


l'obtenir, peut avoir été calculée par l’un des procédés spéciaux que 
l’on verra ci-après et qui, applicables seulement pour certaines va- 


b 
f(x, c)dzx, d’où l’on est parti pour 


leurs des limites, ne supposent pas que l’on connaisse ni même que 
l’on puisse connaître exactement l'intégrale indéfinie f f(x, c) dæ. 

Bornons-nous, en ce moment, à deux exemples simples de la se- 
conde catégorie, savoir, ceux auxquels conduisent les deux intégrales, 
immédiatement calculables, 


L 


) | 1— e—cx UE I z 
(6) ex Ar = -———, ons ——arctals > 
C CT Ve Ve 


e 0 e/ 0 
où nous supposerons € positif. 
Comme on a, ici, f(æ,c) =soitent%, soit (cr r2)01 ilovrent per 
un nombre quelconque x de différentiations successives en c, 


dr (re) 


7 — soit(—r}mte-cx, soit (—1})*(1.2.3...n)(c + æ2)-"2#1), 
de 


Donc les relations (6) différentiées z fois en c, puis divisées respecti- 
vement, la première par (— 1)", la seconde par (—1}*(1.2.3...n), 
donneront 


x n —CX \ 
| 1 æte-ct dx —(- 1) d LR. =} 
| à dc’ C 
(F)Wpourr 0)" 
je dx Re lin dn M 
ve "Ve 


uen) Proc Rene c 


Ainsi il ne restera, pour avoir sous forme finie fx"e-*dx et 
fte+ax?)-(#) dx, qu'à effectuer dans les seconds membres, expres- 
sions les plus concises possibles de ces intégrales, les faciles quoique 
laborieuses différentiations, par rapport à c, qui s’y trouvent indi- 
quées. Ces différentiations se simplifieront d’ailleurs beaucoup si la 
limite supérieure æ devient infinie positive; car, alors, e-t* s’annu- 


lant et arctang —- devenant e les deux expressions à différentier 


C 


à 1 I T ARTE. + A 
ñ fois seront ge et PE  IUURERS et rc ?, quantitésayant pour dérivées 
C6 4 4 


nièmes, respectivement, 


(—1)2(1.5.3...n)c2rPU rt (—1 2 
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Il viendra donc 


{ LA À PAIE SEP 6) 
an e-Cx dx = ———— ;, 
c+1i 
0 


6) (pour 120) 


f dr Fa 5 nn —1! T 
0 (ce + æ2})nr1 Eve 4 6 217 ace 
319*. — Des difficultés que présente la différentiation de certaines 


intégrales définies. 


(Compléments, p. 111*.) 


320. — Intégration sous le signe f; application au calcul 
de JE e-ax AGE dx. 
0 T 


Mais passons aux procédés qui permettent d'obtenir immédiate- 
ment certaines intégrales définies dans des cas où l'intégrale indéfinie 
correspondante n’est pas calculable sous forme finie. Les deux plus 
importants se rattachent à la théorie des intégrales doubles. 

Je parlerai d’abord de celui qu’on a appelé rntégration sous le 
signe [. Il est basé sur la propriété qu'ont les intégrales multiples à 
limites constantes de conserver leur valeur quand on y intervertit 
l'ordre des intégrations, pourvu du moins qu'une certaine vue directe 
de l’ensemble des éléments, supposée dans la démonstration (p. 147), 
soit possible : circonstance exigeant un champ d'intégration bien dé- 
terminé et une fonction sous le signe f finie dans toute l’étendue de 
ce champ. On y considère, ordinairement, une intégrale double où 
les intégrations peuvent se faire complètement quand on les effectue 
dans un certain ordre, tandis qu’une seule des deux aboutit lorsqu'on 
change cet ordre. Il vient ainsi deux expressions égales, dont l’une 
est une intégrale définie simple, tandis que l’autre est sa valeur sous 
forme finie. 

Prenons, par exemple, comme point de départ, l'intégrale, évaluée 
plus haut (p. 68) et où a désigne une quantité positive quelconque, 


(14) [ eTax cos bx dx = (pour &æ> 0). 


[44 
de a? + 0! 


Le champ en sera bien circonscrit, conformément à l'hypothèse 
énoncée, si nous y supposons mentalement la limite supérieure 
remplacée, jusqu’à la fin des calculs, par une très grande quantité 
Jixe, suffisante pour que le second membre de (14) exprime l'inté- 


(5) 


Jen 
0 sA() 
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grale avec une erreur insensible, finalement évanouissante dans les 
résultats à obtenir, Cela posé, regardons b comme une variable et, 
après avoir multiplié par db les deux membres de (14), intégrons-les, 
par rapport à b, entre les deux limites Jinies o, b. Nous aurons 


b e b E 
a db b\ES b 
Ni ab f e—ax cos bx dx il TEST (arotang .) — arctang —: 
0 0 p CAE & } b=o (2 


On voit que les deux intégrations indiquées dans l'intégrale double 


F 


çant par celle qui est relative à x. Or une seule s'effectue quand on 


Le) 
dv [ e74* cos b x dx ont pu se faire complètement en commen- 
0 


change cet ordre; car, si l’on commence par l’intégration relative à b, 
il vient successivement 


co ° b=d a si x 
e—aX( cos x b) db = der) (2) = ‘ éTae Le dx, 
0 \ 0 


b 


T b=—0 ‘ 


relation où le dernier membre n’est plus réductible par les méthodes 
connues. Ainsi l'intégration en b, seule, a pu se faire; et c’est justement 
parce qu’on l’a effectuée sur e—4% cosbx db, c’est-à-dire (à part le fac- 
teur db), sur la fonction e-“*cosbæ placée primitivement sous le : 


(ce) 
signe f d'intégration par rapport à æ, que ce procédé prend le 
0 
nom d'intégration sous le signe f. 


On aura donc, en égalant les deux expressions obtenues pour l’in- 
tégrale double, 


É FE sin br D 
(16) CRM dx = arctang — (pour a>o); 
s HR a 


Las : sin br NE : 
et la différentielle e"27 re à dx se trouvera intégrée entre les li- 


mites o et co, tandis qu’elle ne pourrait l'être, dans un autre inter- 
valle, que sous une forme non finie, comme, par exemple, en série, 

s 3 B3 3 au: 
au moyen du développement de sin bx = bx — SE 


de l'emploi, pour les divers termes, de la première formule (7) [p.162]. 


®sinbr 


dr 


321*. — Calcul et propriétés de l'intégrale 1 


Ô 


(Compléments, p. 118*.) 


Q1 
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322. — Intégration par décomposition d’une intégrale double 
en produits d'intégrales simples. 


Le second procédé de calcul de certaines intégrales simples au 
moyen d'intégrales doubles consiste à décomposer une intégrale 
double, dont on puisse connaître d’autre part la valeur, en facteurs 
qui soient des intégrales simples, ou en plusieurs termes formés, 
chacun, de pareils facteurs. On obtient ainsi, entre ces facteurs, des 
relations finies, qui servent à les évaluer. 

Considérons, par exemple, une intégrale double, de la forme 


b n 
fe dæ f o(æ)b(y)dy, c'est-à-dire dont les limites soient constantes 
EE m 


et où la fonction sous les signes f égale le produit de deux facteurs 
ne contenant, chacun, qu'une seule des deux variables æ, y. Le fac- 
teur w(æx) sera invariable pendant l'intégration relative à y, qui don- 


nera comme résultat e(æ) f Y(y)dy. Par suite, Î Y(y)dy étant 


désormais et à son tour, dans ce résultat, un certain facteur constant, 
b 

on pourra, en intégrant par rapport à æ, le faire sortir du signe f. ; 

«a 


et l’on aura finalement 


(18) LL eee | f sua] | f'ronar| 


VEN 


Si donc on parvient, par une voie quelconque, à calculer l’intégrale 


double, la formule (18) sera une relation de forme finie entre les deux 
b n 
intégrales simples f ov(x)dæ, 1 V(y)dy; et elle pourra servir à 
(24 TTL 
les déterminer. 


Mais il faut, pour cela, transformer l'intégrale double au moyen 
d'un changement de variables; car, tant qu’on y laissera paraître æ 
et y, ou tant que les intégrations devront se faire par rapport à æ et 
à y, elles porteront inévitablement, comme le montre (18), sur les 
différentielles (x) dx et V(y)dy; ce qu'il s’agit précisément d'éviter. 
Voyons donc, sur quelques exemples, comment s’effectueront de telles 
transformations. 


323. — Premier exemple : intégrale de Poisson. 


Le plus simple et le plus usuel de ces exemples est relatif à l’inté- 
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2 
grale, dite de Poisson (*), Î e-* dx, évidemment positive comme 
Le 

tous ses éléments, et rendue bien déterminée par le décroissement de 
la fonction e-**, infiniment plus accusé, quand æ grandit beaucoup, 
que celui de l'inverse d’une puissance quelconque, même très élevée, 
deu 

Écrivons cette intégrale, en y introduisant une autre variable y 


(re) 
au lieu de x, fl eŸ* dy; puis, formons-en le carré, par la multipli- 
0 


re] [ce] 
cation de f enedaiel de f e-Y*dy, après avoir, pour fixer les 
0 ! CR 


idées, remplacé provisoirement par un nombre très grand K les Li- 
mites supérieures infinies. Ce carré sera très sensiblement, d’après 
(18), l'intégrale double, à champ bien circonscrit, 


K K 
1 e—x* J£ ERIRG PEU: 
0 0 


Pour en faciliter, comme on verra, la transformation, supprimons 
tous les éléments compris de æ — 0 à æ — une très petite quantité €, 


K 
Pol e dy :| 4etae 
0 


a 
2 


éléments ayant en tout une somme je 
0 


K 
l’ordre de 2j] e dy, c'est-à-dire insignifiante; et, de plus, rem- 
k 


placons-y K, au haut du signe f entre parenthèses, par la limite su- 


4 
di K Me 
périeure plus grande K —, ou écrivons-la JF ETS | e-* dy dæ, 
Ë € A0 
K 
ce qui revient à introduire dans le facteur jl e dy de nouveaux 
0 
: 
| KE 
éléments, d’une somme totale f. eY dy négligeable. L'intégrale 
K 


7 
K ke 
double à évaluerétantainsi /| az | e- #3) dy, prenons-y, comme 
€ 0 
nouvelle variable w de l'intégration en y pendant laquelle + (compris 


2 e LA \ K 
entre e et K) ne change pas, le rapport 7: croissant de zéro à — pen- 


(*) A causé d’une démonstration élégante qu’en a donnée ce géomètre ( pp. 101*, 
102* et 121*); mais le calcul en avait été fait antérieurement par Laplace et même 
par Euler. 
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dant que y va de zéro à K —- Il faudra donc remplacer y par æu, 
vé € 


+ Cu : K 
dy par æ du, et les deux limites o, K =; respectivement, par o, —+ Il 
v £ € 


vient l'intégrale double, à limites constantes bien définies, 


K 
[ dx Î eur) x du, 
E 2210 


que l’on peut évidemment écrire, en ÿ changeant l’ordre des intégra- 


= kK 
f} du f et » dx. 
./ 0 e/ £ 


ao 
En résumé, celle-ci exprime donc le carré de j e** dx, avec une 
0 


o|> 


tions, 


approximation indéfinie, pourvu qu’on ÿ prenne « assez petit et K 
assez grand; de sorte que, si l’on pose finalement e — o et K — co, il 
vient 


Le +] 2 co Lee] 
(19) ( f ex? dr) = jè du 1 e-U+uhr? » dr. 
0 0 0 


Or, grâce au facteur + qu’a introduit la substitution de x du à dy, 


les intégrations indiquées au second membre de (1 aboutissent. 
D 
da 6 fru)x 


dx mo + u?) 


œ 2 Poe er Ode ET I 
e HE» dr = | ——— = ————; 
À DUT NME ot oi u?) 


d’où 1l résulte, pour le second membre de (19), la valeur 


I RU I PA QUES 
_— — — = (arctangu)) = —- 
0 2 Â 


On a, en effet, et ré x dr — et, par suite, 


2 1+ u° 


Enfin, l'extraction de la racine carrée positive des deux membres 
donne la formule cherchée de l'intégrale de Poisson : 
à : 
k À T 
(20) FT V . 
e 0 2 


On double la valeur de cette intégrale en y remplaçant la limite zéro 
par — ©; car, la fonction e—** étant paire, c’est-à-dire ne changeant 
pas de signe quand æ en change, l'élément ed} dx, qui a son 
champ dx compris entre deux valeurs négatives et se suivant, 
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—(a+ dx), — a, de x, d'ailleurs quelconques, peut être regardé, 
sauf erreur négligeable, comme la répétition de l'élément e-©dx 
dont le champ égal dx se trouve compris entre les valeurs positives 
correspondantes a et a + dx de la variable. La formule (20) équivaut 
donc à celle-ci, 


(21) JUN 


27 —-00 
Une remarque analogue s’appliquerait évidemment à toute inté- 
mm 
grale de la forme f f(æ)dæx ayant sous le signe f une fonction f(x) 
0 E, - 


paire, tandis que, dans le cas contraire d’une fonction f(x) impaire, 
ou qui change de signe avec æ, les éléments à champ d'intégration 
compris entre les valeurs négatives de la variable neutralisent, au 
lieu de les doubler, les éléments correspondant à ses valeurs positives. 
Ainsi, l’on aura, en général : 


Ji ue) : 
IRCDECCE : J fear: 


w|= 


(22) 2 

si f(— x) =— f(x), 

0 m nm 

Î fe)dz=- | J(æ)dæ, ou Î f(æ) dx = 0: 
324*. —- Application de l'intégrale de Poisson au calcul de certaines 
valeurs de la fonction T. 
(Compléments, p. 12r1*.) 

325*. — Deuxième exemple : évaluation des intégrales eulériennes de 


première espèce, ou à deux paramètres, en fonction de celles de seconde 


espèce T'. 
(Compléments, p. 122*.) 


ce] 
326*. — Troisième exemple : intégrales 1l era cos br? dœ 
0 


Le) 
et il e—ax? sin b x? dx. 
0 


(Compléments, p. 124*.) 
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2972. — Application aux intégrales de la diffraction f cos bx? dr 
de 


et | sin br? dx. 


0 
(Compléments, bp. 120".) 


328*. — (Calcul de certaines intégrales définies par introduction d’un 
paramètre, suivie d'opérations diverses sur les résultats : application 


C2 | co 
à L e-**coh2ax dx et à je e—** Cos2ar Ar. 
0 


0 
(Compléments, p. 128*.) 
329*. — Réflexion sur les transformations d'intégrales peu convergentes 


et sur l'introduction provisoire de facteurs exponentiels décroissants, 
destinée à y garantir l'exactitude des résultats. 


(Compléments, p. 131*.) 


7® D 


330*. — Calcul, par le même procédé, de | cosæ? cos2ax dx 
0 


e 


et de L sinæ?cos2ar dr. 
+ 0 ‘ 
(Compléments, p. 132*.) 


331*. — Intégrales déduites d’autres par l'attribution, à certains para- 
mètres, de valeurs imaginaires. 
(Compléments, p. 134*.) 
332*. — Calcul de certaines intégrales par le moyen d'équations diffe- 


rentielles qu'elles vérifient. 


(Compléments, p. 136*.) 


TRENTE ET UNIÈME LECON. 


*EXPRESSIONS ASYMPTOTIQUES DE CERTAINES INTÉGRALES DÉFINIES 
ET USAGE DE CES EXPRESSIONS. 


333*. — Premier exemple d'une expression asymptotique d'intégrale 
définie : cas de la fonction l', ou formule de Stirling. 


(Compléments, p. 138*.) 


334*. — Expression indéfiniment approchée (sous forme de produit) qui 
résulte, pour toutes les valeurs de l'(z2), de la forme asymptotique de 
cette fonction. 

(Compléments, p. 141*.) 


à © FE 
339". — Deuxième exemple : expressions asymptotiques de ee 
7 L: d d , 
et de a 
coh?x 
(Compléments, p. 145*.) 
336*. — Développement en série, grâce à ces expressions asymptotiques, 
Ne x ; 
des intégrales de la forme J Re » quand /(x) est une fonction pro- 


portionnelle à sa dérivée seconde. 


(Compléments, p. 147*.) 


331*. — Troisième exemple : expressions asymptotiques 


a 


L | j | 

de jf cos(r cosæ) dx et de f sin?” cos(r cos) dx, où r désigne 
EAN 0 

un paramètre qui grandit sans limite. 


(Compléments, p. 152*.) 
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D} 
» 


uw JE w \ 
__ 338*. — Du calcul approché des intègrales 1 AT JE cosæ? dr, 
( 0 0 


(12 : , 
D’ f sinx? dx, quand elles différent modérément de ce qu'elles sont 
0 


pour winfini. | 
L (Compléments, p. 155*.) 


CA 
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TRENTE-DEUXIÈME LECON. 


+ SUITE DES CALCULS D'EXPRESSIONS ASYMPTOTIQUES D’INTÉGRALES 
DÉFINIES : SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES. 


339*. —— Autre exemple : développement d’une fonction périodique finie 
quelconque suivant les cosinus et sinus affectés de la même périodicite : 
intégrale définie dont cette fonction représente l'expression asympto- 
tique. 

(Gompléments, p. 159*.) 


340*. — Démonstration de la série de Fourier, ou série trigonométrique 
principale, par le calcul de l'expression asymptotique d’'intégrale qui 


la résume. 
(Compléments, p. 164%.) 


341*. — Séries trigonométriques dérivées de celle de Fourier et procé- 
dant, les unes, suivant les sinus, les autres, suivant les cosinus des 
multiples ou quelconques, ou impairs, d'un arc. 


(Compléments, p. 165*.) 


342*. — Formule de Fourier, permettant de donner à une fonction arbi- 
traire la forme d'une intégrale double à élément trigonometrique. 


(Compléments, p. 168%.) 


343*. — Exemples : développement de quelques fonctions simples, entre 
les limites zéro et +, en séries procédant suivant les sinus ou les co- 
sinus des multiples de la variable ; remarque sur les séries trigonomé- 
triques non susceptibles d’être différentiées; sommation de séries nu- 
mériques importantes. 


(Gompléments, p. 170*.) 


_ tt 
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344*. — Des séries trigonométriques, doubles ou triples, que donne le dé- 
veloppement des fonctions de point dans un espace à deux ou trois di- 
mensions constantes, et des intégrales soit quadruples, soit sextuples, 
auxquelles conduit alors la formule de Fourier, quand cet espace est 
indéfini en tous sens. 


(Compléments, p. 174*.) 


TRENTE-TROISIÈME LECON. 


*DE L'EMPLOI DES INTÉGRALES DÉFINIES, POUR EXPRIMER DES FONC- 
TIONS ÉCHAPPANT GÉNÉRALEMENT AUX AUTRES MODES DE REPRÉ- 
SENTATION FOURNIS PAR L’'ANALYSE : INTÉGRALES POURVUES, SOUS 
LES SIGNES f, DE FONCTIONS ARBITRAIRES, ET DONT LES DÉRIVÉES 
ONT DES FORMES SIMPLES. 


345*. — De la représentation des fonctions par les intégrales définies; 
sur certains types d'intégrales faciles à différentier, et ayant sous les 
signes / des fonctions arbitraires. 


(Compléments, p. 176*.) 


! " ee 2 t2 
346*. -- Premier type : intégrales de la forme 1 1 y (5) da 


0 


et de la forme plus générale il F : 


0 


(Compléments, p. 178*.) 


347*. — Cas particulier d’intégrales se reproduisant par differentiation; 
2 T PNR 
calcul de 4 (ae )de. 
0 


(Compléments, p. 181*.) 


348*. — Propriétés qu'acquiert le premier type, quand on y introduit 
comme paramètre, au lieu de £, l’une quelconque de ses puissances. 
(Compléments, p. 183*.) 

349*., — Emploi de ce type pour former des fonctions de point dont le 


paramètre différentiel A, soit d’un calcul facile. 


(Compléments, p. 186*.) 


TRENTE-QUATRIÈME LECON. 


*SUITE DE L'EMPLOI DES INTÉGRALES DÉFINIES, POUR EXPRIMER CER- 
TAINES FONCTIONS : THÉORIE GÉNÉRALE DES POTENTIELS : POTEN- 
TIELS SPHÉRIQUES. 


350*. — Second type : des potentiels ; leur définition générale. 
(Compléments, p. 190*.) 
351*. — Calcul de leurs dérivées par rapport aux-coordonnées du point 
potentié. 


(Compléments, p. r92*.) 


332*. — Du potentiel sphérique ou potentiel à quatre variables. 


(Compléments, p.195*.) 


353*.— Autre potentiel, analogue au potentiel sphérique, mais applicable 
dans des espaces ayant, à volonté, une, deux ou trois dimensions. 


(Compléments, p. 198*.) 


354* — Paramètre différentiel, d'un ordre pair quelconque, d’une fonction 
de point, et puissances paires quelconques de son paramètre différentiel 
du premier ordre. 

(Compléments, p.202*.) 


TRENTE-CINQUIÈME LEÇON. 


*SUITE DE LA THÉORIE DES POTENTIELS : ÉTUDE SPÉCIALE DE CEUX 
DANS LESQUELS L'INTÉGRATION S'ÉTEND A TOUTE LA MASSE PO- 
TENTIANTE. 


335*. — Des potentiels où l'intégration s'étend à toute la masse poten- 
tiante; cas où l’on peut les différentier sous les signes J, soit exacte- 
ment, soit avec addition d’un terme simplement proportionnel à la den- 
sité de cette masse au point potentié. 


(Compléments, p.208*.) 
396*. — Potentiels inverse et direct à trois variables ; des fonctions 
qu'ils sont propres à exprimer. 


(Compléments, p. 213*.) 


301“. — Rapports des potentiels tant inverse que direct, et d’autres 
analogues, avec le potentiel sphérique ; potentiels logarithmiques à 
deux variables et leur usage. 


j (Compléments, p.217*.) 


358*. — Potentiel inverse, et potentiels logarithmiques à trois variables 
d'une couche plane infiniment mince. 


(Compléments, p.222*.) 


TRENTE-SIXIÈME LEÇON. 


DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES : THÉORIE DE L'ÉQUATION 
DU PREMIER ORDRE 


359. -_ Des équations différentielles : importance de leur rôle 
dans l'expression analytique des phénomènes. 


Revenons maintenant à l'étude d’une fonction quelconque y d’une 
variable æ, pour chercher jusqu’à quel point se trouve déterminée et 
comment peut s’obtenir la suite de ses valeurs, quand on donne sa 
dérivée première y', ou seulement quelqu’une, y(*), de ses dérivées 
suivantes y”, y”, ..., en fonction non pas de sa variable indépen- 
dante + seule, comme nous l’admettions jusqu'ici, mais plutôt de sa 
valeur actuelle y, ou de celles des dérivées successives y’, y”, ..., 
y(?-1), d'ordres moins élevés que y{”), ou, enfin, de toutes ces quan- 
tités à la fois, x, y, y’, ..., y, Alors la relation définissant y(*), 
ebquiconüent, dansile cas létplus général, x, y, y’, y", ...., y@eri), 
y), s'appelle une équation différentielle : son ordre est l’ordre 
même, 2, de la dérivée la plus élevée qui y figure. Nous la suppo- 
serons, d'ordinaire, résolue par rapport à cette dérivée la plus élevée 
y, ce que l’on pourra toujours regarder comme fait quand elle sera 
du premier degré en y{* ; et nous admettrons que, mise ainsi sous la 
(Om 60, 00,,7% 0) ellenefournisse, pour chaque 
système, à considérer, de valeurs de x, y, y', ..., y(®-1}, qu'une va- 
leur de y(?). Mais, quelquefois aussi, elle se trouvera implicite, c'est- 
à-dire non résolue par rapport à 7° : si elle est cependant algébrique 
en y(*, le degré le plus élevé auquel y(*) y figurera sera dit le degré 
de l'équation. Quoi qu'il en soit, algébrique ou transcendante, elle se 
décomposera, par sa résolution (générale ou seulement numérique), 
relative à y(, en autant d'équations différentielles, de la forme 
D D), po. T0) qu'elle admettra de racinesréelles. 
Dans tous les cas, intégrer l’équation, ce sera exprimer ou calculer 
les fonctions y qui la vérifient. 

On peut dès à présent entrevoir, par la réflexion qui a terminé le 


B. — II. Partie .elementaire. [2 
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n° 213 (p. 2), l'intérêt capital que présentent ces sortes d'équations 
dans l'étude des phénomènes naturels. 

Pour ne parler que des faits innombrables où le temps £ intervient 
en qualité de variable indépendante, et qualifiés de dynamiques (par 
opposition à ceux d'équilibre ou de permanence, tout spéciaux, dits 
statiques), comme sont les transformations successives des corps et 
surtout leurs simples mouvements, ou changements de situation de 
leurs particules, auxquels semblent liés leurs autres changements 
d'état, il serait impossible d’en prendre une connaissance tant soil 
peu exacte sans recourir aux équations différentielles. En effet, 
d’après les lois physiques, c’est toujours de la manière d’être actuelle 
du système matériel ou ensemble de particules dont on veut étudier 
les transformations, que dépendent les changements éprouvés par 
cette manière d’être durant un instant infiniment petit dé. 

Plus précisément, la rapidité de variation de l’état de la matière, 
rapidité que définissent les dérivées premières en £ des quantités le 
représentant, se règle d’après les valeurs actuelles de ces quantités ; 
et l’on peut dire que la dérivée de l’état actuel est directement fonc- 
tion non pas de la vartable indépendante t, mais de l’état actuel 
lui-même. Par exemple, la température d’un corps chauffé décroît 
d'autant plus vite que sa valeur actuelle excède davantage celle du 
milieu environnant ; la vitesse d’un projectile, à travers un fluide 
(comme l'air) assez peu résistant pour ne l’amortir qu’au bout d’un 
temps très long, diminue avec une lenteur croissante à mesure qu’elle 
devient elle-même plus faible ; un ressort tendu qui se débande, pro- 
duit, pendant des instants infiniment petits successifs dé, sur le corps 
qu'il entraîne, des accroissements de vitesse constamment proportion- 
nels à son degré présent d'extension ou de contraction; etc. Bref, les 
changements infiniment petits qui surviennent, d’un instant à l’autre, 
dans un système de corps, dépendent toujours de l’état actuel du sys- 
tème ; et c’est bien en fonction des quantités mêmes définissant cet 
état, que sera donnée leur dérivée par rapport au temps, variable 
indépendante souvent unique, mais toujours principale, dans les 
questions dynamiques. 

Ainsi les lois physiques s'expriment mathématiquement par des 
équations différentielles ; d’où il suit que la théorie de ces équations 
doit servir de base à toute étude analytique des phénomènes na- 
turels. 
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360. — Équation différentielle du premier ordre : existence de l'intégrale 
générale et possibilité d'intégrales ou solutions singulières. 


Bornons-nous, dans cette Lecon, à l'équation du premier ordre et 
supposons-la même, d’abord, explicite, c’est-à-dire de la forme 


(1) Y' = (2,9) ou dy —f(x,y) dx = 0, 


f étant une fonction connue des deux variables x et y. Pour fixer les 


idées, nous regarderons la variable indépendante x comme une ab- 
scisse, et sa fonction y comme l’ordonnée correspondante d’une courbe 
plane. 

Dans le cas le plus simple, une telle équation différentielle se ré- 
duit à y'—=/(x), ou à dy — f(x) dx ; elle signifie que y, ayant pour 
dérivée f(x), est la fonction primitive indéfinie f/(x) dx. Et une 
discussion faite, pour ce cas, dès le début du Calcul intégral (p. 3), 
nous a montré qu'une pareille équation détermine seulement, à chaque 
instant ou pour chaque valeur de x, la direction de la courbe cher- 
chée, en sorte qu’elle permet d’obtenir la fonction y, de proche en 
proche, après qu’on s’est donné arbitrairement une première or- 
donnée yo, dite valeur initiale de y et correspondant à l’abscisse x, 
choisie comme valeur initiale de la variable. Or il en sera évidem- 
ment de même dans le cas de l'équation plus générale (1) : car celle- 
ci détermine encore uniquement, pour chaque point (x, y) du plan, 
la pente y’ qu'y à la ligne cherchée, si elle y passe ; et elle permet 
ainsi à un point mobile (+, y), quelle qu’ait été sa situation initiale 
(Zo; Yo), de décrire, en prenant sans cesse (sur une longueur infini- 
ment petite) la direction indiquée, une courbe partout conforme à 
l'équation (1), avec des abscisses æ s’éloignant peu à peu, sans limite, 
de l’abscisse primitive x,, tant du moins que le point mobile (x, y) 
reste dans les régions du plan où la valeur f(x,7) de y’ ne devient 
ni infinie, ni imaginaire. Seulement, la pente y! du chemin suivi dé- 
pend maintenant de y, et non plus uniquement de l’abscisse æ. Par 
suite, les diverses courbes correspondant, pour x —x,, à diverses 
ordonnées initiales y,, n'auront plus les mêmes directions, pour 
chaque valeur de +, et représenteront des fonctions y différant entre 
elles tout autrement que par une constante arbitraire. 

Donc, quelle que soit l'équation différentielle (1), 1l existe toujours 
une fonction y, de æ, qui la vérifie et qui, de plus, pour x — x,, peut 
recevoir telle valeur, y,, que l’on veut, du moins entre les limites où 
l’expression f(x, y) de y’ est réelle et finie. Si l’on désigne par F une 
certaine fonction de deux variables, cette quantité y pourra s’écrire 
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y—=F(x,7,), puisqu'elle dépend à la fois de la valeur initiale y, et 
de l’abscisse variable æ. On l'appelle l'intégrale générale de l’équa- 
tion proposée (1). On voit qu’elle représente une famille de courbes 
ayant pour équation différentielle (t. [, p.124) la relation donnée, 
y'—=f(x,y), pour paramètre y,, et pour champ les régions du plan 
où la fonction f(x, y) admet des valeurs réelles. 

L'intégrale générale y—F(x,7) est-elle la seule solution que 
comporte l’équation (1)? En d’autres termes, toute fonction, Y par 
exemple, qui, pour x — x,, se réduit à y,, et dont la dérivée égale à 
chaque instant f(x, Y), se confond-elle nécessairement avec la fonc- 
tion y — F(x, y,), ou peut-elle, au contraire, s’en séparer, du moins 
sous certaines conditions ? Le simple coup d'œil que nous venons de 
jeter sur l’équation (1), et qui nous a montré clairement l’existence 
incessante, devant le point mobile, d’un chemin y —F(x,7,) satis- 
faisant à l'équation (1), ne permet pas de décider si ce chemin est 
unique, ou s'il comporte des dédoublements, constitués par des 
courbes raccordées entre elles, c’est-à-dire mutuellement tangentes en 
leur point de jonction. Mais le fait, pour certaines familles, de 
l'existence de lignes, enveloppes ou non, touchées successivement par 
les diverses courbes de ces familles (t. I, p. 215 et 183), prouve 
directement que de telles bifurcations ou séparations d'’intégrales 
sont quelquefois possibles. Car il suffit que la famille de courbes 
y =F(x,7,) possède une enveloppe ou soit, à défaut de celle-ci, 
croisée par une ligne tangente à toute la famille, pour que cette enve- 
loppe ou cette ligne tangente ait, en chacun de ses points (x, y), la 
même pente y'— f(x, 7) que l’enveloppée ou la courbe particulière 
venue à son contact, et satisfasse, par suite, sur tout son cours, à 
l'équation y'—f(x,y7) de la famille. Donc l’ordonnée y de cette 
ligne, bien que définissant, en général, une fonction de x très dif- 
férente de toutes celles que comprend la formule y — F(x, y,), n’en 
constitue pas moins une intégrale de l'équation proposée (1). On 
l'appelle la solution singulière, pour la distinguer des solutions ou 
intégrales particulières que donne l'intégrale générale y—F(x, y) 
quand on y attribue à y, toutes les valeurs constantes possibles. La 
ligne qu’elle représente se sépare, comme on voit, sur tout son cours, 
des courbes exprimées par l'intégrale générale, qui viennent, les unes 
après les autres, la toucher, c’est-à-dire se joindre à elle pour la 
quitter aussitôt. 


361*. — Unité de l'intégrale générale. 


(Compléments, p.229*.) 
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362*. — Calcul direct des solutions singulières et des systèmes de va- 
leurs des variables pour lesquels des réunions ou des séparations 
d'intégrales sont possibles. 


(Compléments, p.230*.) 


363*. — Propriété, qu'ont ordinairement ces systèmes de valeurs, de 
représenter des enveloppes, tangentes ou non à leurs enveloppées ex- 
primées par l'intégrale générale. 


(Compléments, p. 231*.) 


364. — Formes diverses de l'intégrale générale; facteurs d’intégrabilité. 


L'intégrale générale y = F(x, y,) peut être mise sous une infinité 
d’autres formes, soit explicites, comme celle-là, par rapport à y, et 
obtenues en y faisant paraître, au lieu de la valeur initiale y,, une 
autre constante c liée à y, d’une manière quelconque ou définie par 
une équation de la forme c — Ÿ(y,), soit même implicites, quand y 
s’y trouve déterminé, en fonction de x et de la constante arbitraire y, 
ou €, au moyen d’une équation non résolue. Une telle relation, de la 
forme D(x, y, c) = 0, s'appelle l'équation intégrale, ou simplement 
l'intégrale, de l'équation différentielle proposée y'— f(x, y). 

Parmi ces dernières, qui sont implicites, il faut distinguer surtout 
celle où l'équation intégrale se trouve résolue par rapport à y, ou à 
une fonction de y, seul, c’est-à-dire par rapport à une constante ar- 
bitraire c, et mise ainsi sous la forme ®(x, y) — c —0, équivalente à 
o(æ,y)=c; car, alors, une simple différentiation, donnant 

; 
SET EUR ou PEU 


dx dy (pe 


conduit à une valeur de y’ débarrassée de la constante c, comme on 
Va déjà vu dans la VIIT Leçon (t. I, p. 124), tandis que, dans tout 
autre cas, il faudrait, pour éliminer c de l'équation obtenue en dif- 
férentiant l'intégrale, y porter la valeur de c tirée de l'équation inté- 
grale elle-même. Aussi la forme o(x,7y)—c jouit-elle, pour cette 
raison, d'importantes propriétés, qui lui ont fait donner le nom de 
forme normale de l'intégrale. 

Observons que, dans le cas où € n’est autre chose que la valeur 
initiale y, de la fonction, cette forme normale y, — #(x, y) revient à 
considérer y, comme dépendant de x et y, c’est-à-dire d’une valeur 
quelconque de la variable + et de la valeur correspondante y de la 
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fonction : point de vue très naturel; car, si l’on avait adopté telle 
valeur + qu'on veut pour valeur initiale, y aurait pu, à ce moment, 
être choisi à volonté, et c’est alors y,, correspondant à la valeur par- 
ticulière +, de la variable, qui serait devenu fonction tant de la nou- 
velle valeur initiale quelconque + de la variable, que de la valeur 
correspondante attribuée à y. Ainsi, tandis que la forme explicite 
y =F(x,7,) suppose que l’on considère, isolément, une certaine 
valeur de æ, toujours la même, comme initiale, la forme normale 
p(t, Y)—= Yo OÙ, par suite, w(x, y) — c, représente, au contraire; la 
comparaison ou le rapprochement de toutes les valeurs de æ et y qui, 
prises successivement comme initiales, se correspondent pour former 
ensemble une même intégrale-de l'équation y'— f(x, y). 
La relation &(æx, y) — c différentiée donnant 


—y'=0 ou — — 


si nous remplaçons y’ par sa valeur f(x, y), que nous écrirons sim- 
plement /, 1l viendra — Df= a. 
o(æ, y) —c, faire correspondre tour à tour, à chaque valeur de x, 
toutes les valeurs possibles de y, du moins entre les limites où la 
fonction f(x, y) reste réelle. En d’autres termes, la famille (x, y)=c 
de courbes couvre avec continuité l’espace, sur le plan des xy, autour 


de chaque point (x,7). C’est donc identiquement, ou pour xet y 


Or nous avons vu qu’on peut, dans 


quelconques, que le produit des deux fonctions — Sr , FR) 


do(x, ; e FRS 
 — ue Et si l’on met l’équation différentielle pro- 


posée sous la forme y'— f(x, y) —o, équivalente à dy — f dx — 0, 


égale la fonction 


puis qu’on multiplie son premier membre par D 1l viendra l'identité 


Los dr ue. 
FN — f) = At dy 
(6) ou 
do PANTIN DAT, 
D (dy = f dx) = se dr + Et dy = de. 
L ; 4 
Donc le facteur . que J'appellerai # pour abréger, transforme en 


une différentielle exacte par rapport à æ et à y le premier membre de 
l'équation proposée dy — f dx — 0; et il suffirait de connaître ce 
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facteur, pour ramener immédiatement le calcul de la fonction + ou, 


par suite, de l'intégrale générale #(æx, y) —c au problème, résolu 
plus haut par des quadratures (p. 10), de l’intégration d’une différen- 
tielle totale do == M dx + N dy. On aurait ici 


M = — f LA = — f», N ae M LR 


Ainsi, él existe toujours un facteur, généralement fonction à la 
fois de x et de y, qui rend immédiatement intégrable, c'est-à-dire 
réductible aux quadratures, l’équation différentielle proposée 
dy — f dx — 0. On l'appelle le facteur d'intégrabilité ou le facteur 
intégrant. Et l’on voit qu'il en existe même un pour chacune des 
formes normales que peut recevoir l'intégrale, puisqu'il y en a une 
pour toute fonction possible de y,, savoir € — 4(y,), que l’on voudra 
choisir comme constante arbitraire. 


360*. — Des solutions qui rendent infini le facteur intégrant et, no- 
tamment, des intégrales soit singulières, soit asymptotes. 


(Compléments, p. 233*.) 


3066*. — Analogies des intégrales singulières et des intégrales asym- 
ptotes : plus grande fréquence de celles-ci. 


(Compléments, p. 235*.) 


367. — Principaux types d'équations du premier ordre dont on connait 
le facteur intégrant. — Premier type : cas où les variables se sépa- 
rent; équations homogènes, etc. 


Il n'existe, malheureusement, qu’un nombre restreint de cas où l’on 
sache trouver le facteur d’intégrabilité : nous allons passer en revue 
ceux qui présentent quelque généralité ou semblent pouvoir offrir 
une certaine importance pratique. 

Pour commencer par le plus simple, supposons que l'équation pro- 
posée soit de la forme 


(13) J'=f(æ)e(y) où dy —f(x)?(y) dx — 0, 


c'est-à-dire que la valeur de y’ doive égaler le produit d'une fonction 
ne dépendant que de x par une fonction ne dépendant que de y. Alors 
1 


le facteur d'intégrabilité est 
(y) 


- En effet, si l’on divise la seconde 


‘ 
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RARE d ; 
(13) par #(y). il vient ns — f(æ) dx — 0; équation -dontle"pres 
mier membre a la forme M dx + N dy, avec les valeurs M — f(x), 
I TRE à te on nd: | dN 
N — qui vérifient bien la condition d’intégrabilité == — =, 
(y) dy dx 
Re aM dN 2e + 
puisqu'elles donnent Æ —0 el 7 — 0. L'intégrale générale est 
: dy ; 
(14) —— — f f(x) dx — une constante c. 
Je ei CPS 


Elle s’obtiendra donc par deux quadratures, effectuées sur des dif- 
férentielles contenant seulement, l’une +, l’autre y. On dit, pour 
cette raison, que les variables sont séparées dans l’équation 


ou, encore, que la division de (13) par (y) a effectué la séparation 
des variables. 

Des transformations très simples réduisent certaines équations à la 
forme (13) et permettent, par suite, dé les intégrer ou, du moins, d’y 
ramener à des quadratures le calcul de la fonction inconnue. 

S'il s’agit, par exemple, d’une équation de la forme 


v'=vd(axz+ by + c), 
où Ÿ désignera une fonction quelconque de l’expression linéaire 
AGE by EC, 


il suffira de choisir cette expression linéaire comme nouvelle fonction 
inconnue, én posant w — ax + by +c'et, par suite, u!= a =P067ou 


là 
UE j : 
PE 7; Pour que l'équation, devenue u'— a + b4(u), rentre 


dans le type (13), écrit ul = f(æ)o(u), avec f(æ) =ret 
o(u) = a + bY(u). 
De même, si l'équation proposée a la forme 
d(RYU) Katy dry E "0, 


avec m, n, à, b, À constants, il suffira d'adopter, comme nouvelle 
variable X et comme nouvelle fonction Ÿ, les produits æy", xy”, en 
posant æy" — X, xy"=—Y (d'où résulteront des valeurs monômes de 
æ et y en Xet Y}), pour que l'équation proposée prenne la forme 
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dY -- KX2YB dX — o et soit ainsi comprise dans la seconde (13), 
écrite dY — f(X)o(Y)aX — 0. 

Mais ia plus remarquable de ces sortes de transformations, due à 
Jean Bernoulli, est relative aux équations dites homogènes. On ap- 
pelle ainsi celles qui peuvent s'écrire M dx + N dy — 0, M et N dé- 
signant deux fonctions homogènes, en x et y, du même degré. Par 
suite, la valeur qu’on en tire pour y’, quotient de — M par N, est elle- 


A « sf , , VA 
même homogène du degré zéro et ne dépend que du rapport «II 
. 


s'agit donc, en définitive, des équations de la forme 


(15) r=s(Z) ou dy —f (2) AÉE=AO;. 


Choisissons pour variable indépendante auxiliaire, au lieu de x, le 
rapport =» que nous appellerons £ ; et proposons-nous de déterminei 


æ en fonction de {, après quoi y aura, aussi en fonction de 4, l’expres- 
sion évidente £x. Comme la relation y — xt donne dy — x dt -+tdx, 
la seconde (15), proposée, deviendra 


4 
(16) dt +[é— f(t)] dr — OR ll 0, 
I æ dt +] LCD =,0 ou dx PTE (0) 


équation rentrant bien dans le type (13), pris sous la forme 


dx — f{t)p(x)dt =; 


. Sn ! k . 
car 1] suffit d'y poser f(4) — iQ) et y(æ) —zx. Les variables se 
séparent en divisant par x, et l'intégrale générale est ensuite 
dt TR: 
log æ - ——— = une constante arbitraire loge 
EN ANS) 


Do dt 


Il ne restera donc qu'à effectuer, dans chaque cas, la quadrature 


l 
Fe 


L'équation est quelquefois homogène, non par rapport à æ et à y, 
mais par rapport à leurs excès X —x— 4, Y — y — $ sur des con- 
stantes «, 6; et 1l suffit évidemment alors, pour la ramener au type 
(19), d'y remplacer x — 4, y — 8, dx, dy, respectivement, PARA, 
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dX, dY. Tel est le cas d’une équation comme 


dy, TEE 0 a TL pee 
(18) = — ea) qui s'écrira "7e = à CS ; 


en y déterminant x et 8 par les deux équations du premier degré 
b—$B+au, b'—$+ als, compatibles toutes les fois que &/ diffère 
de a. Si, au contraire, a! égalait &, la fonction f ne dépendrait que de 
l'expression linéaire y + ax, et l’équation proposée s’intégrerait, 
comme on a vu tout à l'heure, en se donnant y + ax pour fonction 
inconnue. 


368. — Deuxième type : équation linéaire; équation de Bernoulli, etc. 


On appelle, en général, équations linéaires les équations qui sont 
du premier degré par rapport aux fonctions inconnues et à leurs. 
dérivées, tout en pouvant être d’un degré quelconque, ou même 
transcendantes, par rapport aux variables indépendantes. D’après 
cette définition, l’équation différentielle linéaire du premier ordre 
sera évidemment réductible à la forme 


(19) J'+Py=Q ou dy Pydr A0 dr, 


P et Q désignant deux fonctions quelconques de x seul. 

Supposons d’abord qu’elle soit, comme on dit, privée de second 
membre, ou qu’on ait Q — o. Alors la valeur, — Py, de y! égalera le 
produit d’une fonction, — P, de + par une fonction, y, de y, et les 
variables se sépareront. En divisant la seconde (19) par y et inté- 
grant, 1l viendra, si logc désigne la constante arbitraire introduite, 

Fu » 


log y + SP dx = logc, ou log 2 —— ff P dx, ou encore ne e-JPdx, 


On trouve donc y — ce-f?dx et, si l'on résout enfin par rapport à €, 
(20) HeFarEete: 


Comme le facteur efPd* est une fonction de æ seul, on voit que 
l'équation linéaire sans second membre a une intégrale générale, 
sous forme normale, également linéaire, ou du premier degré par 
rapport à la fonction inconnue y. 

Ici, la fonction que nous appelions en général p(æ, y) [p.182] 
égale ye/l4*, et le facteur intégrant est efPdx, Or, rétablissant ac- 

dy É 

tuellement le deuxième membre Q, multiplions la seconde (19) par le 
facteur eff, puis intégrons. Comme efl4r P dx — delPdx et que, par 
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suite, 
elPdx(dy + Py dx) — d(yefPar), 
il viendra 
yefPax=fQ efP dx dx + une constante c 


(21) 
- ou v=(c+fQelParqr)e-fPar, 


Par conséquent, un même facteur intégrant convient pour les 
deux cas de l’équation sans second membre et de l’équation avec 
second membre. Nous verrons, dans une prochaine Leçon, que cette 
propriété, ainsi que la précédente concernant la linéarité d’une inté- 
grale générale (sous forme normale) par rapport à la fonction incon- 
nue, s'étend à des équations différentielles linéaires quelconques. Déjà, 
d’après la première (21), la même linéarité subsiste bien pour l’inté- 
grale de l'équation (19), quand il y a un second membre. 

C'est Leibnitz qui paraît avoir intégré, le premier, l'équation li- 
néaire (19), ou, plutôt, en avoir réduit l'intégration, comme le montre 
(21), au calcul des deux quadratures f P dx et fQefldx dx (1). 

On ramène à l'équation linéaire celle-ci, dite équation de Ber- 


noulli (?), 
(22) VAS QU, 


où P et Q sont encore deux fonctions quelconques de æ. Quant à l’ex- 
posant », entier ou fractionnaire, positif ou négatif, 1l diffère de 
l'unité, sans quoi l'équation, réduite à y'+(P—Q)y—o, serait 
simplement linéaire sans second membre. Supposant donc » différent 
de 1, mais d’ailleurs quelconque, multiplions (22) par (1—x)y", et 
observons que (1— n)y-"7! exprime la dérivée de y!-*. Il viendra 
(23) I LG n)P.yin = (1 »)Q, 


dx 


équation qui, en y regardant y!-*? comme la fonction inconnue, est 


(*) Dans sa lettre du 27 novembre 1694 au marquis de l’Hôpital. Il y parvient 
en concevant l'intégrale d’une équation différentielle M—Ny'=—o ordonnée, 
comme M et N, suivant les puissances de y, et finalement bornée, quand il ne 
s’agit d'intégrer que (19), aux deux premiers termes, c’est-à-dire de la forme 


simple U+Vy=o;il y détermine d’ailleurs les fonctions U, V, ... de x, de 
manière que l’équation, (19), soit vérifiée identiquement. Cette méthode, qui, 
au fond, revient à poser en général c ou ®$(æx,7) = U+Vy+..., présupposait, 


et mettait par là-même en évidence, la forme linéaire de l'intégrale par rapport 
à y; ce qui est le point capital de la question. 

(2) Du nom de Jacques Bernoulli (disciple de Leiïbnitz, comme son frère Jean 
Bernoulli) qui l’a étudiée vers la fin de 1695. 
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bien de la forme (19), sauf le remplacement de P par (1 —n)P 
et de Q par (1— n)Q. L'intégrale sera donc, d’après (21), 
(24) pie — [ c tte n)$fQ eti—n)f P dx dæ]e-U-n)f Par, 

L'’équation de Bernoulli, qui comprend comme cas particulier, en y 


faisant n — o, l'équation linéaire, n’est donc pas, au fond, plus géné- 
rale qu’elle, lorsqu'on y adopte y!-* pour fonction inconnue. 


L'introduction du rapport T° — ; comme variable indépendante ré- 
FA 


duit à une équation de Bernoulli celle-ci, moins simple en appa- 
rence, 


125) dy +f(Z) de = ane( 7) d? 


) 
PA 


où l’exposant » et les deux fonctions f, © sont quelconques. Rempla- 
cons, en effet; dans (25), y par ur (d'où dy=—1#dx 47 de} etai 
viendra, en divisant finalement par [£ + f(t)] de, 


( 26) dx En Le — o(é) nn 
+ GONE AS EST 0e * 

s at DE f ps œo(é) : 4 : ï 
cée’qui, Sion pose PE ME Q = CAL rentre bien dans le 


type (22), où l’on remplacerait respectivement x et y par £ et æ. 


369*. — Absence d'intégrales singulières et d’intégrales asymptotes 
distinctes, dans l'équation linéaire. 


(Compléments, p. 238*.) 

310*. — Simplification d’une équation quadrinôme et sa réduction, dans 
certains cas, à l'équation trinôme de Bernoulli : équation de Riccati. 
(Compléments, p. 240*.) 

371*. — Troisième type : équations qui s’intègrent par différentiation, 
comme celle de Clairaut. 


(Compléments, p. 242*.) 


TRENTE-SEPTIÈME LECON. 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES D'ORDRE SUPÉRIEUR ET ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES-SIMULTANÉES. 


372. — Des équations différentielles du premier ordre simultanées : 
existence de leurs intégrales générales. 


Considérons z fonctions inconnues y, 5, u, ..… d’une variable indé- 
pendante x, définies au moyen d'équations de la forme 


dy 

y’ ou D JUS MN, 0 0), 
dz 

Gi) 3" ou ce AV, 2), 
du 

u' ou 7 NES DAT PRES À 


qui, pour chaque valeur de la variable x, font connaître leurs déri- 
vées premières en fonction de cette valeur x et des valeurs actuelles 
de y, =, u, ... elles-mêmes. Un tel ensemble d'équations constitue 
évidemment l'extension, au cas de plusieurs fonctions inconnues, de 
l’équation différentielle du premier ordre étudiée dans la Leçon pré- 
cédente. On l’appelle un système d'équations différentielles simulta- 
nées, et l’on dit, d’ailleurs, qu'il est du premier ordre, parce que les 
dérivées du premier ordre sont les plus élevées qui y paraissent. 

Si l’on se représente y, 3, u, ... comme les ordonnées de tout 
autant de courbes, en imaginant que ces courbes doivent être tracées 
par des points, mobiles, tous à la fois, le long d’une même droite. 
sans cesse perpendiculaire à l’axe des abscisses æ et animée d’un 
mouvement continu dans le sens de cet axe, il est clair qu’on pourra, 
comme dans le cas d’une fonction unique y ou d’une équation unique 
y'= f(x, 7), se donner sur la droite mobile la position première de 
tous ces points, c’est-à-dire les valeurs dites snitiales, y, 35, Uo, +. 
de y, £, u, ... correspondant à une certaine valeur, x,, de x, et que 
c’est alors seulement que les équations (1) détermineront les direc- 
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tions, définies au moyen des coefficients angulaires: y’, z', u', ..., 
prises au même moment par les divers points mobiles. Ceux-ci se 
rendront de la sorte dans des positions infiniment voisines, où une 
nouvelle application des équations (1) fera connaître les nouvelles 
directions, presque identiques aux précédentes, qu'ils devront pren- 
dre ; et ainsi de suite. Dans quelques situations qu’arrivent ainsi, de 
proche en proche, les points ayant y, z, u, ... pour ordonnées, il 
existera toujours certaines pentes y’, s', u', ... satisfaisant aux équa- 
tions (1) et qui pérmettront à ces points d’atteindre finalement une 
abscisse æ quelconque, tant que, du moins, æ, y, 3, u, ... se main- 
tiendront dans les limites entre lesquelles les fonctions f,, fa, fs, ... 
sont réelles et finies. 

Donc, les équations simultanées (1) admettent toujours un sys- 


tème d’intégrales générales, de la forme 


| ho — Fi(æ, Yo: So; Uo; ne 
Brel D) 20 Ge), 


(2) 
ui PURE MS, 69, Us, 230), 


c'est-à-dire qu'il existe toujours des fonctions y, 3, u, ... qui le 
vérifient et qui, pour x = &,, peuvent recevoir des valeurs y5,<z, 
Up, ... Chotsies à volonté. 


373*. — Unité du système des intégrales générales; possibilité de 
quelques intégrales singulières et calcul direct de celles-ci. 
(Compléments, p. 245*.) 


\ 


3174. — De la forme normale des intégrales : facteurs d'intégrabilité. 


Il est clair qu’on pourra, dans les intégrales (2), substituer à y,, 
Zo> Uo, --. d’autres constantes arbitraires en même nombre, c;, €, 


C3y +. liées à Vo; Zos Wo, - -. par des relations quelconques, et dont, 
par suite, Yo; Zos Lo; --. Seront des fonctions déterminées. Les 7 
variables y, &, u, ... dépendront donc des x constantes c;, C2, C3, .…, 


en même temps que de x; et elles pourront d’ailleurs n'être obtenues 
par l'intégration que sous forme implicite, c'est-à-dire à l’état de 
équations non résolués/entre 2,4), 20... etlCi, Ce, ON RIRE 
telles relations sont dites des équations intégrales du système (x). Si 
on les résout par rapport aux 7 constantes c;, C,, C3, ..., elles de- 
viendront de la forme 


(5) p1(2,7,23, ur...) = Ci; Mes (T,V,ASU,L NI Cr,t pale, M, 3, U, 1) etc, 


+ 
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Di, Ya, Ps, . .. désignant certaines fonctions de æ, y, 3, u, .... Et 
elles seront alors les analogues de l’éntégrale normale o(x,y) —c 
d'une équation différentielle unique ; car une simple différentiation 
en éliminera la constante arbitraire que contient chacune d'elles. 

Les intégrales du système (1), mises sous cette forme normale, peu- 
vent donc être représentées par la formule unique o(x,y,3,u,...)—c; 
et l’on voit qu'il y en à toujours x distinctes, c’est-à-dire suffisantes 
pour déterminer, en fonction des quantités æ, C1, Ces ..., Cn, des 
expressions de y, z, w, ... dont on puisse arbitrairement se donner, 
barumohtimconvenablerde c;,"c:, ...,"e,; les valeurs y,, z;; 4,, 
répondant à la valeur initiale x,, également arbitraire, de æ. Si l’on 
différentie l’une quelconque de ces équations, écrite © — c, en obser- 


vant d’ailleurs que y’, 3’, u', ... sont, d’après les équations propo- 
D Ms D) alt, Viet. Ji +, om aura 

do EX Gage or 

or + —< fo +— —— f3—+—,... = O0 

dzæ dy * SP ERANEr DEA 
(6) { ou 


do . do, do |, IN do 
(ne ie Ge.) = 


Ainsi, 1l existe, entre les dérivées partielles premières de la fonc- 
onde "zu. etes fonctions données fi, fe, /3, - de 
ces mêmes variables, des rapports tels, que l’expression de 


api, fit...) 


do d do 
dy 


do é 
se confond avec Ta; ed cela, pour toutes les valeurs possibles de x, 
L 


Ÿ» 3; U, ..., puisque chaque valeur de + pourrait, à son tour, être 
adoptée comme valeur initiale, et que les valeurs correspondantes de 
Y: 3, U, ... seraient, alors, susceptibles d’être choisies arbitraire- 
ment. L'égalité (6) est donc une identité. 

Cela posé, prenons les équations différentielles (1) sous la forme 


(7)s dy — f1 dr = 0, dz — f: dx = 0, du je dE = ,0,11:, 


se 4 . . . . d' 
et apoutons-les, après les avoir respectivement multipliées par 2 
do do ; : 
+) — +... Si nous remplacons, dans les résultats, 
dz du $ 


d'o do à 
(She Ve +...) 
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70 « HET 
ar +, la somme des premiers membres deviendra 
l dx 
do do do do 
(8) Pr BÉRee LAU RREUS Ldx ou do: 
(LT dz du dx GP, 


en sorte que le résultat, réduit à do — 0, sera immédiatement inté- 
grable et donnera & — const., c’est-à-dire l’une des x intégrales géné- 
rales prises sous leur forme normale. 

Il existe donc toujours, pour un système de n équations différen- 
ielles simultanées du premier ordre, résolues par rapport aux 
différentielles des fonctions inconnues et réduites ensuite, par trans- 
position de termes, à avoir leurs seconds membres nuls, n groupes 
distincts de facteurs d’intégrabilité (fonction de x, y, 3, u, :-.), 


Les ee ; ; ; do 
tels que, si l’on multiplie les équations proposées par ceux, PI 


do do 
ÉRRNT à 
dz du 


somme des résultats, l'équation obtenue s'intègre immédiatement; 


.., de l’un quelconque des groupes, puis qu’on fasse la 


car elle a pour premier membre une différentielle totale, inté- 
grable par des quadratures et conduisant à l’une des intégrales 
normales © — c du système proposé. 


375*. — Propriété qu'ont les solutions singulières et, sous certaines con- 
ditions, les solutions asymptotes, de rendre infinis un ou plusieurs de 


ces facteurs. 
(Compléments, p. 247*.) 


3176. — Réduction d’un système d'équations différentielles d'ordre quel- 
conque à un système d’un nombre plus grand d'équations du premier 
ordre. 


On peut toujours ramener un système d’équations différentielles à 
ètre du premier ordre, en y considérant comme autant de fonctions 
inconnues distinctes toutes les dérivées qui y paraissent, sauf la plus 
élevée de chacune des fonctions cherchées, et en déterminant les in- 


sp eo ; J dy 
connues auxiliaires ainsi introduites par les relations ( comme Y=T , 
F2 
0 dz + PE ns nn. 
5 — 77, ---.) Aui, Justement, Îles définissent en tant que dérivées 


soit les unes des autres, soit des inconnues principales demandées 
J; 3, u, .... On obtient ainsi un système plus nombreux d’équa- 
uons simultanées ; mais, évidemment, ce système est du premier 
ordre. 


FACTEURS INTÉGRANTS ET INTÉGRALES DE DIVERS ORDRES D’UNE ÉQUATION. 193 


371. — Cas particulier d’une seule équation différentielle d'ordre supé- 
rieur : intégrale générale; facteurs d'intégrabilité ; intégrales de di- 
vers ordres. 


Soit, par exemple, une équation différentielle d’ordre 7, supposée 
résolue par rapport à la dérivée la plus élevée, 


SEL AC PRANAS aU Sert 


ce } ou 

€ 

: dry CL dy dr1 y 
dr" CURE CHR AE Of Te) 


entre une variable indépendante +, sa fonction y et les 7 premières 
dérivées de celle-ci. En on comme des fonctions distinctes les 


n — 1 dérivées y!, y”, y", ..., y—1), intermédiaires entre la fonction 
} > ? y 


ACT :à dyti-1) 
Der ddérivée n'en}, que nous éCrirons 75? nous aurons le 


système de z équations simultanées du premier ordre, 


[7 


GNT, RAS dy VE, =, 
4 PE FLAN ide 4 
(10 
dytr-1) 
Sd und) 


entre la variable indépendante x et les x fonctions y, y', y", ..., 
y?) de cette variable ; et 1l est évident que ce système (10) a pré- 
cisément la même signification que l’équation proposée (9). 

On voit que l’intégrale générale déterminera y el, par suite, y", 
y", ..., y, en fonction de x et des valeurs initiales arbitraires 
Dr os queprendroniitoutes ces quantités pour z — To: 
Donc, l'intégrale générale d’une équation LIRE entielle du nième 
ordre contient n constantes arbitraires, telles qu’on peut se donner 
à volonté les valeurs initiales de la fonction et de ses n —1 pre- 
mières dérivées. 

Chacune des x intégrales normales, distinctes, du système (10) 
Pont de lt ionme (x y, y, y, ..., im); lés facteurs d'inté= 
do do AS 
dy" dy! dr: 
par ceux-ci les équations (10), mises sous la forme 


grabilité correspondants sont - et, si l’on multiplie 


on dy — y'dx = 0, AR MAT = 10.20 

11 : 

\ dy?) — 71) dx — 0, dy — f dr. = 0, 

puis, qu’on ajoute les résultats, la somme des premiers membres éga- 


B. — II. Partie élémentaire. 13 
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lera, comme on sait, la différentielle totale exacte de la fonction &. 


On aura ainsi 


do 


T Jym-n (dy = Far 


c’est-à-dire, plus simplement, en tenant compte de ce fait que y, 
y", ... désignent les dérivées successives de y et que, par suite, les 
expressions dy — y'dx, dy'— y"dx, ..., dy1— y 1) dx sont 


identiquement nulles 
? 


do 


(12) dyuD (dy. n=1)— f dx) = do. 


Il existe donc, pour toute équation différentielle d'ordre n muse 


do 
; » (n—1)_ = , > 
sous la forme dy OX ON URI O EU PACE » fonction de 
D, Va Vo Vus.) 00, NCLNMéMeNJaCtenTs ue distincts 


(un pour a intégrale normale & —const.), qui rendent le 
premier membre de cette équation la différentielle totale de cer- 
taines JoOnCUons QUE RL Ve NV ER EI ER 

Quand un de ces facteurs est connu et qu’on l’applique, l'équation 
devient exactement intégrable une fois ; et l’on obtient, en intégrant 
en effet, une équation différentielle d'ordre 2 — 1, savoir 


DEL M MODE a OPEN: 


Celle-ci est dite une intégrale générale première de la proposée. Si 
l'on peut la traiter comme la proposée, c’est-à-dire l'intégrer elle- 
même une fois, on aura, avec deux constantes arbitraires, une nou- 
velle intégrale, appelée intégrale deuxième de la proposée. En 
continuant de même, on arrivera, après » intégrations, à l'équation 
intégrale nième ou du n°" ordre, qui contiendra x, y et les n con- 
stantes arbitraires successivement introduites. Celle-ci sera l’inté- 
grale générale de la proposée ; car, résolue par rapport à y, elle 
donnera la valeur générale de cette fonction, avec toutes les con- 
stantes arbitraires nécessaires pour pouvoir disposer à volonté de sa 
valeur initiale y, él:de/celles 9%, #6:# y *, de sesin 0 
mières dérivées. 


318*. — Sur les solutions singulières des équations différentielles 
d'ordre supérieur. 


(Compléments, p. 248*.) 
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3179. — Équation différentielle d'ordre supérieur propre à chacune des 
fonctions que définissent des équations simultanées du premier ordre : 


intégration du système, de proche en proche, par l'emploi de la série 
de Taylor. 


Si une équation différentielle d’ordre # peut être remplacée par » 
équations du premier ordre, à l'inverse, un système de n équations 
du premier ordre, comme, par exemple, le système (1) [p. 189 |, 
conduit, par l’élimination de n — 1 des fonctions inconnues, à une 
équation différentielle d'ordre n entre la variable indépendante x 
et La fonction inconnue restante. 

Pour le démontrer, observons d’abord que les équations proposées 
(1) permettent d'obtenir, en fonction des valeurs actuelles de x, y, 
3, u, ..., non seulement les dérivées premières de y, z, u, ..., mais 
encore leurs dérivées d’un ordre quelconque. En effet, la différentia- 
tion de la première (1), par exemple, donnera 


# — dfi — GDS df ZE dfi LL Re 
a dx dy ds du 
4) : : 
Nr ane 
dr “dy Te Ed e 


expression de y”, qui est, comme y', une fonction connue de x, y, 
3, u, ..., et qui servira elle-même de point de départ pour obtenir 
successivement:y", pl, 

S1 donc on évalue, par exemple, y’, y”, y”, ..., y(*) en fonction de 
RUN OnAUH Entrenécstdérivées etiT, y, 3, u, ..., des 
relations au nombre de » ; et il suffira de les combiner de manière à 
en éliminer les 7 — 1 variables 4, uw, ..., pour obtenir finalement 
une équation entre æ, y, y', y”, ..., y), c’est-à-dire une équation 
du nième ordre en y. L'intégration de cette équation fera connaître 
séparément y, du moins entre certaines limites, en fonction de x et 
des valeurs initiales, yo, Yo» Yo. 7971”, tant de la quantité y que de 
ses az — 1 premières dérivées y’, y”, ..., y(*-1), dérivées évaluables 
d’ailleurs, pour æ — x,, en fonction des vraies constantes arbitraires 
Vos So Us --- de la question, grâce aux formules, comme y'— f; et 
comme (14), de ces dérivées de y. 

On remarquera que les expressions de y, 3, u, ..., ou plutôt leurs 
accroissements successifs pour de petits accroissements k de +, pour- 
ront généralement se calculer de proche en proche par la série de 
Taylor, à un degré aussi élevé qu'on voudra d’approximation, en 
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fonction des valeurs initiales y,, 30, &o; -.. de toutes les fonctions 
cherchées. En effet, les coefficients qui entreront, par exemple, dans 
le développement d'un premier accroissement de y seront, à des 
facteurs constants près, les valeurs primitives, y, Yi: Jos ---, des 
dérivées de y, valeurs s'exprimant toutes directement, comme on 
vient de voir, en fonction de celles de æ, y, 3, u, ..., qui constituent 
des données immédiates de la question. On aura ainsi y, 4, u, ... 
pour toutes les valeurs de æ assez voisines de x,, jusqu’à une cer- 
taine valeur, æ,+ À, au delà de laquelle on jugera que l’approxima- 
tion atteinte par les développements obtenus risquerait de devenir 
insuffisante, et qui, adoptée dès lors comme nouvelle valeur initiale, 
ou comme nouveau point de départ où seront encore connues (par 
les séries précédentes) les quantités y, 3, u, ..., permettra d’ob- 
tenir de même leurs valeurs ultérieures; et ainsi de suite, tant que 
ne deviendront pas infinies ou discontinues les dérivées employées 
dans les développements. 


380. — De quelques cas où l’on trouve immédiatement les facteurs d’in- 
tégrabilité, pour une équation différentielle d'ordre supérieur. 


Les cas où l’on sait trouver d’une manière immédiate les facteurs 
d’intégrabilité sont, naturellement, encore plus rares pour les équa- 
tions différentielles d'ordre supérieur que pour celles du premier 
ordre. Voici les principaux. 

1° Le plus simple est celui où l’équation ne contient que la va- 
riable indépendante x et une dérivée de la fonction inconnue y. Alors 
l'équation, résolue par rapport à cette dérivée, devient de la forme 
y = f(x), ou dy) — f(x) dx. Elle est immédiatement inté- 
grable : autrement dit, elle admet le facteur d’intégrabilité 1. Inté- 
grée une. première fois, elle donne y(#=1) — f f(x) dx + const, 
c'est-à-dire qu’elle devient de l’ordre 7 — 1, tout en conservant sa 
forme première. On pourra donc l'intégrer encore, et continuer de 
même jusqu’à ce que x intégrations successives aient permis de re- 
monter à y. 

Quand l'équation n’est pas aisée à résoudre par rapport à y(#), 
mais l’est par rapport à æ ou prend facilement la forme x — e(y{#)), 
la quantité y(” se trouve toute désignée, dans la question, pour le 
rôle de variable auxiliaire propre à faciliter l'expression des dérivées 
de moins en moins élevées y(7-1), yl#—2), ,.., jusqu’à y. En désignant 
par w, pour plus de simplicité, cette variable auxiliaire y(?), il vient 
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d'abord 
dytr-1) = LAC dr = y(u) de(y(r)) — y do(u) = up'( u) du, 
et ensuite, de même, 


dy tr?) = yu-i dx = yet o'(u) du, 
| dytr—3) poto" (u) du, RCE dy = y'o'(u) du. 


CL 


Des intégrations successives, dont chacune implique une constante 
arbitraire, donnent donc 


F'épes DEE NN LA ATD IAA 
= au probe fo Cu) du f wo (u) due." 
J =Sy(u)dufg(u) duf...f+'(u)dufuvw'(u)du; 


et l'expression de y, en w, ainsi formée, a bien le nombre voulu, », 
de constantes arbitraires. Enfin, pour chaque système de valeurs de 
ces constantes, la fonction cherchée y de x se construit (à moins que 
u ne puisse être éliminé et y s’obtenir ainsi directement en x) par le 
rapprochement des valeurs de y et x qui résultent, quand &w varie, de 
cette expression de y et de celle, o(u), de x. 

2° Vient, en deuxième lieu, le cas où l’équation ne contient pas 
æ, ni y, mais seulement deux dérivées consécutives de y. Résolue par 
rapport à la plus haute de ces dérivées, elle sera de la forme 


(n—1) 
y = f(y 1) cu a CRE 


On voit qu’en y regardant y?! comme la fonction cherchée, elle 
devient l'équation du premier ordre dy(*-1 — f(y(#-1)) dx et a pour 
facteur d’intégrabilité l’inverse de f(y(*-1)). Une première intégra- 
tion donne, en appelant c la constante arbitraire introduite, 


dy ) 
} RÉ PUEH) 


= LHC, 


équation différentielle de l’ordre 7 — 1 et qui, rentrant dans le type 
précédent, se traitera par l’un des deux procédés indiqués ci-dessus. 

3° Considérons encore une forme d'équations très importante 
en Mécanique, où, le temps étant la variable indépendante x, il arrive 
souvent que la dérivée de la vitesse, c’est-à-dire la dérivée seconde 
de l’espace parcouru y, dépend directement de la situation du mobile, 
que définit la longueur y elle-même. Ainsi, les équations dont il s’agit 
contiendront uniquement la fonction y et sa dérivée seconde, ou, 
pour plus de généralité, deux dérivées de y non consécutives, savoir 
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y?) et y). Résolue par rapport à la dérivée la plus élevée, elle 
sera, en appelant w la dérivée la moins élevée, de la forme w/— f(u). 
Écrivons-la du! — f(u) dx et son facteur intégrant sera 2w/'. En effet, 
multipliée par 2u', elle deviendra d(u®?) — 2f(u)u'dx — 2f(u) du, 
ou, intégrée, w'?— 2 f f(u) du + c. On en tire donc 


u—+y3//(u) duc, 


équation différentielle de l’ordre n — 1 comprise dans le type précé- 
dent ; car elle ne contient que les deux dérivées consécutives w et uw! 
de y, savoir y(*-?) et y(?=1), par rapport à la plus élevée desquelles 
elle se trouve même résolue. 


381. — Cas les plus simples d'abaissement de l'ordre d’une équation 
différentielle. 


On peut encore, parfois, intégrer une équation d’ordre supérieur en 
commençant par abaisser son ordre, c’est-à-dire par le diminuer d’une 
ou de plusieurs unités, au moyen de certains changements, soit de la 
variable, soit de la fonction ; ce qui, en quelque sorte, répartit, pour 
l’atténuer, la difficulté du problème entre l'intégration de l'équation 
obtenue et le passage des variables ou fonctions auxiliaires à celles, 
æ et y, qui sont données. 

Par exemple, quand l'équation proposée ne contient pas y, mais 
contient seulement, avec æ, les dérivées de y à partir de celle d’un 
certain ordre p, l'adoption de y(?) comme fonction inconnue, à la 
‘place de y, abaisse évidemment l’ordre de p unités; et, si l’on peut, 
en intégrant l'équation ainsi abaissée, déterminer y(?), les p intégra- 
Uions qui resteront à effectuer seront immédiatement réductibles à 
des quadratures, comme nous venons de le voir sur l’équation 
UE FSU), que l'adoption provisoire de 7721) entqualitens 
fonction inconnue avait Justement abaissée au premier ordre. 

Quand, au contraire, l’équation proposée contient y avec ses » 
premières dérivées, mais ne contient pas æ, l’ordre s’abaisse d’une 
unité en prenant y pour variable indépendante et la dérivée y’ pour 
fonction. Alors, en effet, les dérivées suivantes y”, y”, ..., trans- 
formées au moyen de la formule symbolique évidente 


d dy  d Pari 


V'-,- 
£ dy 


dxz dx dy F4 


deviennent respectivement 
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el chacune s'exprime au moyen de dérivées de y’ qui sont d’un ordre 
moindre, en sorte que l'équation se trouve bien réduite à l’ordre 
n —1. Si donc on sait l'intégrer, la valeur de y’ s’obtiendra en fonc- 
tion de y; ce qui équivaudra à une équation de la forme y'— f(Yy), 


A dy 
ayant pour intégrale | = = x + const. 
JT) 
382*. — Exemples : Courbe plane ayant sa courbure fonction soit de la 


distance à une droite fixe, soit de la normale; courbe élastique. 


(Compléments, p. 249*.) 


383*. — Autres cas d’abaissement, spéciaux à des équations présentant 
certains genres d’homogénéite. 


(Compléments, p. 254*.) 


Abaissement de l'équation binôme du second ordre (note). 


(Compléments, p. 255*.) 


384*. — Exemple : abaissement de l’ordre d’une équation linéaire sans 
second membre; réduction de l'équation non linéaire de Riccati à 
une telle équation linéaire, mais du second ordre. 


(Compléments, p. 256*.) 


385*. — Réduction, aux quadratures, de l'intégration de l'équation li- 
néaire homogène du second ordre dont une solution particulière est 
donnée; abaissement de l'ordre de toute équation linéaire, avec con- 
servation de la forme linéaire, quand on connaît une ou plusieurs 
intégrales particulières de l'équation analogue sans second membre. 


(Compléments, p. 257*.) 


TRENTE-HUITIÈME LECON. 


THÉORIE GÉNÉRALE DES ÉQUATIONS LINÉAIRES; MÉTHODE DE LA 
VARIATION DES CONSTANTES POUR L'INTÉGRATION D'ÉQUATIONS 
MÊME NON LINÉAIRES. 


386. — Des équations linéaires : idée de leur importance dans l'étude 
des phénomènes naturels. 


Bornons-nous désormais, presque exclusivement, dans notre étude 
des équations différentielles simultanées ou d'ordre supérieur, à celles 
qui sont linéaires, c’est-à-dire qui, réduites à un système du premier 
ordre et résolues par rapport aux dérivées des fonctions inconnues y, 


3, U, ..., peuvent être, finalement, mises sous la forme 
n dy 
TE + ÀAiy + B;s + AT See F;, 
Se Da Bis AC ES 
——+Ar+ Biz OURS 
(1) {dx 2 : s 2} 
du 
7 + Asy + Bss + Gu +...—= F3, 
@ 5 0 pie 2e ts te Sn .'e = C0e Lin dd) 2 en 0 OUT DIR DIS DIN Tan ] 
À, B:, Ci, ..., F, A, B:, G, ..., F°, etc. désignant des fonctions 


explicites quelconques de la variable indépendante x seule. 

Ces équations ont une grande importance, non seulement parce que 
leur simplicité relative nous met à même de les mieux connaître, mais 
encore et surtout parce qu’elles régissent une immense et intéressante 
catégorie de phénomènes naturels, savoir tous ceux qui consistent en 
de petits changements de situation ou d'état, comme sont les oscilla- 
tions des fluides, les vibrations et déformations élastiques des solides, 
les ondulations lumineuses, les échanges modérés de chaleur entre des 
corps voisins ou entre les différentes parties d’un même corps ou d’un 
même système de corps, et les variations correspondantes de la tempé- 
rature, etc. 

En effet, dans l’étude de tous ces phénomènes, on peut regarder les 
corps comme composés de particules plus ou moins nombreuses, dont 
chacune a sa situation, sa vitesse, sa température, etc., exprimées par 
une ou plusieurs quantités, variables d’un instant à l’autre, c’est-à-dire 
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fonctions du temps, et en nombre au moins égal à celui des particules. 
Or, si nous désignons ici par æ le temps et par y, z, u, ... ces di- 
verses quantités, ou plutôt leurs petites variations de part et d'autre 
de certaines valeurs moyennes fixes, les lois physiques détermineront 
les dérivées de y, 3, u, ..., à chaque instant x, en fonction de leurs 
valeurs actuelles seules, quand le système matériel étudié ne sera in- 
fluencé par aucun autre (p. 178). Et elles les détermineront encore, 
évidemment, en fonction des mêmes variables, quand le système ma- 
tériel proposé supportera des actions extérieures ne dépendant que 
de ces variables ou, autrement dit, se trouvera influencé par un autre 
système matériel, mais qui aurait son état lié au sien, c'est-à-dire 
défini également par les variables y, 3, w,.... Enfin, les mêmes déri- 
vées seront des fonctions explicites, tout à la fois, de y, z, u,...,et 
aussi de æ, dans le cas plus général où l’état du système en relation 
avec le proposé ne se trouvera pas entièrement solidaire du sien; car 
alors les actions extérieures à considérer devront être connues à 
chaque instant, c’est-à-dire directement données en fonction du 
temps æ, sans quoi le problème ne serait pas défini. Donc, conformé- 


RE ÉTAGE A MC (Me SAUNA) 
ment aux indications du n° 359 (p. 178), les dérivées (PV ss, 
égaleront des fonctions déterminées de æ, y, 3, u,.... Cela posé, tant 


que les changements d’état dont il s’agit seront fort petits, ou, autre- 
ment dit, tant que y, 3, u,... ne recevront que de faibles valeurs 
absolues, on pourra, en thèse générale, exprimer les petits changements 
de ces fonctions explicites de y, 3, u,... à la manière de différentielles 
totales (t. I, p. 83), c’est-à-dire les réduire, sauf écarts négligeables 
de l’ordre des carrés et produits de leurs variables, à des termes du 
premier degré en y,z3,u,...; ce qui donnera évidemment aux équations 
différentielles du problème la forme linéaire (1), avec des seconds 
membres F;, F,, ... Jinis, c'est-à-dire beaucoup plus grands, d’ordi- 
naire, que À,y, B:s,.... 

On observera même que, si le système considéré n’est sounus qu’aux 
influences mutuelles de ses diverses parties, ou encore l’est, plus gé- 
néralement, à des actions extérieures, mais ne variant, comme il a été 
dit, qu'avec son état (défini par y, 3, u, ...), le temps æ n’entrera 
pas dans les fonctions linéaires dont il s’agit; de sorte que les coef- 
ficients A,, B,, C,,..., A,...., et les seconds membres F,, F,,..., se ré- 
duiront à des constantes. Or, le plus souvent, il arrivera que même 
les influences ‘extérieures fonctions explicites de x seront assez mo- 
dérées pour ne modifier les termes déjà petits Aiy, B,7,... que de 
fractions relativement faibles et dès lors négligeables de leurs valeurs, 
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ou pour n’ajouter des parties sensibles de l’ordre de ces termes, mais 
fonctions explicites de +, qu’aux seconds membres, Jénis, F,, F;,. 

Ainsi, les équations linéaires propres à exprimer les petits change- 
ments d'état physique d’un système de corps auront, en général, leurs 
coefficients constants et leurs seconds membres soit constants, soit 
fonctions de æ, suivant que les influences extérieures agissant sur le 
système se trouveront elles-mêmes constantes ou variables. 


387. — (Cas d'équations linéaires sans seconds membres : formation 
d'intégrales soit par réduction ou agrandissement proportionnels, soit 
par addition d'autres intégrales. 


Considérons d’abord le cas où les équations (1) sont, comme on dit, 
sans seconds membres, ou homogènes, c’est-à-dire ne contiennent pas 


de terme indépendant de y, z, u,.... Alors le système (1), réduit à 
/ dy L 
Dé Li AY + B,z Ste (on D'ÉEREO), 
(2) dz 
—— + A7 + B:3 + Gu+...—0, 
dx 


jouit de deux propriétés capitales. 

La première consiste en ce que, st certaines fonctions, mises à la 
place de y, z,u,..., le vérifient, les produits de ces fonctions par 
une même constante arbitraire le vérifieront également. En effet, 
multiplions les équations (2) par une telle constante €, et il viendra 


{ d(cy | 
D + Ai(ey) + Bitcs)+ C(eu)+i.=0, 

(3) / £ 
) MCE) + Au(0y) + Ba(ez) + (eu)+. = 0 


ce qui démontre bien le fait énoncé. 

La seconde propriété, tout aussi évidente, consiste en ce que, st plu- 
sieurs systèmes de fonctions, que J'appellerai, les premières, y:, 3, 
U,.:., Les deuxièmes, ÿ:, 32, u,)..,. les suivantes, y,;, z;, ui, 0 
satisfont séparément aux équations proposées, les sommes respec- 
lives de ces fonctions, savoir 


[rit 
| CET LES) IP 0, 
(4) pres 

ES 2 


mis elrie sir Tale e ele ait né sûre 


les vérifieront également ou constitueront aussi des intégrales y, x, 


ÉQUAT. DIFFÉR. LINÉAIRES RÉGISSANT LES PETITS CIIANGEMENTS D'ETAT. 203 


u,.... I suffit, pour le reconnaître, d'ajouter ensemble les relations 
que l’on obtient en mettant successivement y, 31, UW,...3 Yo, Sa, 
Use; Var 3, Us, .…; etc., à la place de y, 5, u,.…, dans l’une quelconque 
des équations (2), dans la première par exemple. Il vient, de la sorte, 


(Yi+Ve+y3+.….) | 
IT on mena à to 1 A Via a+ CU), + B1(31+- 89 1 83 Fe.) Tes OO; 
ce qui fait bien voir que les valeurs (4) de y, 4, u,... satisfont à l’é- 


quation considérée et vérifieraient de même les autres (2). 


388. — Conséquences de ces propriétés en Philosophie naturelle : prin- 
cipe de Daniel Bernoulli, sur la superposition des petits effets dans 
les phénomènes dynamiques. 


Les deux propriétés précédentes ont une haute portée dans la théo- 
rie des petits changements physiques produits de part et d’autre 
d’un état dit permanent ou d'équilibre, pour lequel y, 3, u,... s'an- 
nuleraient à toutes les époques +; ce qui, impliquant la possibilité d’un 
tel état fixe où sont réduits identiquement à zéro les premiers mem- 
bres de (1), exige bien l’annulation des seconds membres F,,F,, F;,..., 
mais suppose aussi, par le fait même, l'absence d’actions extérieures 
fonctions explicites du temps x. 

La première, exprimée par les équations (3), signifie que, st l’on 
considère deux systèmes matériels ayant leurs changements d'état 
déterminés par les mémes équations linéaires, et si, dans l’un d’eux, 
les valeurs initiales de y, 3, u,... se trouvent être proportionnelles 
à ce qu’elles sont dans l’autre, ou égalent les produits respectifs de 
celles-ci par une constante arbitraire c, la même proportionnalité 
se maintiendra indéfiniment; en sorte que les deux phénomènes étu- 
diés resteront semblables l’un à l’autre durant toute leur évolution. 

La seconde propriété, représentée par (5) en ce qui concerne la fonc- 
Lion y, exprime que, étant donnés plusieurs systèmes matériels régis 
par les mêmes équations linéaires, si, dans l’un d’eux, les valeurs 
initiales des quantités y,z3,u,... égalent les sommes respectives de 
ce qu’elles sont dans les autres, ces quantités y, z, u,... ne cesseront, 
à aucune époque, d’être, dans le premier système, les sommes de ce 
qu’elles seront au même instant dans les autres systèmes. Ainsi, les 
phénomènes qu’offriront ces derniers se produiront {ous à la fois 
dans le premier système, en s’y superposant simplement, c'est-à-dire 
sans que chaque phénomène cesse d’avoir lieu, pour son propre compte, 
comme sl était seul. 


20/ PRINCIPE DE DANIEL BERNOULLI 


Cette grande loi, découverte par Daniel Bernoulli en 1753, et dont 
la précédente, de proportionnalité, se déduirait en superposant des 
états égaux, est une des plus importantes de la Philosophie naturelle : 
on l'appelle le principe de la superposition des petits mouvements ou 
des petits effets. C’est elle qui explique, par exemple, comment de 
légers ébranlements produits en différentes régions de l’espace ou 
même en une seule région, tels que divers systèmes d’ondes à la sur- 
face d’un liquide, ou divers systèmes de vibrations soit sonores, dans les 
corps, soit lumineuses ou calorifiques, dans l’éther impondérable, etc., 
se propagent et se croisent sans se détruire mutuellement, mais de 
manière que chaque système conserve ou puisse du moins reprendre 
à l’occasion son individualité, et affecter ainsi séparément nos organes. 
Sans cette loi, nous ne pourrions ni distinguer, dans un mélange de 
sons, ceux qui proviennent d’une voix ou d’un corps connus, ni per- 
cevoir, dans la quantité prodigieuse des rayons lumineux traversant 
en tous sens un espace éclairé, ceux qui, envoyés par chaque objet, 
nous en fournissent l’image; et nos sensations les plus distinctes, 
celles de la vue et de l’ouïe, perdraient leur netteté, qu’elles doivent 
aussi, il est vrai (comme on verra plusloin, n° 460*), à la propagation 
sans diffusion des petits ébranlements émanés d’un centre dans les 
milieux élastiques à une ou trois dimensions, propriété résultant d’une 
certaine homogénéité des équations linéaires de ces mouvements. 

La loi de superposition et, par suite, celle de proportionnalité qui 
s’y rattache, ne s’observeraient généralement plus si les variations d’é- 
tat physique mesurées par y, z, u,... devenaient assez grandes pour 
rendre sensibles, dans les équations des phénomènes, les erreurs du 
second ordre ou au-dessus (c’est-à-dire comparables aux puissances 
ou aux produits y?, *,...,ÿ2,...)que suppose négligeables la réduc- 
tion, à la forme linéaire, de ces équations; car alors celles-ci pour- 
raient contenir, par exemple, des termes en y?, et le dédoublement de 
y en deux parties y;, y, entrainerait la décomposition de ces termes 
non plus seulement en deux analogues, 6u affectés respectivement de 
yi et de y?, mais en trois, dont l’un, affecté de 2y,y2, ne correspon- 
drait ni à y;, ni à y», pris seuls. À 

Ainsi les applications du principe de D. Bernoulli au monde dans 
lequel nous vivons ne sont si fréquentes qu’à cause même de la stabi- 
lité assez grande atteinte par l’état physique de ce monde et indispen- 
sable à la conservation de nos organismes, stabilité ne permettant le 
plus souvent que delégères ruptures d'équilibre, ou de minimes quoique 
innombrables écarts de part et d’autre d’un état moyen presque 
permanent. Ces petits écarts y, 3, u,..., sans troubler l’ordre ou, pour 


= 
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ainsi dire, le repos de l’ensemble, suffisent pour en diversifier à l’in- 
fini l’aspect; et c’est, comme on le voit, par des phénomènes dont cer- 
taines lois au moins nous sont accessibles, vu leur simplicité propor- 
tionnée à la faiblesse de nos intelligences. L'intérêt, la beauté que nous 
trouvons à ces phénomènes, justement parce qu’ils nous paraissent à la 
fois divers et simples, ou ordonnés dans leur multitude, tiennent donc, 
en grande partie, à la forme linéaire de leurs équations, sans laquelle 
ils ne nous offriraient, le plus souvent, qu’un inextricable chaos. 


389. — Réduction des équations linéaires complètes aux équations sans 
seconds membres, quand on connaît l’une quelconque de leurs inté- 
grales. 


Passons maintenant aux équations linéaires complètes (1). Si l’on en 
connaît une intégrale particulière ou, autrement dit, si l’on a pu for- 
mer certaines fonctions Ÿ, Z, U,... de x qui, mises dans (1) à la place 


de, z14,2.., donnent 
dY 
| ga +A,Y+B,2Z+ CGU+...— RE 
de 

{ | dZ 

so = RAY BZ+ COUT... =, 


il viendra, en retranchant celles-ci de (1), 
(7) ae + Ai(y—Y)+Bi(z—-2)+G(u—U)+...—o, etc.; 
de sorte que les excédents, y — Y, 5 — Z, u — U,..., des valeurs gé- 
nérales y, z, u,... des fonctions inconnues sur leurs valeurs particu- 
lières Y, Z, U,..., seront régis par les équations (2), c'est-à-dire 
par les proposées privées de leurs seconds membres. Donc, les inté- 
grales générales des équations linéaires avec seconds membres s’ob- 
tennent en ajoutant ou superposant un système quelconque d’in- 
tégrales particulières de ces équations aux intégrales générales 
qu'elles admettraient si l’on annulait leurs seconds membres. 

Observons que les relations (6) seront satisfaites par telles fonc- 
uons Ÿ, Z, U,... qu’on voudra, si l’on donne chaque fois, pour se- 
conds membres F;, F,, F;,..., précisément les sommes 

av dZ, 


— + A,Y+B,Z +..., 
dx 


AY 24H... etc" 
“ee + AY + B:2Z+..., etc 


D'ailleurs, celles-ci se trouvant du premier degré par rapport à Y, Z, 
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U,... et à leurs dérivées premières, les valeurs de F,, F,, F;,... se- 
ront multipliées par un facteur constant c, si l'on multiplie Y, Z, U,.... 
par ce facteur; d'où il suit que tout système de fonctions Y, Z, U,..., 
satisfaisant aux équations (6), continue, pourvu qu'on le multiplie par 
c, à les vérifier quand les seconds membres deviennent cF;, cF,,... 
De même, les valeurs de F,, ou de F,,..., s’ajouteront simplement 
entre elles si l’on fait les sommes respectives de plusieurs systèmes de 
valeurs de Ÿ, Z, U,...; et, par suite, vice versa, la décomposition de 
F,, F,, F;,,... en parties permettra de former une solution particu- 
lière, Y, Z, U...., en ajoutant des solutions particulières propres aux 
cas où F,, F,,... se réduiraient soit aux premières, soit aux secondes, 
etc., de ces parties. Bref, les deux principes de proportionnalité 
et de superposition simple, que nous avons reconnus régir les 
intégrales d'équations linéaires sans seconds membres, pour des 
valeurs initiales des fonctions y, 3, u,..., composées par réduction 
proportionnelle ou par addition d’autres valeurs initiales, s’ap- 
pliquent également au mode de formation d’une intégrale particu- 
lière des équations avec seconds membres, quand ceux-ci reçoivent 
successivement diverses expressions proportionnelles les unes aux 
autres ou égales, les unes, aux sommes respectives des autres. 


390. — Extension de la loi de superposition des petits effets aux phé- 
nomènes statiques ou d'état permanent et à leur combinaison avec 
les phénomènes dynamiques. 


Lorsqu'il s’agit d’un système matériel éprouvant de petits change- 
ments d'état physique, mesurés par y, 3, u,..., sous l’action de causes 
étrangères de grandeur modérée, celles-ci (égales à zéro quand leurs ef- 
fets y,s,u,...restent nuls) sont représentées uniquement par les valeurs 
que prennent les seconds membres F;, F,, F,,..., dans les équations (1) à 
coefficients alors constants. Or, si ces causes étrangères deviennent inva- 
riables, il existera une solution particulière exceptionnellement simple 
et importante, savoir, celle où y, 3, u,... seront, eomme les coefficients 
et comme les seconds membres, indépendantes du temps +, et donne- 
d(y; RUE) 

dx 
uelles (1) à un simple système de x équations algébriques du premier 
degré à ñ inconnues y, Z, u,.... 

L'état représenté par cette solution s'appelle état permanent ou d’é- 
quilibre, et, comme la multiplication par c des valeurs de y, 3, u,..., 
qui lui correspondent, ou l'addition respective de ces systèmes de 
valeurs pour plusieurs systèmes de valeurs de F,, F,, F,,..., four- 


ront ainsi —o ou réduiront les équations différen- 
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nissent évidemment des résultats encore indépendants de +, il est 
clair que les principes de simple proportionnalité et de superposi- 
uon s’y appliquent. Ces principes règlent donc les états perma- 
nents produits dans divers systèmes matériels, identiques de nature, 
mais soumis à des actions extérieures, soit proportionnelles dans plu- 
sieurs systèmes (quant à leurs expressions F;, F,, F;,...), soit égales, 
dans l’un d’eux, à leurs sommes respectives dans les autres: leurs effets 
permanents, définis par y, 3, u,..., seront ainsi ou proportionnels au 
rapport suivant lequel varieront F,, F,, F,,... d'un système à l’autre, 
ou simplement cumulés dans le système soumis à la fois aux influences 
extérieures agissant sur tous les autres. Alors 1l y aura superposition, 
non plus de mouvements, mais, encore, de petits elfets. Et, vu d’ailleurs, 
dans le cas général d'états variables ou fonction du tempsx, la réduction 
des équations avec seconds membres aux équations sans seconds mem- 
bres par la simple substitution, aux écarts y,z, u,.., de leurs excédents 
sur leurs valeurs d'état permanent, les phénomènes dynamiques se suc- 
céderont, si on les exprime par ces excédents, c’est-à-dire s£ l’on y 
compte les écarts à partir de l’état permanent considéré, absolu- 
ment comme l’auraient fait des phénomènes pareils exprimés par y, 
3, u,..., ou évalués à partir de l’état de repos primitif, dans le sys- 
tème soustrait aux influences étrangères, c'est-à-dire régi par les 
équations sans seconds membres. 


391. — Forme des intégrales générales, pour les équations linéaires 
sans seconds membres. 


Les lois de proportionnalité et de superposition conduisent immé- 
diatement à la forme des intégrales générales des équations linéaires, 
privées de seconds membres. 

RO D CC HIVEMIeN DM 24 Muse s Pancos ape vis res Vs 
Uny..., Systèmes de valeurs, fonctions de +, pour les » quantités in- 
connues y, Z, u,..., C'est-à-dire » intégrales particulières. 

Nous verrons plus loin comment on peut, dans les catégories les plus 
intéressantes d'équations linéaires, obtenir ces 7 systèmes de valeurs; 
mais nous admettrons ici qu'on les connaisse. Multiplions-les respecti- 
vement par 2 constantes arbitraires C,, €,..., C,; et puis ajoutons. Il 
viendra les nouvelles intégrales 


DV = C1Y1+ CaVet... + CnYns 
(8) Si CN 100 Cocher Cr C7 


U = CjuUj—+ CoUo+...+ CU, 


SV IT UD 6, ss 0e ve) elodie»): 'et9 0% 0. ° 412 
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Or, si l’on considère les x équations (8), qui sont du premier degré 
soit en Ci, Cosr «y Cr SOit EN Y, 2, U,.t., elIS1,On/les/résoutipanee 
port à ci, Cs,..., Cr, le déterminant de ce système d'équations (ou dé- 
nominateur commun des expressions trouvées pour C1, C2,...,C») ne 
s’annulera pas à l’époque initiale quelconque x — x,, pourvu du moins 
qu’on ait évité de prendre des intégrales particulières y;, &, w,,..., 
Vas 32 Us, ..., etc., vérifiant identiquement la relation qu’exprime son 
égalité à zéro. Et il sera, en principe, toujours possible d'échapper à 
cet inconvénient. En effet, le déterminant dont il s’agit se trouve 
formé avec les éléments y, Y2,-.., 31, 3»,..., elC., qu'on peut supposer 
tous indépendants les uns des autres, puisque des valeurs initiales de 
Y,3, u,... sont susceptibles d'être quelconques. Donc les équations (8), 
en général distinctes, se résoudront sans difficulté par rapport à c;, 
Cos --., Cn. C’est dire que l’on pourra prendre ces constantes telles 
que, tu INSTANT Cr en NU recoivent des valeurs choisies à 
volonté. Ainsi les formules (8) représentent les intégrales générales. 

Résolues par rapport à c;, C:,..., ©», elles ne cesseront pas d’être 
du premier degré en y, 5, u,..., et s’écriront 


| Mi y —+— N,3 + Pur ec, 
M: y + Noz + Peau +...—= 0, 
(9) 27 2 e 2 
May + N3z+ Pau+...= 03, 

RÉ EME es Rats en OR ; 


en y appelant M,,N,,P;,,...,M;, N:,..., etc. certaines fonctions expli- 
cites de la variable indépendante x seule, combinaisons rationnelles de 
Vis 315 Use, Vas 32 Ua... , etc. Or ces relations (9) sont évidemment 
les intégrales générales mises sous la forme normales(x,y,3,u,...)=c. 
On peut les représenter toutes par la formule unique 


My +Nz+Pu+...=c. 


Par conséquent, les expressions générales, (8), de fonctions y, 3, 
u,... régies par des équations linéaires sans seconds membres, sont 
homogènes du premier degré par rapport aux constantes arbi- 
traires (convenablement choisies) qu’introduit l'intégration; et, de 
même, dans les équations intégrales correspondantes mises sous la 
Jorme normale + — c, les valeurs + des constantes sont homogènes 
du premier degré par rapport aux fonctions y, 3, u,.... 

: ‘ : LES Ra do ; 

Il suit de là que Les facteurs d’intégrabilité se ré- 

| AV, 4, LORS 
duisent, pour ces équations, aux coefficients M, N, P,..., c’est-à-dire 
à des fonctions explicites de la variable indépendante x seule. 
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392, — Passage au cas d'équations linéaires quelconques ou avec seconds 
membres : méthode générale de la variation des constantes. 


Voyons maintenant comment on pourra, introduisant les seconds 
membres F,, F,, F,,..., effectuer l'intégration, supposé qu’on ait su 
la faire dans l'hypothèse F, — 0, F,=— 0, F;,—0,..., c’est-à-dire qu'on 
ait réussi à former explicitement les seconds membres de (8) ou les 
premiers de (9). 

Pour plus de généralité, soit 


dy 


| dz du 
(10) sp = 


he + fs = Fo, Pre Je As 


+ fi + FH dx 


un systeme d'équations différentielles où f, fa, fa... , Fa, Fo, F3,..., 
désignent des fonctions quelconques de x, y, z, u,...; et admettons 
qu'on ait intégré ces équations dans le cas où les seconds membres F,, 
F,, F;,,... se réduisent à zéro. On connaîtra donc, pour ce cas, les 
intégrales normales 


(tr) 


a Là ne » " o _ . 
done Pune queconque peutis écrire o(T, }, 3, u,...)=—6c: et les 
premiers membres des équations (10), multipliés respectivement 


d d do ALU ; 
par …. de a dé, ts dæx,..., puis ajoutés, donneront (p. 192) la dif- 
férentielle totale exacte de la fonction o. C’est dire que les équations 
proposées (10) elles-mêmes, ainsi multipliées soit par 2 ie Le 

Wa Us 
. GA e ’ Q . 
AT ——— "ATX, ...,ela S ; È 
soit par Hs Qu Ha , et ajoutées chaque fois, deviendront 
[ id 2 doi do: E d { 
— À ENS RE Tee FE RES 2 
doi (1 1 dy LL rs Lo DCS 7 ) dx 
(2) D PR ren 
dp2 — Us dy 0] HE is 3 + ) dæT, 


Mu bloiels IP iers à ele lg aiele + 579 Sete) eee, de © = 6e, sa) atole ee, 915 à 


Or, si les équations proposées sont linéaires, d’une part, leurs 
seconds membres F,, F;, F;, ... ne dépendront explicitement que de 
æ, et, d'autre part, les facteurs d’intégrabilité des équations sans 

do: do: d 1 
seconds membres, ——;, —:-, sup 
dy" ‘dz - du 


B. — II. Partie élémentaire. 14 


- , Se réduiront aux coefficients 
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M,,N,,P,,..., dont il a été parlé ci-dessus, coefficients également 
fonction de æ seul. Les deuxièmes membres des équations (12) seront 
donc des différentielles de la forme f(x) dx; et de simples quadra- 
tures, effectuées à partir de la valeur initiale x, de æ, permettront 
d'intégrer ces équations (12), qui donneront, en continuant à attribuer 


à y, 3, u, ... leurs valeurs initiales du cas où s’annulaient les seconds 
membres : 
r do; do; do: 
V=C— F, —— —- 2 = + F3 ir loros dæ, 
: Ù dy dz du 
Lo 

(13) #) do; do» do 

O9 = Co + F2 + PF : + F; He Ou dx, 

ba dy dz du 


e eo Un le + 6e.» eue biere rs se a ete 2) ae psp ets atole rt ialel ns vie 0he ts) ele ete te 


Donc Les facteurs, fonctions de la vartable indépendante x seule, 
qui rendentintégrable un système d'équations linéaires sans seconds 
membres, rendent aussi intégrable le même système, complété par 
des seconds membres dépendant d’une manière donnée quelconque 
de cette variable x. Et les modifications qu'éprouvent alors les inté- 
grales consistent dans l’addition, aux constantes arbitraires c;, 
Co,..., C», de parties calculables en fonction de x au moyen de 
quadratures, comme le montrent les seconds membres de (13); ce 
qui, dans le cas d'équations linéaires, laisse la forme normale des in- 
tégrales encore linéaire en y, z, u,..., mais non plus homogène, vu 
l’adjonetion d’un terme en +, savoir (au signe près) le dernier terme 
de chaque formule (13). 

On voit que les intégrales obtenues (13) garderont leurs formes (r1) 
du cas où iln’y avait pas de seconds membres, pourvu que, modifiant, 
sauf pour l'instant x,, la signification des quantités €, c,,..., c,, on 
y englobe les secondes parties en question, ou derniers termes de (13), 
qui les rendront variables. 

Aussi le procédé d'intégration exposé, dù (au moins en principe) à 
Lagrange, s’appelle-t-1l la Méthode de la variation des constantes. 
Et les équations (11) fourniront pour y, z, u, ..., en fonction de + et 
de leurs seconds membres, les expressions, (8) par exemple, qu’elles 
donnaient déjà quand F,, F2, F,,... s’annulaient ; mais, après sub- 
stitution des seconds membres de (13) à ceux de (11), ces expressions, 
encore du premier degré en Ci, Cr, ..., €, S'il s’agit d'équations dif- 
férentielles linéaires, ne seront plus homogènes, par suite de l’acces- 
sion d’un terme en æ y provenant de la variation des constantes. Afin 
d'éviter toute confusion, nous désignerons, le cas échéant, par C;, 
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C, ..., GC, les constantes devenues variables, c'est-à-dire les seconds 
membres tout entiers de (13); et les anciennes constantes €;, C,...,C, 
ne seront plus alors que les valeurs initiales de C;, G:,..., Ch. 

Quelques exemples simples (n°°396 à 399) éclairciront bientôt ce que 
pourraient avoir de trop vague, par leur généralité même, les consi- 
dérations qui précèdent. 


393*. — Absence de solutions singulières et d’intégrales asymptotes 
distinctes, dans les systèmes d'équations linéaires. 


(Compléments, p. 260*.) 


39%. — Sur l'emploi de la methode de la variation des constantes, pour 
intégrer par approximations successives des systèmes d'équations dif- 
férentielles non linéaires. 


Mais, revenant au système (10), supposons-le non linéaire. Alors on 
pourra toujours, dans les seconds membres de (12), qui auront la 
orme f(rT,y,3, U,.1.)dz; remplacer y, z, u,... par leurs valeurs 
MRPenU 10... CG hitirées destformules CG; — (ps; uns), 
a CD Nu ie rot, (#4; 3, u,..:}) définissant ‘les 
paramètres ou variables auxiliaires C;, G,..., Cn. 

Donc ces relations (12) deviendront des équations différentielles en 
CG C2. HG, set; si l’on sait Les intégrer, ou obtenir C,, Co,..., C 
en fonction de leurs valeurs initiales arbitraires €,, 3, ..., ec, et de 
æ, lon aura encore résolu le problème en rendant variables d’une cer- 
taine manière, dans les intégrales (11) des équations sans seconds 
membres, les constantes arbitraires. 

S1, par exemple, les seconds membres F,, F,, F,, ... sont presque 
constamment très petits à côté des fonctions f,, f2, f3,...,et que, par 
suite, les valeurs (12) de dG;, dC:,..., dC, n’égalent que de minimes 
fractions des différentielles dy, dz,..., données par (10), les quantités 
C;, C:,..., C, conserveront à fort peu près leurs valeurs initiales 
D 0 pendant que Z, y, 2, U,... éprouveront des change- 
ments même très sensibles; et l’on pourra, dans les seconds membres 
de (12) devenus dépendants de æ, C;, C:,..., C,, ne faire varier que 
æ. Ces seconds membres, ainsi réduits, avec une certaine approxi- 
mation relative, à la forme f(x) dx, seront alors intégrables, et de 
simples quadratures donneront par conséquent, d’une manière presque 
exacte si æ — x, n’est pas trop grand, les petites ou lentes variations 
éprouvées par C;, C:,.... Puis on portera dans les seconds membres 
de (12) les valeurs plus approchées de C,, C:,..., obtenues de la sorte 
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Z 


en fonction de +; et il en résultera, par de nouvelles quadratures, des 
valeurs plus exactes encore de ces paramètres ou, conséquemment, de 
y, 3, u,...: d’où l’on passera encore de même, sil y a lieu, au calcul 
de corrections de moins en moins imparfaites. 

On voit que la méthode de la variation des constantes permet de 
résoudre, par ces sortes d’approximations successives déjà annoncées 
presque dès le début du Cours (t. I, p. 93), tous les problèmes dé- 
pendant d'équations différentielles, quand certaines altérations légères 
ou, du moins, assez peu graves, qu’on fait subir à celles-ci, suffisent 
pour les rendre directement intégrables. Alors les équations simpli- 
fiées qu’on substitue, à une première approximation, aux équations 
vraies du problème, donnent, en quelque sorte, les lois idéales ou Lors 
typiques du phénomène; et l’on tient compte des écarts, appelés 
perturbations, qui existent entre ces lois idéales simples et les lois 
réelles, en faisant éprouver aux constantes arbitraires supposées inva- 
riables par les lois typiques, les lentes variations que fournit la mé- 
thode. C’est ainsi que, par suite de la faible masse des planètes com- 
parativement à celle du Soleil, les équations différentielles de leurs 
mouvements se réduisent assez approximativement à ce qu'elles se- 
raient si chaque planète ne se trouvait en rapport qu'avec le Soleil, 
cas où leurs intégrales sont aisées à obtenir, et résumées dans les lois 
de Képler assignant à chaque planète une orbite elliptique fixe, etc.; 
après quoi, des approximations de plus en plus compliquées, objet 
principal de la Mécanique céleste, indiquent comment les perturba- 
tions dues à la présence des autres planètes, ou à la forme des astres 
assimilés jusque-là à de simples points, rendent sans cesse variables 
tant l'orbite elliptique que la vitesse d'accroissement des aires décrites 
à son intérieur par le rayon vecteur de la planète, c’est-à-dire, en 
somme, les constantes du mouvement formulé d’après les lois de 
Képler. 

Un exemple simple (n° 400) élucidera bientôt ces indications, et 
l’on en trouvera un second, plus difficile, au n° #19*. 


395. — Équations linéaires d'ordre supérieur; cas particulier d’une équa- 
tion unique et réduction d'un système quelconque à une telle équation 
pour chaque fonction inconnue. 


Lorsqu'on transforme un système d'équations différentielles d'ordre 
quelconque en un système du premier ordre (p. 193) par la considé- 
ration de fonctions auxiliaires égales à certaines dérivées des fonc- 
tons proposées, les équations qu'on introduit, comme, par exemple, 
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! 


dy Run 
DO doux 
conds membres et à coefficients constants. Donc, si le système proposé 
était linéaire, il ne cesse pas de l'être en devenant du premier ordre ; 
et il se trouve même soit sans seconds membres, soit à coefficients 
constants, quand le proposé l’est déjà. Ainsi toutes les réflexions et 
théories précédentes s'étendent d’elles-mêmes aux équations linéaires 


y"—= 0, ..., sont des équations linéaires, sans se- 


d’un ordre quelconque. 

Considérons, par exemple, léquation unique, et du niève ordre 
en y; 
(14) JU + AytuD LE Byt-2 +... ,+ Ly = F(x), 


où les coefficients À, B, ..., L désignent, comme le second membre 
F(x), des fonctions données de la variable indépendante x. Elle 
équivaudra au système linéaire de »? équations du premier ordre, à x 


IOnctions inconnues y, y’, ÿ’,.:., pie), 
UT dy' | dy Vr-—2) 
| CA — Y'=0, —— —V"—=0, ..., ÉCEA — y = 0, 
; dx dx dx 
FR PACE ; | 
| # ce Ayt-—1 = B yt7-2) se Ly — F Ca) 


Il en résulte notamment que, si l’on pose d’abord F(x) = 0, l’ex- 

? ) 
pression générale de y, d’où des différentiations immédiates déduiront 
Deer Eye Ssera de la,farme 


(16) V=GYi+C2Yat...+ CnYn [quand F(æ)=o]. 


Mais il faudra, pour cela, que les x intégrales particulières y:, 
Vos -.., Yn de l'équation (14) prise sans second membre soient dis- 
tinctes, c’est-à-dire telles, que le système de 7 relations du premier 
degré en C1, Co, -.., ©, formé par l'équation (16) et ses n7 — 1 pre- 
mières dérivées puisse être résolu par rapport aux constantes arbi- 
traires C1, C», -.., Ch Où donner les intégrales normales, et permettre, 
par conséquent, de choisir €, C2, ..., ©, de manière à rendre arbi- 
De none 7, lésivaleurs (initiales) y dandor ces Pour t, 
de la fonction y et de ses 7 — 1 premières dérivées. 

À l'inverse, si l’on donne non plus une équation linéaire (14), mais 
un système quelconque d'équations linéaires, qui, réduit au premier 
ordre, pourra être supposé le système (1) considéré déjà [p. 200], on 
en déduira facilement pour chaque fonction inconnue, y par exemple, 
une équation linéaire d’ordre n. Et celle-ci se trouvera soit dépourvue 
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de second membre, soit à coefficients À, B,..., L constants, quand le 
système donné sera lui-même ou sans seconds membres F,, F,, ..., 
ou à coefficients AÀ,, B,, ... constants. Différentions, en effet, l’ex- 
pression de y’ fournie par la première (1) et où y, 3, u,...ne figurent 
qu'au premier degré. Il viendra évidemment, pour y”, une expres- 
sion, linéaire en y/,z',u',...,ÿ,3,u,..., qui, tout en conservant cette 
forme, ne contiendra plus que y, 3, w, ... après substitution, à y’, 
s!', u', ..., de leurs valeurs tirées de (1). En outre, il est clair, d'une 
part, que cette expression n’aura pas de terme indépendant de y, &, 
u, ... si les équations (1) sont sans seconds membres, d'autre part, 
RONA TER CA trouveront affectés de coefficients constants quand 
ceux de (1), À,, B:, C1, -.., A, -"#lerseront. Et l’on obtiendra 
résultats analogues en procédant de même sur cette expression de y”, 
pour avoir y”, sur celle de y”, pour avoir y", etc.; de sorte que toutes 
les dérivées de y, à l'infini, égaleront des fonctions linéaires de y, 
3, U, ... Jouissant des propriétés désignées. Donc il suffira d'éliminer 
les 7 — 1 fonctions z, u, ... entre les z équations du premier degré 
dont les seconds membres sont les dérivées y', y”, ..., y(#) et les 
premiers, leurs expressions en y, 3, u, ... avec ou sans termes indé- 
pendants de ces variables, pour obtenir l'équation linéaire annoncée, 
dur ordreRenE 

Comme exemple très simple, soit le système, à coefficients con- 
stants, 


(17) J—kz= Fix), zHky=FR(x): 


» ‘âr 1 Fér A rc (4 rl EE ù x 

La première (17), différentiée, donnera y”— kz'—F'(x). Or pa 

la substitution dans celle-ci, à 3', de sa valeur — y + F,(x) tirée de 
Ja seconde (15), il viendra 


(18) + y = Fi(x)+kFi(x), 


équation d’où 3 est tout éliminé. De même, la différentiation de la 
seconde (17), suivie de l'élimination de y' par le moyen de la pre- 
mière, conduit, pour z, à la relation 


(19) 3'+kz=F,(x)—kF;(x). 


On voit que, si les seconds membres de (17) étaient nuls, une même 
équation différentielle du second ordre régirait les deux fonctions 
inconnues y et z, savoir w” + #?u — 0, où uw désignerait à volonté 
l’une ou l’autre. 


Il est clair que, plus généralement, l'élimination d’une des deux 
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= w 
A fonctions inconnues régies par deux équations linéaires du premier 
ordre simultanées conduira, pour l’autre fonction, à une équation 
linéaire de la forme 


? (20) J'+<Ay'+By=F(x), 


_ 


c’est-à-dire du second ordre, et à coefficients A, B constants quand 
| ceux des proposées le seront. 


TRENTE-NEUVIÈME LECON. 


APPLICATION DES THÉORIES PRÉCÉDENTES AUX ÉQUATIONS LINÉAIRES 
DU SECOND ORDRE LES PLUS SIMPLES. 


396. — Exemple : intégration de l'équation linéaire du second ordre 
à coefficients constants et sans second membre. 


Appliquons en premier lieu les théories précédentes à l'équation 
linéaire du second ordre (20) [ p.215 |, en nous bornant même au cas 
de À, B constants. Ce cas, dont on doit à d’Alembert là solution gé- 
nérale (obtenue vers 1747), est d’une importance capitale dans les 
applications mécaniques et physiques. 

Supposons d’abord le second membre F(x) nul. Alors l'équation 
proposée (20) pourra s’écrire symboliquement 


/ d? d * 
A | 10: 
( di dx 5 ) yes 


Préparons le trinôme symbolique entre parenthèses comme nous le 


(21) 


ferions si = y désignait une vraie variable X et qu'il s’agît de con- 
ax 


vertir ce trinôme en une somme ou une différence de deux carrés 
pour obtenir, par exemple, les racines imaginaires ou réelles annu- 
lant X?2+ AX + B. Autrement dit, appelons — 24 la constante À et 
+ $? l'excédent positif ou négatif de l’autre constante B sur &; ce 
qui revient à se donner l’équation (21) sous la forme 


(22) y'—-o2ay +(a+82)y = 0, ou (Ze) pr =. 


Elle admettra les deux solutions particulières 
(23) Ji=ecos fr, Ya = et sinfx,. quand le signe de + GB? sera +, 
23 
(Ji = e%cohfz, y: —eXsihf$zx, quandle signe de + 8? sera —, 
comme on le vérifie sans difficulté par deux différentiations de ces 
À : ° . Q ! "1 Q ! 1 n 
valeurs, avec substitution soit de y,, y’, y‘, soit de Vas Vos der A0 


J', y" dans l'équation (22) correspondante, ou, mieux encore, comme 
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on l’a déduit de transformations simplificatrices au t. 1, p. 84*. Et 
l’intégrale générale sera, par suite, y — C1 Yi + C2Y2, C'est-à-dire 


y = exc cos Br + c2 sinbzx), si le signe de Æ 2 est +, 


y = exx(c;cohBr + c sihBzx), si le signe de + $? est —. 


On remarquera que, dans le second cas, où l’expression de y con- 
üent un cosinus et un sinus hyperboliques, il suffit de poser c, —1, 
Ca = +1, pour obtenir les deux intégrales particulières 


exx(cohfBxr + sih8x) — exre*bz, 
c’est-à-dire et%+P)x et e(%-Pix, dont on formerait aisément l'intégrale 
générale, en les multipliant par deux constantes arbitraires et ajou- 
tant. Or ces intégrales particulières e(%*5) auraient pu aussi se dé- 
duire directement de la seconde (22), qui, vu le signe — de f?, 
devient alors, par une décomposition immédiate de la différence des 


deux carrés symboliques en un produit, 


LEA d 
25 —— — (4 RE == 
(25) ÉË DIE (a 8) 4 
équation évidemment satisfaite quand on prend 
RULES CRE : Ne ORÉMES 
(25 bis) nn Le oran c'est-à-dire, V= elxsfle, 


Le cas le plus utile est celui où l’équation proposée (22) se trouve 
débarrassée de son second terme (en y’), circonstance réalisée natu- 
rellement, au moins à très peu près, dans la plupart des applications 
physiques, et résultant, quand il n’en est pas ainsi, d’une transforma- 
ion facile (p. 256*), qui consiste à substituer à y la nouvelle fonc- 
tion Ÿ définie par la relation y — e**Y. Bornons-nous donc à ce cas, 
où la valeur de « s’annule. Les expressions (24) de y y deviennent 


fe — soit CicosBæ +c sinBx, soit c cohBæ+ce, sihfz; 
(26) | d’où 
y'= soit — c;BsinBr+c8cosBzr, soit c,8 sihfx + ©, 8 cohfx. 


Comme l'équation proposée y” Æ $?y — 0, où à ne figure pas expli- 
citement, reste la même quand on change l’origine des x de manière à 
remplacer + — x, par +, il est permis de faire nulle la valeur initiale 
æ, de æ ; et alors les équations (26), donnant y —c;, y'—=c,$ pour 
æ—0o, montrent que les constantes arbitraires c,, ©, représentent, 
l’une, la valeur initiale y, de la fonction, l’autre, le quotient par $ de 
la valeur initiale y, de sa dérivée, en sorte que les intégrales (26) 


218 INTÉGRATION DE L'ÉQUATION LINÉAIRE DU SECOND ORDRE 


sont bien générales, ou permettent de choisir à volonté y et y’ pour 
une valeur arbitraire de la variable. 
Mettons-les sous la forme normale, afin d'obtenir les facteurs inté- 


grants. À cet effet, nous éliminerons soit €,, soit €,, en multipliant l’é- 


à 1 : sin$æ 
quation de la seconde ligne (26), respectivement, soit par — ed ou 
sih8x ; cos8 x coh8x 3 : : Fe eu 
— —— ; soit par 8 ou ——, et en ajoutant ie résultat à Pé- 
P ue 


quation de la première ligne, multipliée de même soit par cosfx ou 
cohBæ+, soit par sinBæx ou — sih8x. Observons que 


cos? x + sin?26r = 1, coh?6x — sih?6x —=1, 


et, après avoir changé les membres de place, 1l viendra 


sin 6x : sih x 
| Ci = soit ycos8x —7y 8 » soit ycoh$r=7y » 
(ox 
Se RE "C0s D L ,coh6x 
C3 = SON YSINPT+Yy g » Soit —7ysihfær + 7y “5e 


Les seconds membres de celles-ci sont les fonctions que nous appe- 
lons respectivement v, et w,, ou dont les dérivées en y’ constituent 
(p. 194) les facteurs intégrants de l'équation proposée y”"Æ f?y = 0, 
écrite dy'Æ $?y dx —o. Et, en effet, l'expression dy'Æ fydzx, mul 
uipliée par ces dérivées, qui sont 


sin 6: sib8 x 058 x h6x 
(28) — Le ou 2" "hour C1) Mél RUE 3 PT C2), 


B g NT 


donne bien, identiquement, les différentielles totales des seconds 


membres de (27), comme le montre la différentiation de ceux-ci. 


397. — Intégration de la même équation, mais avec second membre. 


Si nous restituons actuellement le second membre F(x) de l’équa- 
tion, les principes exposés ci-dessus (p. 210) permettront de déduire 
la nouvelle intégrale de celle qui vient d’être obtenue pour le cas où 
F(x) s’anoulait, puisqu'ils nous apprennent que les mêmes facteurs 
d’intégrabilité y suffisent. Supposons, par exemple, afin d'utiliser les 
calculs précédents, l’équation débarrassée de son second terme, ou 
réduite à y”Ef?y —F(x). Le système linéaire à intégrer d’après 
les principes dont il s'agit sera 


(29) y dm T) de dy — y'dx = 0. 
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ee: 3 LD: 0: d(Y1, Do) 
Des facteurs intégrants respectifs PP) 6 PAPE 
d dy 


multiplier, les uns, la première équation (29) et, les autres, la se- 


: an ls 
conde, les deux premiers seuls, (28), que nous pouvons écrire Es 
AV 


u 


devant 


! 


— 


dCe . 
et + puisque nous convenons d'appeler C;, C, les valeurs des deux 
y 


fonctions w,(æ, y, y') et #, (x, y, 7"), nous seront utiles ; car les deux 
derniers, dérivées en y des seconds membres C,, CG, de (23), et qui 
égaleraient soit cosBx ou coh$x, soit sin Bx ou — sihfx, ne donne- 
ront rien dans les résultats, à cause de la valeur zéro du second 
membre de la deuxième équation considérée (29). Il suffit donc de 
multiplier la première (29), c’est-à-dire l'équation unique proposée, 
par les facteurs (28) ; ce qui, nous venons de le voir, change identi- 
quement le premier membre de (29) en do, et de, ou en dC, et dC;. 
Et, si l’on intègre alors les résultats à partir de l'instant initial æ — 0 


où C, et G:, réduits à y, et à 7%, ont des valeurs arbitraires données 
P 


C4 et Ce, 1l vient 
7 #3 
C1 = ce — 1 F(x)(sin$x ou sihfx) dx, 
20) 


(30) 


a Xl 


| C2 = C2 + | P(z)(cos$æ ou coh6zx) dx. 


Enfin, comme les relations (27), dont les premiers membres devenus 
variables s'appellent maintenant C,; et C,, ne sont qu'une autre forme 
des relations (26), ou reviennent à poser 


(30 


y =soit GC cos8fz+C sin£x, soit CG cohfx +C sihBx, 
sf 


= soit — C8 sinfx + C8 cos x, soit CB sihBx + C8 cohBx, 


il ne restera qu'à substituer les expressions (30) de C;, C, dans 
celles-ci, ou même seulement dans la double équation de la première 
ligne (31), relative à y, pour avoir l'intégrale générale demandée, 
avec des valeurs initiales y, et y’, de la fonction y et de sa dérivée y", 
égales respectivement à €, et à c,£. 

On n’a guère à employer ces formules que dans des phénomènes 
sensiblement périodiques et à variations, y, limitées, dont l’expression 
ne comporte aucun des cosinus ou sinus hyperboliques figurant dans 
(31). Supposons donc que l’équation proposée soit seulement 


(32) "+ By = F(x). 
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Alors la formule (31) de y, restreinte à C, cosBx + C;sinfx, devient 
aussi simple que possible, après substitution des valeurs correspon- 
dantes (30) de C, et G, si l’on change sous les signes f le nom de la 
variable d'intégration +, afin de pouvoir, sans confusion, introduire 
sous ces signes des facteurs en +. A ppelons cette variable, par exemple, 


Fr 


£; et, dans la différence 


sing x Je F(Ë) cos BE dé — cos x jf F(E) sinBË dë, 
0 3 


0 


1] sera permis.de faire passer les facteurs sinBx, cosfx sous les 
signes f, puis de réduire à une seule intégrale la différence des deux. 
Il viendra enfin, comme solution générale de (32), 


LES 
I | 
(33) y = ci cos$x + © sinf x + = ( F(Ë) sin(Bx — BE) dë. 


B/ 


Effectivement, deux différentiations successives en x de cette ex- 
pression (33) de y, dans lesquelles on se souviendra de la règle établie 
plus haut (p. 161) pour différentier une intégrale définie à élément 
et limites variables, donnent 


Y'=— cf sinfr+cf$ cosBxr + (FC) c08(Bx— 8e) de, 


0 


(34) {y'—=— cB?cosBxr— cf?sinpx 


+ F(x)—8 [FC sin(Br— E) dé; 


0 


et cette dernière valeur de y", jointe au produit par 6? de l'expression 
(33) de y, rend bien la somme y” + $?y égale à F(x), conformément 
à (320) 

On voit, en faisant ©, —0, c, — 0 dans (33) et dans la première 
(34), que le dernier terme de (33), fourni par la variation des con- 
stantes, constitue pour l’équation proposée (32) une intégrale particu- 
lière initialement nuîle avec sa dérivée première y'. La quadrature 
qu'exige le calcul de ce terme se fera évidemment sous forme finie par 
les principes exposés dans la XXII Lecon (pp. 23, 29 et 32), quand 
F(£)se composera de termes proportionnels à des facteurs comme £”, 
ou cos nt, ou É”sinn£E (avec m entier et positif), ou comme e”#cosnE£ 
et e"$sinné (m et n désignant des nombres quelconques). Telle est 
donc la solution de l'équation proposée, que la méthode de la varia- 
ton des constantes, appliquée en faisant varier celles-ci à partir de 
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l’Eenstant initial x — 0, conduit à superposer à la solution générale 
€, CosB x + C, sinBx de l’équation sans second membre. 


398. — Cas où le second membre est soit constant, soit périodique. 


Il existe deux cas spéciaux, d'une grande importance pratique, où 
la solution particulière la plus simple et la plus utile qu'’admette l’é- 
quation (32) n’est pas celle dont il vient d’être parlé, mais bien une 
autre dans laquelle ne s’annulent pas, du moins ensemble, les va- 
leurs initiales y, = © et y, = cf de yet y". 

Le premier, déjà abordé implicitement au n° 390 (p. 206), est celui 
où le second membre F(x) se réduit à une constante K, et où, par 
suite, l'équation proposée, y" + 8?y — satisfaile en pre- 


K , 5 4: 
nant pour y la valeur constante —: Cette solution particulière 
Ï ( 2 Î 
» g3 


r 


K Le Lé Là 4 
J — 7; que nous savons représenter l’état permanent du phénomène 
B2 


régi par l’équation, se déduirait évidemment de (33) en la suppo- 
Là ge La \ 4 L A Li Q K 
sant réalisée dès l’origine, c’est-à-dire en faisant c, — =; ©, —0, ou 


‘à 


| ae : 
D — gi? Yo — 0. Eten effet, le dernier terme de (33), vu la valeur 


K de F(£), devient alors, par une intégration indéfinie immédiate, 
K se K SAT 
EAU CPT Mapa ga (1 COST); Ce qui, joint à Ci CcoSpæ+, 


donne bien y — LE 


Le deuxième cas est celui où le second membre F(æx) se compose 
de termes proportionnels à des cosinus ou sinus d’arcs fonctions li- 
néaires de æ, termes pouvant toujours se résoudre en groupes de la 
forme M cosnx + Nsinnæ, lesquels, par le choix de constantes Ket y 
telles que M — K cosy et N —Ksiny, se réduiront à la forme Are 
simple Kcos(næx — y). En langage ordinaire, une telle forme, 
 Kcos(zx— }), et le mode de variation des quantités qu’elle repré- 
sente, sont souvent qualifiés de pendulaires, du moins dans les phé- 
nomèênes dynamiques où la variable appelée ici æ désigne le temps : 
la raison en est qu’elle exprime à très peu près la suite des écarts 
(supposés assez petits) d’un GIE de part et d'autre de sa verti- 
cale d'équilibre. 

Ce cas comprend le précédent en supposant # — 0 ; et il comprend 
surtout celui d’un second membre périodique, car toute fonction 
F(æx) périodique, c'est-à-dire qui repasse par les mêmes valeurs 
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après un accroissement donné (appelé période) de la variable, peut 
se décomposer [ p. 160*] en termes proportionnels soit aux cosinus, 
soit aux sinus dont la périodicité concorde avec la sienne, ou qui re- 
trouvent leurs valeurs premières chaque fois qu’elle-même reprend 
celles qu’elle avait eues déjà. Si, plus généralement, les divers termes 
de F(æx) étaient proportionnels à des cosinus ou sinus ayant leurs 
périodes incommensurables entre elles, de manière à ne jamais repas- 
ser éous à la fois par les mêmes valeurs, les oscillations de ces termes 
de part et d'autre de zéro n’en rendraient pas moins F(x) nul en 
moyenne, en exceptant celui, de valeur constante, qui correspondrail 
à na —0; et la fonction F(x) serait ce qu’on peut appeler &régulière- 
ment périodique. 

Dans tous ces cas, il est aussi naturel de former une intégrale 
offrant la périodicité régulière ou irrégulière de F(x), qu'il l'était 
d’en former une constante quand F(x) ne variait pas; et, vu le principe 
de superposition (n° 389, p. 206), 1l suffira de composer cette intégrale 
de celles, de l’espèce désignée, que l’on aurait pour chaque terme de 
F(x), considéré séparément, Prenons ainsi F(x) — K cos(næx — y) 
et, pour essayer d’abord l'hypothèse la plus simple, supposons la so- 
lution particulière cherchée, que j'appellerai Y, proportionnelle à 
F(x). Donc faisons 


Ya) =a2 Kerr 


Ÿ) 


| [d’où Y”"=— an?K cos(nx —y)=—an?F(x)] 


dans l'équation différentielle devenue Y”+ BY — F(x), en nous ré- 

servant de déterminer a de manière à la vérifier s’il est possible. Or 

c'est ce qui a lieu ; car, par la suppression du facteur commun F(x), 
1 K 

—— et Ÿ— ————— cos(nx—7Y). 


Par suite, si nous appelons encore Y la solution périodique com- 


il vient — an? + Ba —1, ou a — 


plète, pour le cas où le second membre donné F(x) est lui-même une 
fonction régulièrement ou trrégulièrement périodique de la forme 
2K cos(nx — +), nous aurons l'expression suivante de Y, se réduisant 


bien à y — — lors d’un seul terme avec » et y nuls: 


(32 
B 


£ , K 
: — ——— — — 1" 4 — DK = 
RUN ÿ Br cos(nxz—7Y), quand F(x)=Z2Kcos(nx—#). 


L'excédent, y — Y, de la solution générale y sur cette solution pé- 
riodique Ÿ ne sera autre que l’intégrale, ayant la forme 


M cosfæ+Nsinbxr, 
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de l’équation différentielle prise sans second membre. Donc, un phé- 
nomène régi par l'équation différentielle y"+ By —F(x), avec 
un second membre F(x) exprimant l'influence de causes exté- 
rieures périodiques, comporte, pour un état initial convenablement 
choisi, une marche affectée de leur propre périodicité (régulière 
ou irrégulière), marche qui n'est plus suivie pour tout autre état 
initial, mais de part et d'autre de laquelle la marche effective 
oscille alors comme elle le fait autour de l’état de repos naturel 
quand les causes étrangères n'existent pas, ou autour de l’état 
permanent quand elles sont constantes. 


399. — Idée des phénomènes qui se règlent soit par la permanence, 
soit par la périodicite. 


En général, l'équation y" + $?y — 0, pour le phénomène soustrait 
aux influences extérieures, n’est qu’approximative, en ce sens qu’on 
y néglige non seulement des termes de l’ordre des carrés et produits 
de y ou de ses dérivées, termes réellement insensibles lorsque la 
quantité y reste fort petite, mais surtout des termes linéaires comme 
y" ou comme f$?y, et ayant seulement leurs coefficients, d’ailleurs 
constants, assez faibles pour qu’on puisse les supposer nuls à une 
première approximation. C’est par quelques-uns de ces termes res- 
pectivement proportionnels à y, y', y”, y”, ... (mais dont on peut 
abstraire les deux affectés de y et y”, en les supposant déjà compris 
dans l’équation y”+f?y —o avant sa division par le coefficient 
de y”) que s’exprimeront les résistances passives, frottements, etc., 
inséparables de tout phénomène dynamique, qui amènent, au bout 
de temps æ plus ou moins longs, la fin des changements non entre- 
tenus dans les corps par des actions extérieures, c’est-à-dire l’éva- 
nouissement tout au moins asymptotique des oscillations que repré- 
sente l'intégrale générale approchée y — 0, cosfx + c, sinfx. 

Or, lorsqu'on tient compte de ces petits termes linéaires du premier 
membre et que, d’ailleurs, des causes extérieures périodiques intro- 
duisent un second membre F(x) composé de parties comme 


Kcos(nx 


ue 


l'équation continue à admettre, pour chacune d’elles supposée seule à 
tour de rôle, une solution périodique Y, proportionnelle non plus, 
généralement, à K cos(nzx — 7), mais à K cos(zax — ÿ — à), où l'arc 
næx— y7—ù du cosinus retarde en quelque sorte, sur celui, 7x — y, 
du second membre, d’une certaine quantité constante 0. Autrement 
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dit, l’on posera la formule, à deux indéterminées a et à ou acosè et 


TAAS 
a sin, 
{ Y—=aKcos(nx —7y—à) 

ds: — (acosd)K cos(nx—)+(asind)Ksin(nx — 7), 
(36) 

pour 

FETE Or TER; 
Les dérivées Y’, Y”, Y”, ... se composeront évidemment, comme 


Y, de deux termes, où l'unique facteur variable sera, pour l’un, 
cos(nx — y), pour l’autre, sin(næ — +); de sorte que tout le pre- 
mier membre de l'équation se réduira à deux pareils termes. Il suffira 
donc d’égaler le premier de ceux-ci au second membre K cos(næx—à), 
en identifiant à K son coefficient (fonction linéaire connue de a cosà, 
a sinè), et d’égaler le second à zéro, par l’annulation du coefficient 
total analogue de sin(zx — y) : ce qui donnera bien les deux équa- 
tions nécessaires pour déterminer a cos et a sinû. La seconde sera 
même vérifiée en prenant simplement sinè — 0, ou Ÿ proportionnel à 
K cos(næx—7)—"F(x), sile premier membre ne contient, avec y, 
que les dérivées d'ordre pair y”, y", ..., comme il arrivait quand ce 
premier membre était y”+ f?y; car le seul facteur variable figurant 
alors dans Y, Y’, Y'", ... sera cos(næ—7), et il ne resteraque 


l'équation en acosd—#+Va?. Enfin, F(x) devenant une somme 


EK cos(næx — 7), régulièrement ou irrégulièrement périodique, Y, 


exprimé par 

EaK cos(nx —7—ûù), 
offrira bien une périodicité de même nature, quoique à et a soient, 
d’un terme à l’autre, variables en fonction de ». 

Par exemple, dans le cas le plus simple, les résistances passives 
ajoutent à l’équation sans second membre y” + 8?y — o, un terme de 
la forme 2ey', et d'un coefficient positif 2e assez faible pour que le 
carré de sa moitié e soit entièrement négligeable à côté de B?. Alors 
l'équation différentielle sans second membre, 


(37) 7'+2ey'+f?y=o, ou, sensiblement, y”+2ey'+(e2+fB2)y =0, 
a pour intégrale générale, d’après la première (24) [p. 217 | où il faut 
faireicrasee, 

(38) y = eTEx (ce cosfx + c sinBx): 


le facteur exponentiel décroissant e-°%* y entraîne bien l'extinction 
graduelle des oscillations exprimées par le facteur trigonométrique 
C, cosfx + c, sinfzr, qui, seul, constituait l'intégrale quand on avait 
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y!+ By — 0. Et si l’on introduit un second membre K cos(næx— 7), 
la substitution, à y, y', y", de la dernière expression (36) de Y et 
de ses deux premières dérivées, dans le trinôme y”+ 2ey'+ B?y qu'il 
faut alors égaler à K cos(rzx — y), donnera les deux équations 


(39) a[(82— n?)cosd + 2ensind]—1, (B?— n?)sind —92en cosd — 0. 


Or la deuxième montre que tangô, quotient de 2er par f?— n°, est 
comparable au rapport de & à » (en écartant le cas exceptionnel où z 
et 8 seraient presque égaux) et qu'on peut, sauf erreur de l’ordre des 
puissances supérieures de ce rapport, poser simplement 


à ON? € 


après quoi, la première (39) est de même réductuble à (B?—n#*)a--1, 
ou donne a — ;-—— ; comme si le coefficient d'extinction & n'exis- 


DATE n° 


tait pas. Et il vient, en définitive, 


(4) 


Féryr= 2 Kcos(rr y). 


D'ailleurs, les écarts y — YŸ existant entre l'intégrale générale y et 
cette solution périodique Y vérifieront l'équation (37), ou seront, 
d’après (38), de la forme e*(M cos8x + Nsinfzx);ainsiils s’atténue- 
ront graduellement suivant les mêmes lois que l'expression (38) de y 
dans le corps abandonné à lui-même. 

On voit, en comparant les deux formules (35) et (40), que l’intro- 
duction du petit terme représentatif des résistances passives n’a pas 
modifié d'une manière bien appréciable la solution périodique, pas 
plus qu’elle n’a changé, tant que les valeurs de x sont modérées, l’ex- 
pression sensiblement périodique des écarts y — Y, où le facteur e—°* 
reste longtemps très peu inférieur à l’unité par suite de la petitesse 
de e. Et à une époque ultérieure quelconque, la même forme appro- 
chée des excédents y — Y persiste encore, avec des coefficients Me-£z, 
Nez de plus en plus réduits, 1l est vrai, mais d’üne variation tou- 
jours fort lente. Enfin, le facteur e—°*, devenu évanouissant quand x 
a beaucoup grandi, rend alors négligeables ces écarts y — Y, quelles 
qu’aient été les circonstances initiales marquées par les constantes 
arbitraires M, N ; et une intégrale quelconque, y, finit ainsi par se 
confondre asymptotiquement avec la solution périodique Y. C’est ce 


F 
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qu'on exprime, dans le langage ordinaire, en disant que le phénomène 
se règle par périodicité, comme les causes qui l’entretiennent, tandis 
qu'il se réglerait par permanence si ces causes étaient invariables, 
ou que l’on eût F(x) = const. 

Un tel régime devient cependant impossible (en tant que soumis à 
des lois aussi simples) dans un cas remarquable. C’est celui où la 
différence entre f? et l’une des valeurs de 7? serait assez faible, pour 
faire dépasser à la fonction Ÿ censée exprimée par (40), en atténuant 
le dénominateur correspondant 6?— 7°, la limite de la petitesse ad- 
mise qui, seule, justifie la forme linéaire donnée à l'équation du phé- 
nomène. Ce cas plus complexe, et qui échappe ainsi à notre analyse 
par suite seulement d’une grandeur exagérée des oscillations ou va- 
riations qu'y atteint y, se trouve donc caractérisé par une égalité 
exacte ou presque exacte des périodes (liées, l’une, à B, lPautre, à ») 
des deux fonctions, ©, cosfx + c, sin6æx et Kcos(næx — y), expri- 
mant, la première, les oscillations aaturelles du phénomène dans le 
corps abandonné à lui-même et, la seconde, les variations périodiques 
d'une des influences extérieures données. 

Une pareille concordance ne pouvant qu'être fort rare, c’est, en gé- 
néral, la formule (40) ou même, sensiblement, la formule plus simple 
(35), qui, pour les grandes valeurs de +, donnera, quelles qu’aient 
été les circonstances initiales, l’expression asymptotique approchée 
d’un mouvement régi à très peu près par l'équation différentielle 
y"+ P?y —2K cos(næx — Y). 

Certains phénomènes, comme, par exemple, l’échauffement ou le 
refroidissement d’un petit solide immergé dans un liquide à tempé- 
rature uniforme et constante, ne comportent pas de périodicité 
quand on les soustrait à toute influence extérieure variable ; car l’état 
physique y change toujours dans un même sens, jusqu’à l'extinction 
finale. L’équation type qui les gouverne n’est alors que du premier 
ordre : elle a la forme y'+f$?y —0, au lieu de y”+ f?y —0oerelle 
admet pour intégrale générale y == ce-P**. Il est clair que, entretenus, 
au contraire, par des causes extérieures périodiques EK cos(rnæ—#), 
ou désormais régis par l’équation y'+ 87 = 2K cos(næx—7}), ces 
mêmes phénomènes tendront encore vers un état périodique, défini 
par une intégrale, Y —>ZaK cos(næ—y7—3ù), que l’on formera 
comme il a été expliqué après la formule (36), et auquel, encore, 
ils parviendront asymptotiquement après des écarts ayant eu l’expres- 
sion, ce-P+, de la quantité physique, considérée dans le système sous- 


trait aux causes variables dont il s’agit. 
La plupart des faits dynamiques sont, il est vrai, beaucoup trop 
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complexes pour pouvoir être définis, avec une certaine précision, au 
moyen d’une seule fonction y du temps; et de là résulte, sauf dans 
des conditions particulièrement heureuses, l'insuffisance de la présente 
analyse, pour le calcul de bien des phénomènes, que celle-ci ne fait, 
de la sorte, qu’esquisser. Mais il lui reste justement l’avantage de 
mettre en vue, dans des équations linéaires très simples des deux 
premiers ordres, comme les Lois typiques et élémentaires de ces éta- 
blissements de régime, par périodicité régulière ou surtout irrégu- 
lière approchant de la permanence, que la nature nous offre sans cesse, 
spécialement dans les mouvements astronomiques, ainsi que dans 
toutes les sortes d'écoulement des fluides, et que révèle aussi la 
marche des machines industrielles. 


400. — Exemple de l'intégration approchée d'une équation non linéaire, 
par la méthode de la variation des constantes. 


D'une équation linéaire avec second membre, passons maintenant 
à une équation non linéaire, afin de donner un exemple aussi simple 
que possible de la manière dont on pourra l'intégrer par approxima- 
tions successives, après l'avoir provisoirement réduite à une autre, 
intégrable sous forme finie. 

Nous supposerons que, æ désignant le temps et y la coordonnée, à 
considérer, d’un mobile dont les écarts de part et d'autre de la situa- 
tion y — o resteront assez faibles, il s'agisse d'un mouvement où la 
dérivée y” de la vitesse y’ soit une fonction donnée de l’espace y, 
nulle pour y — 0 et développable au moyen de la formule de Mac- 
Laurin, entre les limites dont il s’agit, en une série très rapidement 
convergente, — 27 +Ey?+Fy+..., ayant son premier coefficient 
négatif. L’équation à intégrer sera donc, si on ne laisse dans le second 
membre que les termes très petits devant £?y, 


(41) J"+8y=Er-Fy3+..…. 


Comme l’on pourra, àune première approximation, prendre y" —— f?y, 
ou poser y — GC, cosfx + C, sinfz avec G, et C: réduits à deux 
constantes €, C2, cette valeur dê y, Substituée dans le second membre 
de (41), lui donnera bien la forme F(x) et permettra, par conséquent, 
d'exprimer C, et C;, devenus maintenant variables, par les formules 
(30) [ bornées aux sinus et cosinus circulaires], que des approxima- 
tions ultérieures seront même susceptibles, en faisant mieux connaître 
F(x), de préciser davantage. 

Bornons-nous au calcul de la deuxième approximation, dans l’hy- 
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pothèse que les temps æ soient comptés à partir d’une époque où le 


mobile se trouvait, à l’origine, animé d’une certaine vitesse y, — #. La 


première valeur approchée de y sera donc [ vu les données y, — 0, ou 


Xe . 
CE 0 CLIP ON DEEE 3 sinfæ ;et, par suite, la valeur ana- 


logue du second membre de (4r), borné de même à sa partie principale 


(en A) sera Ft ex sin?8æx. Les formules (30) [ p. 219] don- 


{ Tw 

E X2 
| Ge sin6x dx, 

É 0 
a 

à XL 
k: E F2 . 
| CG = + + — sin?6 x cos$ x dx. 
0) 


Substituons, dans la première de celles-ci, à sin?6x dx, lexpression 


neront 


équivalente 


pare cosBæ 
(1— cos 8x) —— 
dsin6r : 
et, dans la seconde, à cos 6x dx la différentielle An alors les in- 
tégrations seront immédiates, et nous trouverons 
HU FRA TENTE 4 cos br" c k Ex? sm86# 
(43) ME Ge ( 3 T COS PT — Tr }» TT CE TT . 


Il en résulte, pour la valeur demandée C, cosBx + C, sin8x de y, en 
remplaçant d’abord sin“8x par (1 — cos’ $x)? et réduisant, puis enfin 


1+ cos28x 
en substituant — + au carré cos 5 Tv": 
{ k E£2 _ 
| ie are 36 (1-- cosBxr)? 
(44) | ; , 4 
| Æ Fe EZ? 4 8 Ü 
minou — [1 + cosBx + cos 2 
| È 28 ( 3 3 ? ). 


On remarquera que, développée, cette expression de y, où le terme 
de première approximation, proportionnel à sin fx, est périodique et 
nul en moyenne, comprend de plus, à la seconde approximation, 
outre un terme de même période, proportionnel à cos$x, un autre 
terme proportionnel à cos28zx ou, par conséquent, de période moitié 


E 2 
moindre, et le terme constant —— 5 + Ce dernier, ayant seul sa valeur 


Z Ba 
moyenne différente de zéro, définit évidemment la situation moyenne 
du mobile, ou ce qu’on peut appeler le centre de gravité de sa tra- 
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jectoire. Done ce centre ne se confond plus, dès la deuxième ap- 
proximation, avec la situation de repos ou d'équilibre y — 0. 


401*. — Emploi d'équations linéaires du second ordre pour le calcul de 
certaines intégrales définies, qui se reproduisent par deux ou par quatre 


différentiations. | % 
(Compléments, p. 26r1*.) 


402*. — Autre exemple : intégrales définies de Laplace. 


(Compléments, p. 263*.) 


403*. — Intégration de l'équation à second membre du problème 
de la charge roulante. 


(Compléments, p. 265*.) 


404* — Intégration d'une autre équation à second membre, pour le 
calcul d’une fonction qui joue un rôle capital dans la théorie des ondes 
produites à la surface d’une eau tranquille, par l’émersion d’un solide 
ou par un coup de vent. 


(Compléments, p. 266*.) 


QUARANTIÈME LECON. 


+ ÉTUDE DES ESPÈCES LES PLUS UTILES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES SANS 
SECONDS MEMBRES, SOIT D'ORDRE SUPÉRIEUR, SOIT SIMULTANÉES : 
ÉQUATIONS A COEFFICIENTS CONSTANTS. 


405*. — Intégration d'une équation linéaire homogène d'ordre quel- 
conque, à coefficients constants. 


(Compléments, p. 251*.) 
406*. — Cas singulier où l'équation caractéristique a des racines égales. 
— Réflexion générale sur la forme des résultats, quand il s’agit d’un 


système quelconque d'équations linéaires sans seconds membres et à 
coeîficients constants. 


(Compléments, p. 273*.) 

407*. — Formation directe des solutions simples, pour tout un système 
d'équations linéaires à coefficients constants. 
(Compléments, p. 256*.) 

408*. — Expression la plus simple qui en résulte pour les intégrales 
générales d’un tel système sans seconds membres. 
(Compléments, p. 280.) 

409*. — Formes plus spéciales imposées aux solutions simples ou dou- 
bles par la nature particulière des phénomènes à exprimer. 
(Compléments, p. 282*.) 

410*. — Application aux petits mouvements vibratoires d'un système 


élastique; possibilité d'y reproduire un état initial arbitraire en su- 
perposant de simples mouvements pendulaires synchrones, etc. 


(Compléments, p. 285*.) 


411*. — Méthode d'Euler pour l'intégration des équations linéaires 
sans seconds membres et à coefficients constants. 


(Compléments, p. 289*.) 
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419*, — Détermination des constantes arbitraires, effectuée par Cauchy. 


(Compléments, p. 291*.) 


413*. — Exemple : intégration d'équations du quatrième ordre, pour le 
calcul d'intégrales definies qui se reproduisent, en valeur absolue, par 
quatre différentiations. à 

L2 


(Compléments, p. 297*.) 


QUARANTE ET UNIÈME LECON. 


SUITE DE L'ÉTUDE DES ESPÈCES LES PLUS UTILES D'ÉQUATIONS 
LINÉAIRES SANS SECOND MEMBRE : ÉQUATIONS A COEFFICIENTS 
VARIABLES QUE L’ON SAIT INTÉGRER OU SOUS FORME FINIE, OÙ EN 
SÉRIE, OU PAR DES INTÉGRALES DÉFINIES FONCTIONS CYLIN- 
DRIQUES, ETC. 


* 


14*. — De quelques cas où s'intègre sous forme finie une équation 
linéaire sans second membre et à coefficients variables; équations ho- 
mogènes par rapport à #,y, dx, dy, dy, dy, etc. 


(Compléments, p. 301*.) 
M15*. —— Formation d'équations linéaires ayant leurs intégrales 
de forme finie; équations de Jacobi. 


(Compléments, p. 302*.) 


416*. — Intégration des équations linéaires par les séries; exemple 
sur une équation du quatrième ordre, qui se présente dans la théorie 
du mouvement vibratoire transversal d'une barre droite de largeur 
constante à coupe verticale parabolique, comme sont les balanciers 
des machines à vapeur. 


(Compléments, p. 30/4*.) 


417*. — Intégration par le moyen d'intégrales définies; exemple tiré 
de l'équation du second ordre qui revient à celle de Riccati. 
(Compléments, p. 306*.) 

418". -— Idée des fonctions de Fourier et de Bessel, ou fonctions cylin- 
driques : leurs expressions en intégrales définies et en séries. 


(Compléments, p. 308*.) 


419*. — Calcul approché des mêmes fonctions quand leur variable est 


+ __ 
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assez grande, au moyen de leurs expressions asymptotiques com- 
plétées grâce à la méthode de la variation des constantes. 


x 


(Compléments, p. 315*.) 


“ 


420*. — Résolution rapide d'équations transcendantes où figurent 
les fonctions cylindriques. 


(Compléments, p.320*.) 
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QUARANTE-DEUXIÈME LECON, 


*DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES ET DE LEUR INTÉGRATION 
SOUS FORME FINIE : ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 


421*. — Des équations aux dérivées partielles : idée de leur utilité. 


(Compléments, p. 322*.) 


429*, — Signification des équations aux dérivées partielles; existence 
et étendue de leurs intégrales générales, dans les cas où une des va- 
riables indépendantes peut être choisie comme variable principale. 


(Compléments, p. 323*.) 


423*. — Des cas où soit une variable désignée, soit même aucune des 
variables figurant dans les équations, ne peut jouer le rôle de va- 
riable principale. 

(Compléments, p. 327*.) 


424*. — Description des surfaces définies par une équation du premier 
ordre, au moyen de courbes, dites caractéristiques, ne dépendant 
que de cette équation et de données relatives à leur point de départ. 


(Compléments, p. 329*.) 


425*. — L'intégration d’une équation aux dérivées partielles du pre- 
mier ordre se réduit toujours à celle d’un système d'équations diffé- 


rentielles. 
(Compléments, p. 331*.) 


426*. — Forme pius simple de l'intégrale, quand l'équation est linéaire 
par rapport aux dérivées de la fonction inconnue. 


(Compléments, p. 333*.) 


427%. —- De quelques cas où l’on sait ramener l'intégration d’un sys- 
tème d'équations aux dérivées partielles du premier ordre à celle 
d'équations différentielles; systèmes de Jacobi, linéaires par rapport 
aux derivees. 

(Compléments, p. 334*.) 
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428*. — Exemples de l'intégration d'équations du premier ordre, linéaires 
par rapport aux dérivées de la fonction inconnue. 


(Compléments, p. 336*.) 


429*. — Exemple d'une équation non linéaire : surfaces développables, 
ou enveloppes d’une série de plans; enveloppe d'une suite de sur- 


faces, etc. 
(Compléments, p. 339*.) 


430*. — Intégrales complètes et solution singulière d’une équation 
aux dérivées partielles du premier ordre. 


(Compléments, p. 343*.) 


QUARANTE-TROISIÈME LEÇON. 


+ SUITE DE L'INTÉGRATION, EN TERMES FINIS, DES ÉQUATIONS AUX 
DÉRIVÉES PARTIELLES : ÉQUATIONS D'ORDRE SUPÉRIEUR. 


431*. — Équations aux dérivées partielles du second ordre : méthode 
de Monge pour l'intégration de certaines d’entre elles. 


(Compléments, p.346*.) 


132*, _- Premier exemple : intégration de l'équation du second ordre 
qui caractérise les surfaces développables. 


(Compléments, p.349*.) : 


433*. — Deuxième exemple : équations aux dérivées partielles du second 
ordre immédiatement réductibles à des équations différentielles. 


(Compléments, p. 350*.) 


432*. —— Aperçu des transiormations d'Euler, de Laplace et de Legendre. 


(Compléments, p. 353*.) 


435*. -- Intégration de l'équation de d’Alembert ou des cordes vibrantes, 
et d’une autre équation plus générale, qui régit les phénomènes de 
propagation d'ondes dans un milieu en mouvement. 


(Compléments, p. 358*.) 


436*. — Analogie de l'équation des cordes vibrantes, et, en général, des 
équations linéaires aux dérivées partielles, avec les équations diffe- 
rentielles linéaires, au point de vue des principes de superposition et 
de proportionnalité : cas où il y a égalité des racines de l'équation 
caractéristique. 

(Compléments, p. 360*. ) 


437". - De la détermination des fonctions arbitraires : applications aux 
ondes propagées dans un sens unique, et lois de deuxième approxima- 
tion de ces ondes. 

(Compléments, p. 362°.) 
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438*. — Extension, à certaines équations et à certains systèmes aux 
dérivées partielles, des méthodes de décomposition des intégrales en 
solutions simples, et d'élimination, fondées sur l'emploi des facteurs 


symboliques ---, et qui sont générales dans le cas d'équations 


[4/ [44 
dx 2 dy 2 
différentielles linéaires sans seconds membres, à coefficients constants, 
amenées à leur forme normale. 


(Compléments, p. 366*.) 


QUARANTE-QUATRIÈME LECON. 


*PROCÉDÉS D’INTÉGRATION POUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES 
PARTIELLES, SPÉCIAUX AUX PROBLÈMES DE PHYSIQUE MATHÉMA- 
TIQUE QUI CONCERNENT LES CORPS DE GRANDEUR FINIE : ÉTUDE 
D'ÉTATS VARIABLES EN FONCTION DU TEMPS. 


439*. — Idée générale des équations de la Physique mathématique. 
(Compléments, p. 374*.) 
440*. — Sur leur réduction à des systèmes d’une infinité d’equations 


différentielles, formées pour un réseau de points régulièrement alignés 
en files parallèles aux axes. 


(Compléments, p. 377*.) 
441*. — Démonstration, par des procédés spéciaux, de la détermination 
des problèmes de Physique mathématique. 
(Compléments, p. 381*.) 
442*. — Résolution générale des problèmes concernant l’état variable des 


corps, par la superposition d’une infinité de solutions simples, affectées, 
chacune, d’une constante arbitraire. 


(Compléments, p. 387*.) 

4438*. — Formation directe des solutions simples; détermination de leurs 
coefficients respectifs, d’après l’état initial donné. 
(Compléments, p. 390*.) 

444*. — Difficultés subsistant encore dans cette question, et inconvénients 
de la solution indiquée. 


(Compléments, p. 394*.) 
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445*. — Ses avantages, dans les cas où quelques-unes des solutions 
simples ont une influence prédominante; régularisation de certains 
phénomènes par extinction des termes à variation rapide. 


(Compléments, p. 396*.) 


446*. — Exemple d'états variables exprimés par des séries : corde vi- 
brante fixée aux deux bouts, et refroidissement d’une barre par ses 
extrémités, maintenues à la température zéro. 


(Compléments, p. 397*.) 


QUARANTE-CINQUIÈME LEÇON. 


+ SUITE DE L’'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DE LA PHYSIQUE MATHÉ- 
MATIQUE POUR LES CORPS DE DIMENSIONS FINIES : ÉTUDE D’ÉTATS 
PERMANENTS. 


4417*. — Extension des méthodes précédentes aux problèmes d'état per- 
manent, quand une des coordonnées peut y jouer le rôle de variable 
principale : exemple relatif aux températures stationnaires d’un prisme. 


(Compléments, p. 402*.) 


448*. — Mème problème des températures stationnaires pour un espace 
plan soit limite par un rectangle curviligne, soit annulaire : sa solution 
générale, dans le cas où l’on en connaït une solution particulière 
simple. 

(Compléments, p. 407*.) 


449*. — Exemples : secteur d’une couronne circulaire ; rectangles limités 
par deux familles d’arcs de cercles ou par une famille de lemniscates 
et une famille d'hyperboles, etc. 


(Compléments, p. 413*.) 


Note sur la réduction de Riemann, pour certaines équations aux dérivées 
partielles du second ordre. 


(Compléments, p. 418*.) 


450*. — Solution soit approchée, soit quelquefois même exacte, au moyen 
d'expressions entières et finies, du problème des températures station- 
naires pour un espace plan limité par un contour quelconque, et ré- 
duction, à ce problème, d’autres questions importantes de la Physique 
mathématique. 


(Compléments, p. 419*.) 


QUARANTE-SIXIÈME LECON. 


* PROCÉDÉS D'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DE LA PHYSIQUE MATHÉ- 
MATIQUE, POUR LES CORPS D’UNE ÉTENDUE CENSÉE INFINIE : 
ÉQUATIONS NE CONTENANT QUE DES DÉRIVÉES D'UN MÈME ORDRE 
PAIR, ET QUI S'INTÉGRENT PAR DES POTENTIELS. 


451*. — Dans quelles circonstances les dimensions d’un corps peuvent 
être supposées infinies; des simplifications qui s'y produisent. 


(Compléments, p. 427*.) 


452*. — Intégration par les potentiels, dans des cas où les équations 
indéfinies, linéaires et à coefficients constants, ne contiennent que des 
dérivées paires d’un même ordre. — Premier exemple : problème de 
l'écoulement d’un liquide par un petit orifice, etc. 


(Compléments, p. 429*.) 


153*. — Deuxième exemple : équilibre intérieur d'un solide élastique 
dont les parties profondes sont maintenues fixes, pendant que sa sur- 
face éprouve des pressions ou des déplacements connus, s’annulant 
hors d’une région restreinte où ils sont arbitraires; forme générale de 
la solution. 

(Compléments, p. 430*.) 


454*. — Premier cas, où ce sont les déplacements à la surface 
que l’on donne. 


(Compléments, p. 432*.) 


455*. — Deuxième cas, où ce sont les pressions extérieures 
que l’on connait. 


(Compléments, p. 434*.) 


456*. — Troisième et quatrième cas, ou l’on se donne, à la surface, soit 
les composantes tangentielles des déplacements avec la composante 
B. — II. Partie élémentaire. 16 
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normale des pressions, soit la composante normale des déplacements 
avec les composantes tangentielles des pressions. 


( Compléments, p. 437*.) 


457*. — Troisième exemple : équilibre d’élasticité d'un solide, sous l’ac- 
tion de forces extérieures quelconques s’exerçant sur une partie de son 
volume très éloignée de sa surface, pendant que celle-ci est main- 
tenue fixe. 

(Compléments, p. /441*.) 


458*. — Quatrième exemple : état permanent des températures, dans un 
corps pourvu, à son intérieur, de sources constantes de chaleur, et 
maintenu, loin de ces sources, à une température uniforme. 


(Compléments, p. 443*.) 


459", — Cinquième exemple : intégration de l'équation du son 
par les potentiels sphériques. 


(Compléments, p.443*.) 


460*. — Resultats immédiats de cette intégration : propagation du mou- 
vement sans dissémination le long des trajets suivis; ce qui entraîne 
la conservation, à toute distance, des caractères de l’état initial et rend 
possible la précision ainsi que l’infinie variété des sensations aud:- 
tives et visuelles. 


(Compléments, p.448*.) 


Remarques sur la même intégration et sur ses résultats, pour les cas 
où il y a moins de trois coordonnées. ( Note.) 


(Compléments, p.450*.) 


QUARANTE-SEPTIÈME LECON. 


* SUITE DES PROCÉDÉS D’INTÉGRATION POUR LES PROBLÈMES DE 
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE RELATIFS AUX CORPS D'ÉTENDUE IN- 
FINIE : ÉQUATIONS OU FIGURENT DES DÉRIVÉES D'ORDRES DIFFÉ- 
RENTS, ET QUI S'INTÈGRENT PAR LES INTÉGRALES DÉFINIES DE LA 
XXXIITe LECON. 


461*. — Équations aux dérivées partielles, qui deviennent homogènes, 
relativement à l’ordre des dérivées, lorsque chaque couple de différen- 


tiations effectuées par rapport à certaines variables y est comptée pour 
une seule différentiation. 


(Compléments, p.452*.) 


462*. — De l'intégration de ces équations par les intégrales définies de la 
XXXIII" Lecon, quand ce sont les différentiations relatives aux coor- 
données qui vont ainsi par couples; et, d'abord, formation de solutions 
particulières, contenant tout autant de fonctions arbitraires. 


(Compléments, p. 453*.) 


463*. — Exemples : formation de telles intégrales pour l'équation de la 
chaleur et pour celles du mouvement transversal des plaques ou des 
barres élastiques. 

(Compléments, p.457*.) 


464*. — Usage de ces intégrales, pour les cas ou la distance 7 à un centre 
fixe d’émanation a le role de variable principale. 


(Compléments, p. 460*.) 


465*. — Premier exemple : échauffement d'une barre, à travers sa base, 
par le rayonnement d'un milieu à température variable donnée. 


(Compléments, p. 466%.) 


466*. — Cas particulier de l’échauffement par contact. 


(Compléments, p. 468*.) 
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467*. — Deuxième exemple : échauffement d’un corps indéfini, à une, 
deux ou trois dimensions, par l'introduction continue, en un de ses 
points, de quantités données de chaleur. 


(Compléments, p. 471*.) 
168*. —— Sur l'intégration des mêmes équations indefinies dans d'autres 


cas, et notamment dans celui où le temps { est variable principale : 
application au problème du refroidissement des milieux. 


(Compléments, p. 458.) 
169*. — Application au problème de la dissémination du mouvement 
transversal, le long d’une barre indéefinie. 
(Compléments, p. 487*.) 
#10*. -- Application à la dissémination du mouvement transversal 
dans une plaque indéfinie. 


(Compléments, p. 485*.; 


QUARANTE-HUITIÈME LECON. 


*SUITE DES PROCÉDÉS D'INTÉGRATION POUR LES PROBLÈMES DE PHY- 
SIQUE MATHÉMATIQUE RELATIFS AUX CORPS D'ÉTENDUE INFINIE : 
ÉQUATIONS QUI S’'INTÈGRENT PAR L'EMPLOI SIMULTANÉ DES PO- 
TENTIELS ET DES INTÉGRALES DÉFINIES DE LA XXXIII LECON. 


471*. — Intégrations effectuables par l'emploi simultané des potentiels 
et des intégrales définies de la XXXIII° Leçon. — Équations du principal 
problème où elles se présentent, et qui est celui des ondes produites, 
à la surface d’un liquide pesant, par l’émersion d'un solide ou par une 


impulsion superficielle. 
(Compléments, p.496 *.) 


—— Premier cas, n’exigeant pas de potentiel sphérique : ondes pro- 


412". 
duites dans un canal étroit ou propagées suivant un seul sens hori- 
zontal. 

(Compléments, p. 498*.) 
4173*. — Équation qui y régit les déformations de la surface libre 
et la marche des ondes. 
(Compléments, p.503*.) 

414*. — Deuxième cas, où devient nécessaire un potentiel sphérique 
ondes produites dans un bassin et propagées suivant les deux sens 
horizontaux. 

(Compléments, p.5035*.) 
475*. — Équation qui y règle les déformations de la surface libre 


et le transport apparent des ondes. 


(Compléments, p. 510*.) 


QUARANTE-NEUVIÈME LEÇON. 


*RÉSULTATS GÉNÉRAUX CONCERNANT LA NATURE DES INTÉGRALES, 
DANS LES PROBLÈMES DE PHYSIQUE MATHÉMATIQUE RELATIFS AUX 
: CORPS OÙ MILIEUX INDÉFINIS ; EMPLOI DE LA FORMULE DE FOURIER 
POUR RÉSOUDRE CES PROBLÈMES. 


%16*. — Des solutions simples naturelles, dans les problèmes 
relatifs aux corps ou milieux indéfinis. 


(Compléments, p. 516*.) 


Exemple d'un problème d'état non permanent où il n'y a pas de variable 
principale : températures d'un milieu sillonné par une source calo- 
rifique. (Note.) - 


(Compléments, p. 517*.) 


471*. — Double raison de la différence de nature existant entre ces solu- 
tions simples et celles des problèmes relatifs aux corps limités. 


(Compléments, p. 522*.) 


418*. — Leur formation possible par la formule de Fourier, au moyen 
de certaines des solutions simples convenant aux corps limites. 


(Compléments, p. 524*.) 


Sur l'intégration générale, en séries d’exponentielles et par la formule 
de Fourier, de certains systèmes d'équations aux dérivées partielles. 
(Notes.) 


(Compléments, pp. 526* et 528*.) 
119*. — Exemple de cette formation dans le problème de températures 


stationnaires résolu au n° 452*. 
(Compléments, p. 529*.) 
450". —— Exemples de la même formation, dans les problèmes du refroi- 


dissement des milieux et de la dissémination du mouvement transversal 
le long d'une barre ou à la surface d'une plaque. 


(Compléments, HPBDE RES 
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CINQUANTIÈME LEÇON. 


CALCUL DES VARIATIONS. 


481. — But du calcul des variations. 


Les équations soit différentielles, soit aux dérivées partielles, ad- 
mettent encore une application importante, qui fera l’objet de notre 
dernière Leçon. Elle consiste à déterminer la forme que doivent rece- 
voir certaines fonctions, graduellement altérables et arbitraires, du 
moins entre des limites ou sous des conditions désignées, pour rendre 
maximum Où minimum une intégrale définie, soit simple, soit mul- 
tiple, dont les divers éléments se trouvent dépendre des valeurs suc- 
cessives de ces fonctions. Des problèmes célèbres de Géométrie et de 
Mécanique, résolus d’abord, vers la fin du xvu® siècle, par des pro- 
cédés spéciaux dont on verra plus loin un exemple (n° 493), ont donné 
naissance à cette dernière branche de l’Analyse, qu'Euler et Lagrange 
organisèrent définitivement, sous le nom de Calcul des variations, 
vers le milieu du siècle suivant. 

Pour nous former une idée précise de son but, imaginons que, de- 
vant considérer dans le plan +0 y [p. 248], entre un point connu À 
dont l’abscissé æ est Ou — a et un autre point connu B dont l’abscisse 
plus grande est OB — b, une courbe arbitrairement variable d’ailleurs, 
ou, ce qui revient au même, une infinité de courbes comme AMB, 
définies chacune par la fonction qui exprime en x leur ordonnée y, 
l’on donne en outre une fonction bien déterminée f(x, y, y') de cette 
abscisse +, de l’ordonnée y et de quelques-unes des dérivées succes- 
sives de celle-ci, dérivées que nous supposerons, pour plus de simpli- 
CPR EN 
dx 7 MH 
de la tangente MT menée au point considéré quelconque M(x, y); 
enfin, que l’on demande de choisir la courbe AMB, c’est-à-dire la fonc- 


cité, se réduire à la première y’, ou au coefficient angulaire 


b 
ion inconnue y de +, de manière à rendre l'intégrale f 1e») da 
«a 


le plus grande ou le plus petite possible, savoir, ou constamment plus 
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grande, ou constamment plus petite pour cette courbe AMB que pour 
toute autre infiniment voisine, comme AM'B. Obtenir ainsi, entre 
des limites fixées a, b, la fonction y de æ qui fait atteindre son 


Fig. 59. 


‘ 
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B + 


b 
maximum ou son minimum à une intégrale [ f(x, y,7')dx dé- 


à 


pendant de la forme de cette fonction, tel est, dans les conditions les 
plus simples, le problème général du calcul des variations. 


482. — Sa méthode, considérée comme cas limite de la règle usuelle 


pour les maxima et minima des fonctions de plusieurs variables in- 
dépendantes. 


L'intervalle b — & — «8 des deux limites se composant d’une infi- 
nité d’intervalles élémentaires dx, tels que PQ, compris entre des 
points de division de af infiniment voisins définis chacun par leur 
abscisse æ, et toute courbe qui va de À à B se trouvant évidemment 
caractérisée au moyen de ses ordonnées PM, QN,... tirées par 
tous ces points de division, ïl est clair que la somme à étudier 


b 
1 f(x, y, y')dx constitue en réalité une fonction d’une infinité 
«a 


de variables, savoir, de toutes les ordonnées PM, QN,..., existant 
entre a A et BB. Or ces ordonnées sont mutuellement indépendantes, 
en ce sens du moins qu'il n'existe aucune relation permettant de cal- 
culer l’une en fonction des autres. On pourra donc, malgré la com- 
plication introduite par une telle infinité de variables, essayer d’ap- 
pliquer la règle ordinaire des maxima et minima (t. 1, p. 191). 

À cet effet, on cherchera l’accroissement total qu'éprouve la fonc- 
uon considérée quand on fait changer infiniment peu chaque variable, 
autrement dit, quand on allonge chaque ordonnée PM d’une très 
petite quantité positive ou négative MM'; et, après avoir exprimé cet 
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accroissement de l'intégrale à La manière d’une différentielle totale, 
c'est-à-dire ex y isolant la partie de l'accroissement qui correspond 
à l'augmentation MM' prise par chaque variable indépendante PM, il 
faudra égaler à zéro le terme ainsi obtenu, ou plutôt le coefficient 
dont s’y trouvera affectée l'augmentation MM! de la variable. 

On appelle variation de l’ordonnée 7, et l’on représente par êy, 
cette augmentation MM’ donnée à chaque variable y — PM. On ne 
peut pas la représenter par dy, ni la nommer différentielle; car cette 


désignation s'applique déjà au changement HN — dy qu’éprouve l’or- 
donnée le long d’une méme courbe pour une augmentation infini- 
ment petite PO — dx de labscisse. Il est d’ailleurs évident que la 
variation y = MM’, qui devient NN’ pour l’ordonnée suivante ON, 
sera, comme y, une fonction de +, ou, autrement dit, qu'elle variera 
d’une abscisse à l’autre et d’un élément à l’autre de l'intégrale. 

La nouvelle courbe AM'B ayant ainsi pour ordonnée y +ûy, le coef- 


- d dù 
ficient angulaire de sa tangente sera AE He 
dx dx 


une même valeur de +, il dépassera le coefficient angulaire y", relatif 


4 LE. . , dù . 
à la première courbe, de la quantité T7"; celle-ci s'appelle, naturelle- 


E 
ment, la variation de la dérivée y’. Et, de même, la variation de 
chaque élément f(x, y, >')dx de l’intégrale sera l'accroissement qu'il 
éprouvera quand, sans changer ni x, ni dx, on passera de la courbe 
AMB à la courbe AM'B, variation évidemment égale à 


et l’on voit que, pour 


Vs 0 
ar + OPrsher Fe) = JL} | da, 


An ) GTS x = —;- dxôy + —- dy. 


(1) DS RARE Opel df so 
dy dy 


Enfin, la variation de l'intégrale proposée, qu’on représente par 
b 
o f f(x, y,)")dx, sera la somme des variations de tous ses éléments, 
[C4 


puisque, par hypothèse, les limites a, b sont fixes et que, pour toutes 
les courbes AMB, AM'B,..., le champ dx des éléments reste le 
même tant en situation qu’en grandeur. On aura donc 


0) 


b DD . 
S ! tr df UN : df NI 
(2) à f IL: V,7 jan =yfn dr + f RPM 


M ==d à ° + (4 


Or il est facile de mettre en évidence, dans la dernière intégrale de 
cette relation, le coefficient total qui multiplie chaque variation Ôy, 


250 CALCUL DES VARIATIONS : SA MÉTHODE, 


telle que MM’. Comme dôy exprime la différence, NN’ MM, de 

Ï Il ) Me 
deux variations consécutives, chaque variation indépendante, MM 
par exemple, paraît dans deux éléments de l'intégrale en question, 


savoir, dans celui, 25 (NN'— MM), qui est relatif à l'intervalle 


dx — PQ compté à partir de l’abscisse actuelle OP — x, et dans celui 
qui est relatif à l'intervalle précédent, compris entre les abscisses 
æ — dx et æ, élément où le facteur dèy exprime l’excédent de MM’ 


me TS Of : 
sur la variation précédente et où T7 à pour valeur, sensiblement, sa 
ŒY 


d 
valeur actuelle diminuée de sa différentielle ds ti - corrélative à un ac- 
dy" 


Ce 


croissement dx de la variable. En résumé, la variation dy — MM est 


. y d à d ’ , #. ’ ’ 
multipliée par J d 22 dans l’un des deux éléments considérés, 
dy dy 
df : 
et par — 2 dans l’autre; ce qui donne en tout le produit 


{a }r 


Il en serait de même pour toutes les autres valeurs de èy entre A 
et B, à l’exception des deux variations extrêmes, savoir celles des 
ordonnées 4 À, BB, variations dont on peut ne pas s'occuper ici puis- 
qu’on les suppose nulles. Ainsi le dernier terme de (2) revient à 


On voit par cet examen direct comment le terme en question, où 
G I he RE SET 
igurait la variation non indépendante dy'— Free transforme de 
4#4 


manière à ne plus contenir que les variations indépendantes ou arbi- 
traires y. Or on serait arrivé au même résultat et, en quelque sorte, 


x ; e 71 ; : ; d à 
mécaniquement, en intégrant par parties l'expression FE diy placée 


dy 
sous le signe f, ou, ce qui revient au même, en écrivant 
sf df df 
(1) 7 dèy = 4 (: dy) — y à 
dy dy 


et, par suite, 


x—=b 
À df Fu tres df df 
ge 


RECU 


En eflet, cette expression se trouve réduite à son dernier terme, qui 
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n’est autre que (3), par l’annulation supposée de y aux deux limites, 


: . A AR 1 À ER 
annulation entraînant celle du terme intégré nl dy. 
He 


C’est donc au moyen d’intégrations par parties, dans lesquelles ils 
prennent pour facteurs non intégrés les facteurs multipliant sous les 
signes f une différentielle de variation, que les géomètres parvien- 
nent facilement à éliminer les variations non arbitraires égales à de 
telles différentielles (ou aux dérivées correspondantes) prises par rap- 
port aux variables d'intégration. 

En résumé, remplaçons le dernier terme de (2) par sa valeur ainsi ré- 


b 
duite (3), et l'expression définitive de la variation de [ UPS TAPIE, 
ce 


sous la forme voulue d’une différentielle totale, sera 


= 0 T—0 0; , 
, à ; d d 
(6) Ô | DT M) fé (SL dr 455 )èr 
PU Rent ON de 
D’après la règle énoncée des maxima et minima, il faudra y égaler 
à zéro le coefficient de chaque variation dy; ce qui donnera une infi- 
nité d'équations comprises dans la formule 
d df 
R:4 Hire SRE AS 
| dy dy 
En d’autres termes, la relation (7) devra être vérifiée en tous les 
points de la courbe AMB : ce sera l'équation différentielle de cette 


af 


courbe. Comme la fonction f et, par suite, les dérivées partielles re 


HITS ee Du : 
ar dépendent généralement de x, y et y’, la différentielle complète 


dy 
Je d'f Ce da Gr , | 
ere sera Cr — Ra _ diT } de BL ÉqHATONA ET); Reray 


supprimant le facteur commun dx, deviendra 
df & f ETAT EU 


o) A A OR A Vu 
te LT Aye dy dy Ÿ dy 


19 


On voit qu'elle est du second ordre. Son intégration fera donc con- 
naître la ligne AMB demandée; car les deux constantes arbitraires 
qu'elle introduira se détermineront en exprimant que la courbe passe 
par les points donnés À et B, ou qu’on doit y avoir y—4A pour æ—a 
= bbpour ve" 


483*. — Justification directe de cette méthode. 


(Compléments, p 336*.) 


CALCUL DES VARIATIONS : APPLICATION DE SA MÉTHODE 


D 
Qt 
© 


484. — Exemple : surface de révolution dont l'aire est minimum 
| entre deux cercles parallèles donnés. 


Proposons-nous, comme exemple, de mener entre les deux points 
donnés À, B (/ig. 6o) la ligne AMB qui, par sa rotation autour de 
l'axe des y, engendre la surface de révolution minima. Les circonfé- 
rences décrites ayant ici l'expression 27, cette aire est 


orxds=2rxyi+) "dx 


pour chaque élément ds de courbe; par suite, abstraction faite du 
coefficient constant 27, l'intégrale à rendre minimum sera f xds ou 
fxvacey"dz. 

Et d’abord, si la distance mutuelle des deux points À, B se trouve 
assez peu grande comparativement à leurs distances AA’ et BB’ de 
l'axe des 7, le minimum cherché existera bien. Il est évident, en 
effet, que, parmi les lignes menées de À à B dans le plan des æy, 
celles qui s’éloigneront beaucoup de la droite AB et seront situées, 
les unes, comme APB, entre cette droite AB et sa projection A'B’ 


Fig. 6o. 


sur l’axe de la rotation, les autres, comme AQB, au delà de AB, ne 
pourront, tant les premières que les secondes, manquer de décrire 
autour de O y des surfaces supérieures en étendue à l'aire engendrée 
par AB ou par les courbes plus ou moins voisines de AB. II y aura 
donc l’une de celles-ci, comme ACMB, qui répondra au minimum 
demandé ou qui, du moins, ne décrira pas plus de surface qu'aucune 
autre ; et si, en exprimant que la variation de l'aire engendrée est 
nulle au passage de cette courbe à ses voisines, nous obtenons pour 
son ordonnée y une fonction déterminée de l’abscisse æ, la ligne 
ainsi définie répondra bien à l’énoncé ou sera celle dont la révolution 
autour de l’axe des y décrit la surface la plus petite. 

Observons encore que cette courbe jouira évidemment, dans toutes 
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ses parties, c'est-à-dire entre deux quelconques de ses points, de la 
même propriété de minimum ; sans quoi son arc compris entre les 
deux points où elle cesserait d’en jouir devrait être remplacé par un 
autre dont Paire engendrée serait moindre. Si donc il arrive que la 
courbe cherchée comprenne plusieurs segments, CA et CB, par 
exemple, ayant en partie même projection sur l’axe des +, on pourra 
former son équation différentielle en considérant séparément ces seg- 
ments CA, CB comme dans le cas où leur point inconnu de jonction C 
serait une extrémilé donnée ; de manière que, sur chaque segment, 
l’abscisse x se trouve apte à servir de variable indépendante et même 
croisse sans cesse, d’un bout à l’autre, comme on l’a admis ci-dessus 


b 
en présentant sous la forme | f(x, y, y") dæ l'intégrale proposée. 
«a 


Nous aurons donc ici, sur chaque segment CA ou CB, 


HCRPAEEATESE 
et, par suite, 


df df BY 
et MU er 
dy dy ir y 
+ s Mes : RICE 3 df Le 
Alors lPéquatuion différentielle (7), réduite à d pr 0, Sintégrera 
CAE 
immédiatement et donnera, pour chaque segment CA ou CB, 
df 
Ter une constante. 
dy 


D'ailleurs, cette constante sera commune, sauf le signe, aux deux 
segments contigus CA, CB ; car, à leur point de jonction CG (où 


! 


Mie cc), le rapport A  dutta 1, et, salon appelle € 
+ y? 
. . . . 3 . d , g, \ 
l’abscisse positive de ce point, l'expression de se s'y réduit à + c, forme 
24 À 


qu'elle peut évidemment prendre toujours, même quand il n y à pas 
de sommet comme C ou que tout l’arc AMB appartient à un seul 
segment. Donc, en élevant au carré, puis résolvant par rapport à 
dy? = y"? dx?, on trouve, pour toute la courbe cherchée ACB, l’équa- 
ion différentielle unique 

æ?y'? ce? dx? 


— = C? ou AN ee", 
1+ y? J æ?— c? 


(9) 


. dx ME ; 
Tirons enfin la valeur + c = de dy, positive de C en À, né- 
x?2— C2 
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gative de C en B, et qui, d’après la formule (26) de la page do, est la 


différentielle de lexpression + c[log(æ + Varia) loge | ou 
OT * 


+ clog EE — nulle au point de départ C de chaque branche. 


Appelons c' l’ordonnée de ce point de départ, inconnue comme son 
abscisse c, et une intégration immédiate de d(y— c') — dy, effectuée 
à partir de C le long de chacun des deux segments, donnera 


ou, pour l'équation finie générale de toute la courbe, 


VTC x + Ya c?\° 
(10) : =) = [log ————— |). 
C 6 


Les deux constantes arbitraires c, c' qu'a introduites l'intégration 


se détermineront, comme il a été dit (p. 251), en faisant passer la 
courbe par les deux points donnés À et B. Une fois qu’elles sont 
connues, cette équation (10) se simplifie beaucoup si l’on adopte 
pour axe des æ la perpendiculaire O0'Czx' menée par le sommet C à 
l'axe O y de la rotation et pour unité de longueur la distance O'C—c 
du même sommet à ce dernier axe. Ces choix reviennent, en effet, à 
prendre c'—0; c=1; d'où 1l résulte, ‘auvheu-dé ro), nest 
d’ailleurs les racines carrées des deux membres, 


Or passons des logarithmes aux nombres : nous aurons 


PAPE 


et si nous résolvons enfin par rapport à æ, en isolant d’abord le ra- 


dical Vx?— 1 qu'une élévation au carré fait ensuite disparaître, il 
viendra 


‘ 1 > + 
(T1) = ———— —= -(e*) + er) = coh y. 
: À 


La courbe, évidemment symétrique de part et d’autre de l’axe 
O'Cx', représentée par cette équation a reçu le nom de chatnette, 
parce que, si on la dispose de manière que l’axe O’Cx! soit dirigé 
verticalement et vers le haut, elle dessine la forme d'équilibre d’un 
fil pesant homogène, fixé à ses deux extrémités. Une de ses propriétés 
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nous l'avait déjà fait connaître dans les Compléments (p. 63*). C’est 
Meusnier qui, vers 1776, lui a découvert celle d’engendrer la surface 
de révolution minima. 


485*. — Extension de la méthode au cas d’une intégrale multiple; 
problème général des surfaces à aire minima, reliant un contour 
donne. 

(Compléments, p. 538*.) 


486. — Maxima et minima relatifs des intégrales; problèmes 
sur les courbes isopérimètres. | 


Nous avons supposé, jusqu'ici, complètement arbitraire entre les 
deux limites données x — a, x — b, la variation élémentaire ôy de la 


b 
fonction y dont dépend l'intégrale étudiée [ HOME) NE CAT 
C7? 


s'agissait, au fond, de chercher les maxima ou minima absolus d’une 
fonction de toutes les valeurs successives de y entre ces limites, et 
rien, à part la condition de variation graduelle incapable de consti- 
tuer une relation précise, ne restreignait l’indépendance mutuelle de 
ces valeurs. Mais admettons maintenant que les variables dont dépend 
l'intégrale, réduites encore aux valeurs d'une seule fonction y ou, 
parfois même, comprenant aussi celles d'autres fonctions inconnues, 
doivent vérifier d’après l'énoncé certaines équations dans lesquelles 
entreront soit quelques-unes de ces variables, savoir, par exemple, 
les valeurs de y qui correspondent à une ou plusieurs valeurs infini- 
ment voisines de æ, soit même tout leur ensemble; et que l’on ait, 
par conséquent, à chercher, pour l'intégrale proposée, comme 


b 
fl f(x, y,y'") dx, un minimum ou maximum non plus absolu, mais 
[44 


seulement relatif, c'est-à-dire une valeur ou plus petite, ou plus 
grande, non pas que toutes ses voisines, mais que toutes celles d’entre 
elles qui vérifient les conditions données. 

Alors certaines des variations ày, ou autres analogues quand plus 
d’une fonction est à déterminer dans le problème, cesseront d’être 
arbitraires. Car les relations proposées, mises sous la forme © — 0, 
Ÿ—0, ..., pourront évidemment se différentier en y faisant croître, 
par exemple, de ày chaque valeur de y qui y figure, c’est-à-dire en 
y modifiant très peu la forme des fonctions inconnues, et si l’on. ap- 
pelle de, ou àb, ... (variation de chaque premier membre ©, 4, ...) 
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l'espèce de différentielle totale de #, ou de Ÿ, ... ainsi obtenue, il est 
clair que les équations Ôg —0, 0 —0, ... détermineront autant de 


variations (comme est ày pour une valeur déterminée de x), en 
fonction linéaire des autres, qu’il y aura d’équations de condition 


données © —0, Y$—0,.... On ne pourra donc égaler à zéro, dans 
b 
l'expression de à | f(x,y,y'") dæ, que le coefficient définitif ou total 


« 


des seules variations r'estées indépendantes; et le nombre des équa- 
tions de maximum ou minimum fournies par le principe de Képler 
se trouvera inférieur à celui des inconnues, qui sont les diverses va- 
leurs de y ou fonctions analogues pourvues de variations. Mais les 
équations de condition 9 —0, 4 —0, ... compléteront justement ce 
nombre. 

L'élimination des variations non indépendantes se fait très élégam- 
ment par la méthode des facteurs indéterminés, expliquée au n° 109 
(t. 1, p. 179), à propos de la théorie des maxima et minima relatifs 
des fonctions d’un nombre fini de variables. On a vu (même numéro, 
p. 181) qu'il en résulte une règle pratique simple, consistant à opérer 
comme s'il s'agissait de rendre un maximum ou minimum absolu, 
non la fonction proposée, mais cette fonction accrue de la somme, 
o + ub+..., des premiers membres des équations de condition 
respectivement multipliés par des constantes indéterminées À, p,.... 
Cette manière de procéder est, d’ailleurs, évidente quand la fonction 
totale ainsi formée admet en effet un maximum ou un minimum ab- 
solu, du moins pour des valeurs de À, a, ... propres à annuler ®, 
L, ... à lPinstant du maximum ou minimum ; car celui-ci, nécessai- 
rement plus grand ou nécessairement plus petit que toutes les valeurs 
voisines de la fonction totale, est bien, en particulier, soit toujours 
supérieur, soit toujours inférieur à celles d’entre elles qui vérifient 
sans cesse les conditions proposées © —0, 4 —0, .... On obtient 
donc autant d’équations qu'il y a de variables inconnues, valeurs 
successives de y par exemple ; et l’on voit que les équations de con- 
dition 9 — 0, Ÿ — 0, ... se vérifient grâce à un choix convenabl: des 


facteurs indéterminés en même nombre À, u, 


Supposons, par exemple, que la courbe AMB (p. 248), le long de 
b 
laquelle est prise l'intégrale f J(&, Y,.7") dx à rendre maximum ou 
« 
minimum, doive donner une valeur constante connue K à une autre 


b 
intégrale de forme analogue f. F(zx, y, y')dx. Il y aura donc. à in- 
« 


Le) 
(Sa 
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troduire une condition 
b 
(18) nl F(x,y,Y')dx—K=o, 


dans le genre de © —0o; et l’on opérera, par suite, comme si l’on 
cherchait le maximum ou le minimum absolu de l'expression totale 


b b 
1h f(x, y, y') dx + Cf F(x, y, 7!) dx — K). c'est-à-dire, plus 


simplement, de la somme 


b 
(19) fi Le, r:r')+ XF (x,7;7)] dx, 


vu la constance de À et de K, qui permet de ne pas compter le terme 
invariable —X1K. On aura ainsi à traiter une question analogue à 
celles des numéros précédents, sauf la détermination de À qui res- 
tera finalement à effectuer par l'équation (18). 

Les géomètres de la fin du xvue siècle ont résolu, dans ce genre, 
sur les courbes planes, de célèbres problèmes, qu'ils appelaient Pro- 
blèmes sur les isopérimètres, parce qu'ils s’y donnaient comme con- 
dition que ces courbes eussent toutes périmètre égal, c’est-à-dire la 


b 
mème longueur KES Vi+ y°dx. Nous traiterons bientôt, au 
«a 


moyen de considérations directes plus simples que l'emploi du calcul 
des variations, quelques questions, particulièrement intéressantes, 
parmi lesquelles se trouvera le plus important de ces problèmes sur 
les courbes isopérimètres, relatif à la surface plane maxima d’une 
longueur de contour donnée. 


487. — Courbes planes de longueur donnée, qui, menées entre deux 
points fixes, engendrent les deux surfaces maxima et minima de ré- 
volution autour d’un axe donné. 


Contentons-nous ici d'appliquer la méthode générale à un exemple 
complétant la question du n° 484 (p. 252). Supposons que la courbe 
variable ACB à laquelle on veut faire décrire autour de O y une sur- 
face de révolution, n’ait plus sa longueur totale f ds arbitraire, mais, 
au contraire, astreinte à égaler une droite connue K. Il est alors 
évident que, si les deux extrémités À, B sont données assez près l’une 


B. — II. Partie élémentaire. 15 
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de l’autre (de sorte que leur distance AB n’atteigne pas K), et, en 
même temps, assez loin de l’axe de révolution O y, non seulement 
l'aire engendrée 27 f x ds admettra un minimum relatif, puisqu'elle 
en aura un absolu, mais qu’elle comportera de plus un maximum 
relatif, par l'impossibilité de grandir indéfiniment où la mettront la 
longueur assignée K et les deux distances invariables extrêmes AA", 
BB', à l’axe de révolution, de l’arc générateur. Il y aura donc deux 
certaines formes de celui-ci, APB et AQB, par exemple, qui, dans la 
rotation autour de Oy, engendreront, l’une, l’aire la plus petite, 
l’autre, l’aire la plus grande. 

Cette aire ayant pour expression (au facteur constant près 27) 
fx ds, l'intégrale (19) dont il y aura lieu d'annuler identiquement 
la variation sera f(æ + À) ds ; et il suffira d’un simple déplacement 
(— À) de l’origine O, sur l’axe même Ox, de manière à rendre æ + À 
égal à une nouvelle abscisse X, pour la réduire à f X ds, ou encore à 
Æ [°X ds, par un changement facultatif de sens desnouvelles abscisses 
positives, destiné à faire prendre celles-ci, autant que possible, en 
valeur absolue. Si x désigne finalement la nouvelle abscisse Æ X, 
l’on est donc ramené à chercher, de même qu’au n° #84, le minimum 


de fx ds=— fxVi+ 7"? dx; ce qui donne comme solution une chai- 
nette ayant pour base le nouvel axe des y. 

Ainsi, le minimum et le maximum demandés se trouvent représen- 
tés par les arcs APB, AQB de deux chaînettes dont les bases ou 
directrices seront parallèles à l’axe de révolution donné O y et situées 
à des distances de celui-ci telles, que la longueur de ces ares, entre 
les deux extrémités connues À, B, ait précisément la valeur donnée K. 


488*. — Maxima ou minima des intégrales à champ d'intégration va- 


riable, et qui dépendent de fonctions variables aussi aux limites de 
ce champ. 


(Compléments, p. 542*.) 


189*. — Autre méthode, impliquant le choix de variables indépendantes 
qui assurent l’invariabilité du champ d'intégration; application à 
l'intégrale fF(x, y, z)ds prise le long d'une courbe. 


(Compléments, p. 543*.) 
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490*. — Conditions de maximum ou de minimum relatives aux limites, 
pour des intégrales prises le long de lignes ayant leurs extrémités 
mobiles sur des courbes ou des surfaces données. 


(Compléments, p. 553*.) 


491*. — Cas où ces lignes sont astreintes à ne pas quitter une surface 
donnée; démonstration, par l'analyse, des propriétés générales des li- 
gnes géodesiques. 


(Compléments, p. 556*.) 


492*. — Minimum d'une intégrale plus générale que fF(x,y,z)ds; 
principe de la moindre action. 


(Compléments, p. 559*.) 


493 — Brachistochrone ou courbe de plus rapide descente 
d'un mobile pesant. 


Certains problèmes se résolvent par des considérations directes, sur- 
tout géométriques, plus rapidement que par les procédés uniformes 
du calcul des variations, même quand celui-ci y conduit à des équa- 
tions différentielles ou aux dérivées partielles complètement inté- 
grables. Tel est, en particulier, le cas du problème célèbre de la bra- 
chistochrone, lraité en 1696 par Jean Bernoulli el qui a été comme 
le point de départ du calcul des variations. 

Voici en quoi il consiste, et comment Jean Bernoulli l’a résolu en le 
rattachant au problème de Fermat (t. [, p. 167), qui dépend de la 
question des maxima et minima ordinaires des fonctions d’un nombre 
fini de variables ou plutôt même d’une seule variable. 

Un corps pesant M (p. 260), guidé par une courbe matérielle polie 
OA, doit tomber d’un point connu O et arriver ainsi à un autre point 
plus bas (ou du moins aussi bas) À, également assigné : il s’agit de 
donner à la courbe OA la forme, dite brachistochrone, RER à 
abréger le plus possible la durée du trajet. 

Dans le plan qui contient la verticale O y et le point d'arrivée A, 
prenons Oy pour axe des ordonnées et l'horizontale Ox, tirée par 
rapport à Oy du côté où se trouve le point À, pour axe des ab- 
scisses. On sait que, abstraction faite de la résistance de l'air et du 
frottement de la courbe, la vitesse acquise par le mobile après une 
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hauteur quelconque totale y de chute se trouve, à un facteur constant 


près, mesurée par la racine carrée, Vy, de cette hauteur. Or il suit 
de là que la brachistochrone cherchée OA sera contenue tout entière 
dans le plan æO0 y; car, si elle en sortait et qu’on la comparût à sa 
projection sur æ07y considérée aussi comme trajectoire possible du 
mobile, ses divers éléments seraient parcourus avec la même vitesse 
que les éléments correspondants, situés au même niveau, mais plus 
courts ou pour le moins aussi courts, de cette projection sur æ 0 y, qui, 
dès lors, demanderait un temps de parcours moindre et devrait, plu- 
tôt qu’elle, être qualifiée de brachistochrone. 

Cela posé, si l’on partage le plan des xy, par des parallèles à Ox, 
en une infinité de bandes horizontales, d’une largeur dy pareille 


ou non, mais infiniment petite, le mobile M pourra, sauf erreur 
négligeable dans le calcul de la durée de son trajet, ou, par suite, 
dans la construction de sa trajectoire, être censé avoir la vitesse 


constante V7 à l’intérieur de la bande quelconque PQQ'P! comprise 
entre deux consécutives, OP—ÿy, OP'—7y+dy, de ses or. 


données, et prendre la vitesse Vy + dy dans la bande suivante 
P'Q'Q"P”’. Soient MM' et M'M les deux éléments correspondants 
de sa trajectoire cherchée, dès lors rectilignes à la traversée de 
chaque bande. Comme, évidemment, la durée du trajet total ne 
peut être minima qu’à la condition de se trouver telle entre M et 
M", la détermination du point intermédiaire M', sur la ligne de sé- 
paration P'Q' des deux bandes, rentrera dans le problème de Fer- 
mat (t. I, p. 168), où l’on supposerait, pour le premier milieu 


PQQ'P’, la vitesse donnée V égale à VOP , et, pour le second milieu, 


la vitesse V’ égale à ÿOP'. La loi des sinus (t. I, p. 169), en obser- 
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vant que l'angle d'incidence t sera le complément de QMM' et, l’angle 
de réfraction r, le complément de Q'M'M", donnera 


sin£  sin7 cos QMM'_ cosO'M'M” 


Vr on vor vor 


On voit donc que le rapport, à la racine carrée de l’ordonnée y, du 


. dx , ’ , e , ® 
cosinus 7e de l’angle formé, par chaque élément ds du chemin décrit, 
ds 


avec sa projection positive dx sur l'axe des abscisses, devra être in- 


. I 
variable le long de la courbe. A ppelons —— ce rapport positif constant 


A 


TASER Her rs Au 
ET | l'équation caractéristique de la brachistochrone sera ainsi 
yy ds 

Nr Es l 


6 a nn à) 
“ RS CPE 


ou, après substitution de Vdx? + dy? à ds et isolement du coefficient 


ETATS 
| dx 


(62) | LE LAB 
dx Y 


On y reconnaît (t. 1, p.225) l'équation différentielle caractéristique 
d’un arceau de cycloïde, décrit, au-dessous de O x comme base, par 
un point d’une circonférence de rayon 7. Ainsi, dans les conditions pro- 
posées, la brachistochrone sera un arceau de cycloide à base horizon- 
tale, ayant son point de départ, avec tangente verticale, au plus 
élevé, O, des deux points donnés, et sa circonférence génératrice 277 
telle, que cet arceau aille passer par le second point A. Comme les 
équations (62) ou (61) restent satisfaites quand x, y, dx, dy, ds,r 
varient dans un même rapport quelconque, un pareil arceau, d’abord 
ramassé tout entier en O, balaye ou décrit l'angle æO y, dans toute 
son étendue, quand le paramètre 7 croît de zéro à l'infini; car chaque 
élément ds, de direction invariable, balaye alors pour sa part la frac- 
tion infiniment petite qui lui correspond (et ne correspond qu’à lui), 
de cet angle droit, en s’éloignant indéfiniment de O. Donc chaque 
point À du plan n’est atteint qu’une fois par la courbe mobile et ne 
l’est que par un seul de ses points; en sorte que l’on obtient bien, où 
que soit donné À dans l’angle x O y, un arceau et un seul pour la bra- 
chistochrone demandée. Sa partie comprise entre O et À se trouve 
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tout entière descendante à partir de O quand, en À, le rapport 
2 dépasse la valeur correspondant au point le plus bas des arceaux. 
T 


Elle a une seconde partie, ascendante, dans le cas contraire. Cette 
seconde partie appartient bien, comme nous l’avons admis implicite- 
ment, au même arceau que la première; car, de part et d’autre du 


: tar se ; 
point le plus bas, Où 1 et dont on peut appeler Y l'ordonnée, 
C 


s ! PRE EAU I 
l'équation caractéristique (61) donne pour la constante —— une seule 


/ 


V2r 


. I Q , 4 4 = 
expression —— ou, pour le rayon r de la circonférence génératrice, la 
Ÿ 


. I +7 . . . 
valeur unique - Y, impliquant le choix de O x comme base commune 
5 


des deux demi-arceaux contigus. 


19%. — Considérations générales touchant la ligne de longueur donnée, 
qui, tracée sur une surface plane ou même courbe, y entoure l'aire 
maxima, et touchant la superficie fermée qui, sous une certaine aire 
totale, embrasse le plus grand volume. 


C’est encore par des considérations géométriques que nous traite- 
rons les deux questions les plus importantes peut-être de maximum 
ou de minimum relatif d'intégrales définies, que l’on puisse se poser, 
savoir, celles de la surface plane qui, dans un contour de longueur 
donnée, possède l'aire la plus grande, et du solide qui, sous une sur- 
face totale donnée, comprend le plus grand volume. 

Les anciens s'étaient, de bonne heure, proposé ces deux beaux pro- 
blèmes dont la solution (ou du moins son pressentiment) paraît re- 
monter jusqu’à Pythagore, au vi* siècle avant notre ère. 

Lorsqu'on fait varier entre des limites quelconques l’étendue d’une 
figure à deux ou à trois dimensions toujours semblable à elle-même, sur- 
face ayant un contour que nous appellerons C et une aire que nous dési- 


: A 
gnerons par À, ou solide de surface $ et de volume V, les rapports act 


— restent invariables ; car on sait qu’ils dépendent seulement de la 
SYS 
forme de ces figures, non de leur grandeur. Les questions posées, 


T 


dans les deux cas d’une aire plane et d’un volume quelconque, ont 
donc pour but de déterminer la forme qui rend ces rapports les plus 


Y 
2 


grands possible, ou qui rend, par suite, minima leurs inverses " et 


J 
HEUREUSE 
y " Ainsi, elles reviennent à chercher les plus petites valeurs du 
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contour C ou de la surface S d’une figure soit plane, soit solide, qui a 
une certaine étendue donnée À ou V; et il est évident, surtout en se 
plaçant à ce point de vue, que les problèmes posés admettent bien une 
solution, c’est-à-dire que le minimum existe, du moins en tant 
que valeur inférieure à toute autre; car les fractions _ Le, à 
dénominateurs positifs constants, auront inévitablement leurs numé- 
raleurs toujours plus grands que zéro. 

On conçoit que la détermination de cette plus forte ou plus faible 
valeur des rapports directs ou inverses considérés présente un haut 
intérêt en Philosophie naturelle. Elle entraînera, par exemple, la 
connaissance de la forme que devra recevoir un corps d’un volume 
déterminé pour avoir le moins de surface possible ou, toutes choses 
égales d’ailleurs, le moins de rapports extérieurs, forme dont on 
devrait, par suite, l’écarter, s’il s'agissait, au contraire, de multiplier 
ses relations physiques avec le dehors; etc. 

Une propriété presque évidente de cette forme cherchée, qui rend 


maximum le rapport GE 
‘2 


tinuitlé de la tangente ou du plan tangent, aucun point anguleux 


V s 
ou à JS c’est qu'elle n'admet aucune discon- 


ou aucune arêle. 

S1, en eflet, une courbe plane fermée MBD (fig. 62) présente un 
point saillant ou rentrant M, il suffira d'y remplacer les deux élé- 
ments contigus du contour, ME et MF, par la droite EF qui joint leurs 
extrémités et dont le rapport à leur sommeME+MF est évidemment 


moindre que r, pour obtenir une nouvelle surface BEFD, dans laquelle 
le contour C sera inférieur au proposé d’une quantité ME+ MF — EF, 
du premier ordre de petitesse comme ME ou MF, tandis que son aire 
ne différera de l’aire primitive BMD que par une partie EMF tout au 
plus comparable au produit EF x EM et, par suite, du second ordre 
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. ’ ° « A , Là 14 A 
au moins, ou négligeable, à côté de la précédente, dans le rapport G' 


Donc ce rapport de l’aire au carré du contour grandit, quand on passe 
de la figure proposée BMD à la figure BEFD; et 1l n’était pas aussi 
grand que possible dans la première. 

De même, si un solide donné présente soit une pointe, soit une 
arête, saillante ou rentrante, il suffit de les couper, en leur substi- 
tuant une surface continue infiniment étroite, pour y diminuer Paire 
d’une quantité comparable à la surface des parties remplacées, quan- 
tité infiniment supérieure, numériquement, au volume en même 
temps retranché ou ajouté, dont l’expression comprendra toujours 
comme facteur une dimension infiniment petite de plus. Ainsi, dans 


le rapport, ee du volume à la puissance - de la surface, le déno- 


minateur décroîtra sans que, pour ainsi dire, le numérateur varie; 
d’où il suit que ce rapport grandira êt qu'il ne saurait être actuelle- 
ment maximum. 

Ce genre de raisonnement, un peu modifié, et sa conclusion, sous 
certaines réserves, s'étendent au cas où les figures à comparer en vue 
de choisir la plus étendue, sont les différentes portions d’une surface 
courbe, limitées par un contour de même longueur, diverses parties 
d’une sphère, par exemple. Et, cependant, l’on ne peut plus y faire 
appel aux considérations basées sur la similitude ; car des figures 
semblables à celles de la surface proposée, mais construites à des 
échelles autres, ne pourraient généralement pas se placer sur elle et 
sont, par suite, étrangères à la catégorie qu'il s’agit d’étudier. 

Alors une aire plus grande que toute autre‘existe, au moins dans 
chaque région définie de la surface, quand, eu égard aux dimensions 
et à la nature de cette région, le contour assigné ne se trouve pas 
trop long, mais non dans le cas contraire; et, entre ces limites, un 
très petit accroissement dC, donné au contour C qui entoure l’aire A 
la plus grande, en attribuant encore au nouveau contour C + dC la 
forme et la situation pour lesquelles la nouvelle aire À + dA est éga- 
lement maxima, entraîne une augmentation dA de celle-ci numéri- 
quement comparable à dC, sauf du moins pour des valeurs excep- 
tionnelles de C; car À et C, nuls ensemble, acquièrent ensemble des 
grandeurs finies. Cela posé, si un tel contour BMD, sur la surface 
(Jig. 63), présentait un point anguleux M, la suppression de celui-ci, 
ou le remplacement, sur la surface même, de BMD par le nouveau 
contour BEFD, réduirait d’une quantité du premier ordre, — dC, le 
périmètre C, sans faire varier dans une proportion comparable l’aire À ; 
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et si, gardant alors la nouvelle longueur BEFD ou C — dC du con- 
tour, on lui donnait la forme voulue pour laquelle l’aire correspon- 


Fig. 63. 


M 


dante à la valeur maxima À — dA, celle-ci, d’après le principe admis 
que dA et dC sont comparables, se trouverait moindre que l'aire 
isopérimètre BEFD très sensiblement égale à À, alors que sa qualité 
d’aire maxima lui impose d’être plus grande. 

Donc, méme sur une surface courbe (supposée bien eontinue), 
nulle ligne présentant un point anguleux ne saurait, dans sa lon- 
gueur donnée, embrasser l’aire maxima. 


495. — Courbe de longueur donnée qui, sur un plan ou sur une sphère, 
entoure l'aire maxima : cette courbe est un cercle. 


Le principe de continuité précédent ainsi établi, considérons en pre- 
mier lieu le cas d’une surface plane; et soit RSTU (p.266) celle dont 
l'aire, à périmètre égal, est la plus grande possible. Par un quelconque, 
R, de ses points, menons une corde ou sécante RT, et faisons-la 
tourner autour de R jusqu’à ce qu’elle partage le contour C en deux 
parties équivalentes. À ce moment, il y aura une des deux parties 
RTS, RTU de la surface qui sera ou plus étendue que l’autre ou, 
pour le moins, aussi étendue que l’autre. Soit RST cette partie. Si 
l’on prend sa symétrique par rapport à RT et qu’on lui adjoigne cette 
symétrique, on obtiendra évidemment une surface ayant contour 
équivalent à celui de la proposée et au moins autant d’aire. Par suite, 
d’après la propriété démontrée ci-dessus, les angles que feront, avec 
RT, les tangentes menées en R et en T à la courbe RST seront droits ; 
sans quoi ceux, deux fois plus grands, que présenterait en R et en T 
la figure RST complétée par sa symétrique, différeraient de deux 
droits, et constilueraient une discontinuité inadmissible en vertu du 
principe précédent. 

Ainsi, dans la surface considérée RSU, toute corde, RT par 
exemple, qui sous-tend un arc égal à la moitié du contour, lut est 
perpendiculaire à ses deux extrémités. Or, si l’on mène une seconde 
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corde pareille et infiniment voisine R'T', on aura évidemment 
arcRST = arcR'ST'; d’où arcRR'= arc TT et aussi, sensiblement, 
cordeRR'— corde TT’. D'ailleurs, RT et R'T'se croisant évidemment 


Fig. 64 
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en un certain point O, les triangles ORR', OTT' que délimitent laté- 
ralement ces deux droites, peuvent être censés isoscèles (à cause de 
leurs angles à la base sensiblement droits) et donnent, sauf erreur £n- 
Jfiniment plus petite que RR', OR'= OR, OT'= OT; d’où R'T'=RT, 
c'est-à-dire R'T'— RT — une quantité d’un ordre de petitesse supé- 
rieur au premier, et, par suite, d(RT) — 0 ou RT = une constante. 
Il résulte ensuite de la double égalité des angles au sommet O et 
des bases RR’, TT’ (à des erreurs relatives près négligeables), que 
les deux triangles sont égaux eux-mêmes, ou qu'on à de plus 
OR —=OT—<#RT — const., sauf écarts infiniment petits. Donc les 
normales RO, RO", ..., menées à la courbe en une suite de points 
voisins, et prolongées chacune jusqu’à leur intersection par la sui- 
vante, ne présentent eutre elles que des différences d’un ordre de 
petitesse supérieur au premier, c'est-à-dire incapables de produire 
par leur accumulation un total fini. La différence R'O'— RO se 
trouvant ainsi d’un ordre supérieur au premier, comme l'était déjà 
R'O — RO, il en sera évidemment de même de R'0/— R'O = O0), 
distance de deux points d’intersection successifs; et, par suite, toutes 
les normales, d’égale longueur, ne pourront manquer d'aboutir à un 
centre unique O. C’est dire que la courbe RSU se réduit à une cir- 
conférence, ou que la surface plane à aire maximum, d’un péri- 
mètre donné, est un cercle. 

A 
C2 
a donc pour plus grande valeur possible 


rR? I 4 
= OO (ONE 
(27TR }? ÂT 1079977 ? 


Le rapport — de l'aire au carré du contour, dans une figure plane, 


c’est-à-dire l'inverse de la surface d’une sphère de rayon 1. 
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Si la courbe RSTU, au lieu d’être tracée sur un plan, devait se 
trouver sur une sphère et y entourer la surface sphérique la plus 
grande possible, la même démonstration s’appliquerait, sans autres 
changements que la substitution de plans diamétraux aux sécantes 
précédentes et d'arcs de grands cercles aux cordes RT, R'T', RR’ 
TT’, ..., ou de triangles sphériques aux triangles rectilignes ROR’, 
TOT’. Il faudrait, toutefois, supposer les arcs RT, R'T' inférieurs à 
un demi-grand cercle, pour pouvoir, de l'égalité de RR' à TT’, con- 
clure celle de OR à OT. Sous cette réserve, on obtiendrait encore, 
pour la courbe demandée, une circonférence, ayant son pôle en O. 
Ainsi, la courbe fermée qui, sur une surface sphérique (et non 
pas seulement sur le plan), embrasse, à longueur égale, la plus 
grande superficie, est la circonférence, pourvu toutefois que Île 
maximum cherché existe. Evidemment, cela n’a lieu, dans le cas 
de la sphère, qu'autant que la circonférence en question ne devient 
pas celle d’un grand cercle. 

Sauf cette restriction, on voit que, par exemple, à la surface de Ia 
terre, un pays d’une étendue déterminée offre la moindre longueur 
possible de frontières quand son contour est circulaire, ou quand sa 
forme se rapproche le plus possible de celle d’une simple calotte. 


496. — Surface d'une étendue donnée enfermant le plus grand volume; 
elle n’est autre qu'une sphère. 


Considérons enfin la surface courbe fermée qui, sous une certaine aire 
totale S, comprend le plus grand volume, et soit KLM (p. 268) sa sec- 
tion par un plan quelconque. Je dis que cette section sera nécessaire- 
ment circulaire. 

Menons, en effet, à la surface un plan tangent PV parallèle à KLM 
et, dans ce plan, par le point P de contact, la tangente quelconque 
PA ; puis imaginons qu'un plan mené suivant PA tourne, autour de 
cette droite, jusqu’à l'instant où, coupant le solide suivant une cer- 
taine courbe PLP'L', il partage la surface du solide en deux parties, 
PLP'K, PLP'M, équivalentes. Alors celle de ces deux parties qui 
recouvre le plus grand volume formera évidemment, avec sa symé- 
trique par rapport au plan PLP/’ qui la limite, une surface fermée de 
même aire que la proposée et contenant le volume le plus grand pos- 
sible. Or la figure ainsi obtenue, symétrique de part et d’autre du 
plan PLP'L', ne peut avoir une arête tout le long de son intersec- 
tion avec ce plan ; et celui-ci est, dès lors, forcément normal en tous 
leurs points communs. Donc, ce plan PLP’ se trouve : 1° mené sui- 
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vant la normale PP’, en P, à la surface proposée, et, 2°, perpendicu- 
laire à la tangente LT de la courbe KLM, comme l’étant à deux plans 


p' 


qui se coupent suivant LT, savoir, au plan KLM dont il contient la 
perpendiculaire PP' et au plan tangent en L à la surface. 

Par suite, la normale LN à la courbe proposée KLM est dans le 
plan PLP' et va passer par le pied N de la perpendiculaire PP’ 
abaissée du point P sur le plan de cette courbe. Comme il en serait 
évidemment de même pour tous les autres plans menés suivant PP’ 
et coupant la courbe KLM en des points quelconques, toutes les nor- 
males de cette courbe iront passer par le point N, auquel se réduira, 
dès lors, sa développée. Ainsi, la section plane KLM du solide pro- 
posé est bien une circonférence, dont le centre se trouve, avec tous 
ceux des sections analogues faites par des plans de même direction, 
sur la perpendiculaire PP' commune à ces plans. 

En conséquence, la surface courbe considérée a une forme de révo- 
lution autour de PP’; mais, comme son méridien constitue une autre 
de ses sections planes et ne peut manquer davantage d’être un cercle, 
elle se réduit forcément à une sphère. Donc, {a sphère est, de tous les 
corps de même surface, celui qui a le plus grand volume. 

Ce résultat capital, connu dès l'antiquité, et bien facile à démon- 
trer, comme on voit, géométriquement, n’a pu encore être établi 
complètement par l'Analyse (1). 


(*) Le calcul des variations y conduit, comme condition de maximum ou de 
minimum, à une équation aux dérivées partielles exprimant que la surface cher- 
chée doit avoir partout même courbure moyenne (t. I, p. 250*); après quoi il ne 
reste plus qu’à reconnaitre, en intégrant cette équation aux dérivées partielles, 
si la sphère est la seule surface continue à courbure moyenne constante. Or c’est 
bien ce qu’a fait M. Jellett (Journal de Mathématiques pures et appliquées, de 
Liouville, t. XVIII, p. 163; 1853) pour les surfaces qui ne sont rencontrées qu’en 
un point par les rayons vecteurs émanés d’une origine prise à leur intérieur, mais 
ce qu’on n’a pu faire encore d’une manière entièrement générale. 
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La plus forte valeur possible du rapport d’un volume V à la puis- 
sance ? de l’aire S qui le limite sera donc 
2r R3 ï 


pacs 
M Or MUC 


à . . pe « I . 
fraction sensiblement supérieure à celle, pee 0,07097221:1ŒU100X- 
T 


prime le plus grand rapport possible d’une surface plane au carré de 
son contour. 


,97*. — Sur des cas où, pour distinguer entre un minimum, un maximum 
et l'absence tant de l’un que de l’autre, il convient d'attribuer, aux varia- 
tions, des valeurs sensibles, au lieu de valeurs infiniment petites; ap- 


dx dy dz\ 


plication à l'intégrale / F (Ze Der Fe ds, prise entre deux points fixes. 


(Compléments, p. 564*.) 


498*. — Application de la même méthode à des problèmes de maximum 
ou de minimum relatif, propriétés de minimum dont jouit la forme de 
l'onde solitaire. 

(Compléments, p. 568*.) 


499*, — Intégrales s'étendant, l’une, a tout le volume d’un corps, l’autre, 
à sa surface, et dont la somme est rendue minima par la fonction qui 
exprime les températures stationnaires de ce corps dans des conditions 
données. 

(Compléments, p. 574*.) 


3500*. — Utilisation de cette propriété de minimum pour démontrer 
l'existence d’une solution générale du problème des températures sta- 
tionnaires ; autres problèmes, dans lesquels la même méthode atteint 
un résultat analogue et a, parfois aussi, facilité la mise en équation. 


(Compléments, p. 577*.) 
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497*. — Sur des cas où, pour distinguer entre un minimum, un maximum 
et l'absence tant de l’un que de l’autre, il convient d’attribuer aux 
variations des valeurs sensibles, au lieu de valeurs infiniment 

dév dy ds ; | 
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198*. — Application de la même méthode à des problèmes de maximum ou 

de minimum relatif; propriétés de minimum dont jouit la forme 
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à sa surface, et dont la somme est rendue minima par la fonc- 
tion qui exprime les températures stationnaires de ce corps dans 
des conditions données..... A M Se eq d one 

500*. — Utilisation de cette propriété de minimum pour démontrer l’exis- 
tence d’une solution générale du problème des températuresstation- 
naires; autres problèmes, dans lesquels la même méthode atteint 
un résultat analogue et a, parfois aussi, facilité la mise en équation. 
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ERRATA ET ADDITIONS. 


Page 13*, dernière ligne, au dénominateur de la première fraction, lire « el —x », 

Page 21*, au dénominateur de la formule (5), lire « f'(æ) »; et, à la dernière 
ligne, lire « f(æ)=(æ—c—h,)(xz—c—h,).... 

Page 35*, à la première formule (21), inscrire la limite supérieure « æ » de 
l'intégrale. 

Page 36*, ligne 2 en remontant, au lieu de « XXX° Lecon », lire « XXXI° Le- 
con ». 

Page 68*, ligne 7 en remontant, au lieu de « il », lire « elle ». 

Pages 106*, 107*, 108* et 109*, au lieu de «A », mettre partout, de préférence, 
« K ». 

Page 168*, ligne 6 en remontant, rétablir, au bas du premier signe f, la limite 
inférieure —. 

Page 227*, ligne 2 en remontant, au lieu de « dz », lire « z ds ». 

Page 238*, ligne 4, ajouter : 

« Ce faite ou thalweg, sans être une enveloppe (sauf pour chaque versant con- 
sidéré à part), représente donc une solution singulière et constitue, en même 
temps, le lieu des rebroussements des courbes qu’expriment les intégrales parti- 
culières. Il fournit un curieux exemple, tout à la fois : 1° de disjonction des deux 
propriétés de ligne enveloppe et de lieu de rebroussements, assez ordinairement 
unies sur une même courbe; 2° de réunion de la qualité de solution singulière 
avec la même propriété de lieu de rebroussements, dont elle se trouve le plus 
souvent séparée ». 

Page 257*, à la deuxième ligne du titre du n° 385*, lire « linéaire homo- 


Page 3/42*, ligne 17 en remontant, au lieu de « tangente en ce point à l’enve- 
loppe », {ire « menée par ce point de l’enveloppe ». 

Page 355*, ligne 6 en remontant, à la fin, lire « P,Z0 ». 

Page 378*, ligne 18 en remontant, au lieu de « dérivées premières de w, qui 
deviennent ...», lire « dérivées premières de w en æ, y, 3, qui deviennent ...». 

Page 495*, ligne 2, au lieu de « que l’autre », lire « qu’il parvenait à l’autre ». 

Page 512*, dernière ligne, au lieu de «développons-la», {ire «développons-le». 
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COMPLÉMENT À LA VINGT ET UNIÈME LEÇON. 


DIFFÉRENTIELLES TOTALES IMPLICITES. 


220*. — De l’intégrabilité des différentielles totales implicites. 


L'expression donnée d’une différentielle totale se trouve quelque- 
fois implicite ; c’est lorsque ses coefficients, M, N, ..., sont fonctions 
non seulement des variables indépendantes æ, y, ..., mais aussi de la 
fonction même & qu'il s’agit de trouver par l'intégration. Pour nous 
faire une idée de la manière dont on procédera dans un tel cas, sup- 
posons qu'il n’y ait à considérer que deux variables indépendantes x 
et y, coordonnées des divers points d’un plan horizontal des xy, 
et représentons par l'ordonnée verticale z d’une surface l’une quel- 
conque des fonctions primitives cherchées z — ® (x, y), dont la dif- 
férentielle totale Mdx + N dy contient, par hypothèse, 3, en même 
temps que æ et y, dans les expressions données de ses coefficients 
M et N. Il arrivera souvent alors, en réduisant ces expressions à un 
même dénominateur convenablement choisi Z, et en les écrivant 


M — 
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B. — II. Partie complémentaire. 1 


, que les trois fonctions X, Y, Z de x, y, z seront 


D je ÉQUATION AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES 


finies, continues et bien déterminées en tous les points (x,y,z) de 
l’espace situés aux distances finies de l’origine. Et l’on aura tout avan- 
tage à mettre l'équation dz = Mdx + N dy proposée sous la forme 


plus symétrique 


(15) Xdx +Ydy+Zdz=o. 


Au lieu de chercher de suite les surfaces demandées, dont les élé- 
ments rectilignes, y joignant un point quelconque (x, y, 3) à tout 
autre voisin (x + dx, y + dy,z+dz), vérifient cette équation (15), 
contentons-nous d’abord de construire, dans l’espace indéfini, des 
lignes qui y satisfassent, lignes dont une famille existera sur telle sur- 
face que l’on voudra, représentée par une équation de la forme 
f(x, 7,3) —0o. En effet, l’on peut se déplacer sur une telle surface, 
à partir d’un quelconque (x, y, 3) de ses points, le long-de tout élé- 
ment rectiligne situé dans le plan tangent, ou ayant ses projections 


dx, dy, dz sur les axes dans les rapports mutuels Le qui don- 
nent Ÿ 4x + dy + SP ES Or, rien n'empêche de compléter 
dx dy dz 

la détermination de ces deux rapports en leur faisant vérifier comme 
seconde équation, également du premier degré, la relation (15). Et si 
l’on opère sans cesse de même, à partir du point(æ + dx,y+dy,z+dz) 
où l’on sera ainsi parvenu, le chemin suivi de proche en proche sur 
la surface f —o satisfera bien à (15). Donc, en y prenant un nou- 
veau point de départ à côté du premier, puis un troisième, etc., 
l’on obtiendra, sur cette surface quelconque donnée, toute la famille 
dont il s’agit, de lignes vérifiant léquation (15). Mais la question en 
vue est de savoir si, parmi toutes les surfaces possibles, il en existe 
de telles, que des lignes quelconques menées par chacun de leurs 
points, et non pas une seule, y satisfassent ainsi à (15). 

À cet effet, choisissons préalablement, comme surfaces sur lesquelles 
nous tracerons une famille de lignes vérifiant (15), les simples plans 
horizontaux 3 — const., afin de ne faire varier d’abord que les coor- 
données x et y. Autrement dit, construisons dans l’espace les lignes 
de niveau qui satisfont à (15) et qui, si les surfaces demandées existent, 
seront forcément leurs propres courbes de niveau. Comme on aura, 
le long d’une telle ligne, dz — 0, et que la valeur constante de z y sera 
donnée, l'équation (15), devenue X dx + Ydy —0, y fera partout 


F d 3 ; . 
connaître le rapport A ou y’, en fonction des coordonnées variables 


æ, y et de la coordonnée constante z; ce qui déterminera de proche 


ENTRE TROIS VARIABLES, DONT DEUX SONT INDÉPENDANTES. 3* 


en proche, soit en projection horizontale, soit dans l’espace avec l’ad- 
jonction de l'équation 3 — const., la direction suivant laquelle on 
devra marcher pour construire les lignes en question. Si donc on peut 


+ , . 2 . . , . À . 
intégrer, comme on dit, l'équation différentielle y! = — y du les 


régit, c’est-à-dire former l'équation générale de la famille de telles 
courbes situées sur chaque plan horizontal z — const., cette équation 
contiendra un paramètre c, sorte de numéro d’ordre caractérisant la 
courbe dans sa famille (t. I, p. 125), en outre de z qui est un second 
paramètre servant à distinguer chaque famille des autres; et, sup- 
posée résolue par rapport à c, elle sera de la forme c—F(x, y,3),où 
F désignera une fonction désormais connue. Partout, d’ailleurs, les 
deux dérivées de F en x et y seront respectivement proportionnelles à X 


Le 


et à Y, puisque la valeur de Se 


ürée de cette équation € — F sans faire 
iersnic, val i est lé quotient de— % par À, égale identi 
D 2 ANORNUEpare ASgale/identr 
“ Fe L dF 
quement — +: Donc, si l’on appelle À le quotient de par X, quotient 


Y 
désormais connu en fonction de +, y et z, on aura 


Or les courbes de niveau c— F(x, y,z2), ainsi définies par deux 
paramètres 3 et c, pourront, d’une infinité de manières, en passant de 
chacune d’elles à toute autre juxtaposée ou très voisine, et ainsi de 
suite, être associées en séries, couvrant et dessinant des surfaces parmi 
lesquelles se trouveront évidemment celles qu’on cherche, si elles exis- 
tent. Il est clair que, dans toutes ces surfaces, ainsi formées de bandes 
élémentaires comprises entre deux lignes de niveau c—F(x,7y,2), 
le paramètre € varie avec 3 ou se trouve fonction de 3. Donc leur 
équation commune peut s'écrire € — F(x, y, 3), pourvu que c y dé- 
signe une fonction arbitraire de la forme (23). Et il ne reste qu’à 
choisir, s’il est possible, cette fonction c — %(z), de manière à faire 
vérifier (15) par tous les éléments rectilignes de la bande comprise 
entre deux lignes de niveau consécutives, éléments qui joindront un 
point quelconque (x, y, 5) de l’une d’elles F(x, y, 3) — © à tout point 
voisin (x + dx, y + dy, z + dz) de l’autre F(x, y, z) — c + de. Or, 
d’après les deux équations évidentes, 


aF(æ,Yr,s) et c+ de = F(x + dx, y + dy, 3 + di), 


la relation entre dx, dy, dz caractéristique, sur cette bande, de la 
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. + : dr dr dr 
région avoisinant le point (æ, y, 3), est dc — nes dx +- % dy + Da ds 


ou, vu les expressions (16) des deux dérivées de F en x et y, 
F 
(17) de = (X de +Y dy) + dz. 


On voit donc, en éliminant Xdx + Y dy entre celle-ci et (15), puis 
divisant par ds, que la bande de surface comprise entre les deux 
lignes de niveau considérées vérifiera la relation voulue (15), à Ja 
de 
dz’ 
constant tout le long de la bande, mais d’ailleurs arbitraire, la valeur 


condition, nécessaire et suffisante, que l’on ait, pour le rapport 


Le CAE 


Ainsi, il faudra et il suffira, pour l'existence de la bande cherchée de 


rot 1 4 à 
surface, que l’expression ve — ÀZ soit invariable tout le long de la 


ligne de niveau c—F(x,7,2), c’est-à-dire lorsqu'on y fera changer 
æ et y seulement, et de manière à avoir X dx + Y dy = o,ou dy et dx 
proportionnels à X et à — Y. II viendra donc, comme condition néces- 
sare et suffisante d'intégrabilité entre deux lignes de niveau consécu- 
tives et puis, de proche en proche, dans tout l’espace où l’on veut 
construire des surfaces satisfaisant à l’équation (15), 


PGA UNLE DUAL | 


Indiquons, dans celle-ci, les différentiations à faire des deux termes 


à 


NT dE “ . S'uRt 4 
du binôme Te — 12, puis remplaçons les deux dérivées secondes 
(484 
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dix w)de PE Gz a (HS) dz 
membre, pour compléter sa symétrie, la quantité identiquement 


T . be À K Le À k + 
nulle Z fe ci = Fe T) , c’est-à-dire Z (< PRIT, ): Nous au- 


» et ajoutons enfin au premier 
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relation où chaque double terme du premier membre, à partir du 
deuxième, se déduit du précédent par une permutation tournante opérée 
surles lettres +, y,: et X,Y,Z, Effectuons-ylesdifférentiations indiquées 
des produits ÀX, 1Y, 1Z, et, après avoir observé que les termes affectés 


CONDITION D’INTÉGRABILITÉ. Eh 


des dérivées de À s’y détruisent deux à deux, divisons tous les autres 
par À. Il viendra la relation, non moins symétrique que la précédente, 


mais débarrassée de }, 
PNA 
dy dx) 


- LATE PL AX 
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Telle est donc, sous une forme ne contenant que les fonctions don- 
nées X, Ÿ, Z et, par conséquent, immédiatement applicable, la condi- 
tion d'intégrabilité nécessaire et suffisante pour que l’équation (15) 
convienne à des surfaces passant par un point quelconque (x, 7,3) ou 
pour que l'équation (15) établisse entre x, y et 3, à partir d’un système 
arbitraire donné de valeurs de ces variables, une relation déterminant 
l’une d’elles en fonction des deux autres regardées comme indépen- 
dantes, savoir, 3, par exemple, en fonction de x et de y. La nécessité 
de cette relation (21), il est bon de l’observer, résultait immédiate- 


ment de ce que, si z est fonction de x et de y, les deux dérivées 


\ c Y ; 
complètes respectives, en x et en y, de N — — 7 © de M — de 
savoir 

dN  dN dM ri me 
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sont égales d’après (5) [ p. 12], ou donnént 


ANS MUC EN dM 
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formule qui devient bien (21) en remplaçant M et N par les rapports 
de — X et — Y à Z, puis effectuant les différentiations de ces rapports, 


: dZ ; à k ue re 
supprimant deux termes en TK dui se détruisent et multipliant par 2. 


Mais on voit que le calcul de cette fonction z, démontrée ainsi 
exister dans toute étendue à trois dimensions où la relation (21) est 
identiquement satisfaite, ne se ramène pas, comme si sa différentielle 
totale était explicite, à des intégrations dans le genre de f f(x) dx: car, 


, . «: ; l X 
d’abord, c'est l'équation différentielle = — et non pas une 


simple différentielle, qui y détermine de proche en proche les lignes 
de niveau c=F(x,y,s); de plus, après qu'on a, par l'équation 
c—F(x,7,2), éliminé de (18) y et, par suite, + dont on sait que les 
changements ne modifient pas ce second membre tant que c et z sont 
invariables, la relation (18) devient une seconde équation différen- 


; dc ; , : 
tielle, ou donne TE © fonction non seulement de z, mais aussi, le plus 
(124 
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souvent, de e. Le paramètre c se trouve bien, de la sorte, généralement 
déterminé de proche en proche, à partir d’une première valeur choi- 
sie arbitrairement pour la valeur initiale que l’on voudra attribuer 
à z; mais le calcul n’en est que rarement réductible à des intégrations 
de différentielles explicites, comme on verra plus loin dans l'étude des 
équations différentielles. 

Voici un exemple où ces difficultés se lèvent aisément. 

Soit, entre æ, y, z et dx, dy, dz, l'équation 


(23) v2z dx — 3x dy + xy dz = 0, 


dans laquelle les coefficients X — y3, Y — — zx, 2 — xy vérifient bien 
la condition d’intégrabilité (21). Ici Péquation X dx + Y dy — 0 sera 


identiquement, en divisant par — :x?, d L — 0; ce qui donne, pour 


l'équation finie des lignes de niveau, — —c, relation représentant 


81e 


toutes les droites horizontales émanées de l’axe des z. Par suite, si c 
"À 


est regardé comme fonction de 3, 1l vient, en différentiant sa valeur? ; 


z dy — y dx « A ia à 
Te TS, ou bien, par la substitution à xdy — ydx de sa 


valeur ue dz déduite de (23), de — 7 as Éliminons, de celle-ci, y et, 


par suite, æ, au moyen de l'équation des lignes de niveau; et nous 
cdz 
OF 


aurons la seconde équation différentielle cherchée, de — 
celle-ci revient à dc — cdz — 0, ou est de la même forme que la pre- 


CR Là #? C 
mière, ædy — ydx—o. Intégrée, elle donnera donc - = une con- 


… 


. 0 I s * Z& . ’ ,’ « 
stante arbitraire 5; d'où. e— g’ valeur qui, portée dans l’équation 


C =? des lignes de niveau, fournit enfin la relation finie cherchée 


entre æ, y et z, savoir zx — Cy —o. C'est l'équation d’une famille 
de paraboloides hyperboliques, appelés aussi plans gauches (dans le 
sens de plans gauchis), que coupent suivant des droites non seule- 
ment les plans de niveau z—const., mais aussi tous les plans 
æ — const., parallèles aux y 3, puisque l’on y à, sur chacun de ceux-ci, 
Z C 1 ; AS 
PTE La constante — « Et en effet, la relation trouvée, qu’on peut écrire 
3 . ER . 4 2x . 

— C, revient, en la différentiant, à poser d — —0 : or il suffit de 

Ji 


développer dans celle-ci les calculs, puis de multiplier par y?, pour 


FAMILLES D'ÉLÉMENTS PLANS N'ENVELOPPANT PAS DES SURFACES. 7 


avoir Y(sdx + xdz) — zx dy —0, ce qui est bien l'équation pro- 
posée (23). 

D'après la manière même dont a été obtenue la relation (21) équi- 
valente à (19), il suffit que cette condition d’intégrabilité ne soit pas 
satisfaite pour que le second membre de (18) varie le long d’une 
ligne de niveau c = const.; par conséquent, ce second membre y devient 
alors, en un ou plusieurs points, égal au premier membre ou à la 
dérivée de c, sans qu’on ait eu besoin de faire un choix déterminé de 
la fonction c — Ÿ(z3), mais pourvu que Ÿ/(z), sur la ligne de niveau 
en question, tombe entre les limites comprenant les variations du 
second membre. Aux points où l’équation (18) est ainsi vérifiée sur 
les diverses lignes de niveau de la surface (3) —F(x, y, z), points 
dont le lieu sera, naturellement, une certaine courbe de la surface, 
l'équation proposée (15) se trouve évidemment, comme l'avait remar- 
qué Monge, satisfaite par tous les éléments rectilignes de la surface; 
et, s'il n'y a pas alors une famille de surfaces régies dans toute leur 
étendue par cette équation (15), il existe du moins, à la place, une 
infinité de familles [qu’on obtiendra en faisant varier la forme de 
Y(3)] où elle est vérifiée sur une bande infiniment étroite longeant 
certaines lignes de chacune de leurs surfaces, outre qu’elle l’est par- 
tout pour leurs lignes de niveau. 

Il est clair aussi que, même dans ce cas, un seul élément plan, ou 
fragment de superficie infiniment borné, comprend encore tous les 
éléments rectilignes issus d’un point quelconque (+, y, z) et dont les 
projections dx, dy, dz satisfont à (15). Mais ces éléments plans, ces 
rudiments de surfaces, pour ainsi dire, ne se raccordent pas de 
manière à former ou à envelopper des surfaces effectives, quoique 
leurs directions soient graduellement variables d’un point à l’autre. 
Ceux qu'on mène, par exemple, aux divers points de chaque surface 
V(z)= F(x, y, 3) la coupent sous des angles finis suivant ses lignes 
de niveau, sauf le long de la bande dont il vient d’être parlé, où ils lui 
sont tangents. On peut, il est vrai, en choisissant convenablement (3) 
de proche en proche, diriger cette bande suivant toute courbe com- 
patible avec (15); ce qui donne, à partir de chaque point (x, y, z), 
une infinité d'associations possibles des éléments plans considérés en 
suiles qui se raccordent. Mais on n'obtient ainsi que des séries 
linéaires, incapables d’engendrer les deux dimensions d’une étendue 
superficielle. 


COMPLÉMENT A LA VINGT-DEUXIÈME LEÇON. 


DE QUELQUES DIFFÉRENCES FINIES QUI SE SOMMENT FACILEMENT : 
FACTORIELLES, PROGRESSIONS; SINUS ET COSINUS D’ARCS ÉQUI- 
DISTANTS ; EXPONENTIELLES A VARIABLE IMAGINAIRE, ETC. 


293*, —- Extension, au cas de différences finies, de certaines des précé- 
dentes formules de sommation : factorielles; progressions arithmétiques 
et leurs sommes successives. 


Quelques-unes des formules précédentes (1) d'intégration, savoir, 
celle qui est relative à f x”"'dx, pour les valeurs entières (autres que 
-- 1) de 7», et les trois qui concernent fe* dx, fcosxdx, f sin ædx, 
sont les cas limites de relations simples et importantes permettant de 
sommer non plus des différentielles, mais des différences finies obte- 
nues en donnant à la variable x des valeurs équidistantes, dont Ax 
ou À désignera l'intervalle. 

Occupons-nous d’abord de la première, où l'expression dont on 
somme les valeurs devient x”dx quand on fait tendre vers zéro l’ac- 
croissement Ax ou A. La fonction x”, pour m entier et positif, s’y 
trouve remplacée par l'expression æ(x—h)(x—2h)...[x—(m—1)h|, 
qu'on appelle une /actorielle, et qui deviendrait, comme on voit, une 
puissance entière de x si L s’annulait. Par suite, l'expression, analogue 
à x" dx, dont il s’agit de sommer les valeurs successives quand æ y 
croît par intervalles À égaux, depuis une valeur initiale arbitraire @ 
jusqu’à une autre la dépassant d'un multiple quelconque de , est 
æ(æ—h)(x—02h)...[x—(m—1)h] X h, que l'on réduirait'à# 
si 2 était nul. Et la somme en question s’écrira 


Zx(æ—h)(rz— 2h) Mr -(m=1)A|2, 


par analogie avec fx"dx. Mais je supposerai, en vue de simplifier le 
plus possible certaines formules, que le dernier terme effectivement 
compris dans cette somme soit celui qui précède le terme même 
inscrit à la suite du signe Y pour les représenter tous, et où æ dési- 
gnera la dernière valeur de la variable que l’on veuille avoir à consi- 
dérer dans les calculs. Ici, par exemple, la somme © s'arrêtera au 


SOMMATION DES FACTORIELLES. 9* 


terme 
(æ—h)(x—2h}...(x— mh) 


inclusivement. La relation qu'il s’agit d'établir sera d’ailleurs, en sui- 
xm+1 ! LS : 
vant pour le second membre EME de la formule (1) à généraliser 


la même analogie que pour le premier membre, 
| Ex(x—h)(x—-92h)...[x—-(m—i)h]|h 


ah : Gin) (ae ee mh}e . 
1 m+I F 


£n effet, si le premier membre s'accroît d’un nouveau terme, où 
x — h se trouvera changé en x, ce nouveau terme sera celui-même 
qui s’y trouve inscrit sous le signe £, savoir 


æ(æ—h)...[r—(m—1:1)h]A. 


Or c'est précisément de cette quantité que grandira le second 
membre, dont la différence finie ou l'accroissement sera (Ac étant nul) 


[ AZ (x—h)...(x — mh) 


ERA: 


(x+h)x(x—h)...[r—(m—1nh]—x(x-1h (x — 2h) ...(æ—mh) 
{ m + I 


ee 


ÉrRA) Er(r-Crh) 
HET 


= LS ln = 1) h] 
eh) lTen en) A, 


Donc la différence des deux membres se maintient constante quand 
æ s'éloigne de plus en plus de &, par accroissements À tous pareils; 
et ces deux membres seront bien égaux constamment, si l’on met pour 
c une valeur les rendant tels alors que le premier membre n’a encore 
aucun terme, c’est-à-dire alors que, dans le second membre de (2), æ 
se réduit à &. On posera donc 


a(a — h )(a 5 OM re mh) 


(3) l'E TE > 


NE re 


Dans le cas le plus simple (sauf celui de #7 nul), on a m-=1; ce 
qui, après substitution à c de sa valeur (3), change la formule (2), 
divisée d’ailleurs par k, en celle-ci 


æ(æ—h)—a(a—h}  (a+x—h)(x — à) 


(4 ) Des mul. Re 


2h 2h 


On voit que les éléments a, a—h, a+ 2h,..., x — A} de la somme 


10 SOMMES DE SOMMES DE PROGRESSIONS ARITHMÉTIQUES. 


2x forment une progression par différence, dont le dernier terme, 
que j'appellerai /, a pour expression a + (n — 1), si n désigne leur 
nombre. Or, le troisième membre, en y remplaçant a + x — h par 
a+ let x — a par nh, devient bien l’expression connue, +(a + l)n, 
de cette somme. Ainsi, la formule (2) qui, par l'hypothèse À — dx, 
comprend la première (1) dans le cas de m entier et positif, constitue 
une généralisation importante de la règle élémentaire concernant la 
somme des progressions arithmétiques. 

Laissons maintenant m quelconque dans (2), mais attribuons, pour 
plus de simplicité, la valeur 1 à 2 et la valeur zéro à &. La relation (3) 
donnera c —o; et la formule (2), divisée par le facteur constant 
1.2.3...m, deviendra 


mr —1)(r—2)...(G—mHi) _ x(r—i)(w— 2). (em) 
RP ere LA 1.2.3...(M+I1) 


(5) 


Le second membre y a la même expression générale que chacun 
des termes du premier; mais æ y dépasse de 1 sa dernière ou plus 
forte valeur dans le premier membre, et m s'y trouve remplacé 
de même par m +1. Comme, dans le cas m —1, les divers termes 
du premier membre forment la progression arithmétique 0, 1, 
2, ..., æ —1, dont le second membre exprime la somme, on voit, 
en’ faisant” successivement 721,72, M0... CUS 
quantités figurant au second membre, également représentatives, 
comme on sait, des nombres de combinaisons de æ objets pris 2 à 2, 
3 à 3, ..., seront des sommes de sommes de progressions arithmé- 
tiques. 

Quand l’exposant »2, toujours entier, devient négatif et présente 
d’ailleurs, en valeur absolue, une certaine différence y d'avec l'unité, 
un facteur comme æ— (m—1)h ou x —uh, dans la factorielle c1- 
dessus généralisée de æ”, se trouve naturellement remplacé par 
æ + uh et, de plus, passe en dénominateur. Par suite, la formule de 


dx I ; 
fade edevenme IE mn + c, à pour analogue, au lieu 
de (2), 

D> : 
(6) Tz(t+h)(æ+2h)...(æ+uph) 
I I 


pr(z+h)(z+ah)..x+Q(u 14] HUE 


Et, en eflet, si l’on fait croître x de k, de manière à ajouter au pre- 
mier membre le terme écrit après le signe >, le second membre 


FACTORIELLES FRACTIONNAIRES. IL 


grandit justement de ce terme, vu qu’on a identiquement 


D, =. RE ve 
| mu æ(td+h)...[r+(m—1)A] 
DIN NU ET ARE ie EPS" Du LR PT re 
u ((t+h)(æ+2h)...(æ+uh) x(x+h)..[r+(u—1)#] 
I æ—(Tr+uh) h 


UE(T-ER) (Gr uh) rc +h)...( Euh) 

Il suffit donc de choisir c de manière que légalité des deux 
membres de (6) ait lieu tnttialement, en entendant par état initial 
de la somme X non pas, précisément, l’état où elle se trouve réduite à 
son premier terme, pour lequel æ —&, mais plutôt celui où elle n’a 
encore aucun terme, et où æ égale a dans le second membre, valeur 
de cette somme. Il vient ainsi | 


I I 
(7) CR area) Ile nel 


Pour faire une application de la formule (6), portons-y cette 
expression de c et, prenant simplement À —1, proposons-nous de 
trouver la somme 


I | 
| alta Lila ro). (ap) | (a+i)(a+2)...(a+u+Hi) 

I 
do) 


9 


prolongée à l'infini. Il suffira évidemment de poser æ — dans le 
second membre de (6); ce qui donnera, pour cette somme, la valeur 
même de c, ou, d'après (7), le produit du premier terme 


[ 
aa +1)... (a SEE) 


ar le ra ET TRANS s EDS EL 
P PP EL 0 à 


224*, — Suite : sommation des progressions géométriques à termes, soit 
réels, soit imaginaires, ce qui comprend celle de sinus ou cosinus 
d’arcs équidistants; différentielle d'une exponentielle imaginaire, etc. 

k am+i 

Si la formule fx" dx — -—— 
PT EU 

sitif, peut être regardée comme une généralisation de la règle élé- 
mentaire d’Arithmétique qui sert à sommer les progressions par 


+ €, dans le cas de #77 entier et po- 


12* SOMME D’UNE PROGRESSION GÉOMÉTRIQUE 


différence, la formule fe* dx — e* + c est, de son côté, une consé- 
quence simple de la règle non moins élémentaire concernant la somme 
d’une progression par quotient À, Ag, Aqg?, ..., Ag”-!. Soient, dans 
celle-ci, a et À les logarithmes népériens du premier terme A et de la 
raison g. La somme, et+etth + eatih LE, + ert(r DAS écrira; 


: , 4 À gt — À 
avec nos notations, Se?; et sa valeur bien connue —=—, ou 
ea+nh __ pa Sr) ARE 
—;——, sera ———: Donc, en multipliant par 2 et posant finale- 

Ciel (CCE | 
h s : Fe: . 
ment —-— €e*—c, on aura la formule, que je dis se réduire à 
CEE 


fe* dx — e* + c dans le cas limite À — dæ, 


: h h 
Eeth= ———(er— et) = ——— ex + c. 
eh — 1 eh —1 


on. 
e ©) 
A 


Et, en effet, d’une part, si l’on ajoute un terme de plus au premier 
membre, savoir le terme eh, le second membre croîtra bien d’au- 
tant; car 


hex h | h ; 
as ———— (exrth — ex) — ex(eh—1)=exh: 
A | [l 


el el el el en, 


il suffit, par suite, pour l'égalité, que les deux membres de (8) aient 
la même valeur initiale, c’est-à-dire que, à l'instant où æ — « et où le 
premier membre ne comprend encore aucun terme, le second membre 
soit nul; ce qui aura lieu en prenant c = — 2 a Ainsi se trouve 
établie directement la formule (8), d’où se déduirait alors la règle de 
sommation des progressions géométriques. Or, d'autre part, quand À 
tend vers zéro ou devient dx, le dénominateur e” — 1, nul à la limite, 
se réduit au produit de dx par la dérivée en k de e! — 1 pour À —0, 
c'est-à-dire par 1; ce qui réduit bien aussi la formule (8) à 
fe*dx—=er+c. 

Après avoir, pour simplifier, divisé les deux premiers membres de 
(8) par À, et écrit 

CENITRAUS 


(9 DATE AAC 
9) et 


supposons 4, } et, par conséquent, x imaginaires, ou remplacés par 
LES Dr . 
des symboles de la forme À + BV—7+1, en convenant de traiter ces 


symboles, dans les modes algébriques de combinaison appelés addi- 


lion, soustraction et multiplication, comme si /— 1 était. une con- 
stante de grandeur indéterminée dont le carré vaudrait — 1, et en 


A TERMES IMAGINAIRES. 19* 
: Ù 
regardant, bien entendu, le facteur Pr AL eh — 1 sera, par 
exemple, M + Nÿ—1, comme représentant le binôme 


M EN Er 
M2 N?2 M2 N? : 


qui, multiplié par M +- Nÿ/—1, donne l’unité. Cette formule (9) n’en 
continuera pas moins à être une identité, grâce à la relation symbo- 
lique ou générale e*+!— ete! démontrée dans la troisième Leçon (t. I, 
p- 34°); car le second membre, évidemment nul, comme le premier, 
pour æ— a, ou alors que le premier membre n'aura encore aucun 
terme, croîtra de la quantité imaginaire 


I : 
SUR (ex+h De, 4) — 


{ bh UT, 
eo IEC 
Ro ) | 


eh —1 
quand on ajoutera un terme de plus, e*, au premier membre, ou chaque 
fois que æ croîtra symboliquement de À. Il suffira donc de faire, 
dans les deux membres de (9), la séparation des deux parties réelles 


(ou affectées des puissances paires de W—1), puis celle des parties 


imaginaires (ou affectées des puissances impaires de V1), et de les 
égaler chacune à chacune, pour extraire de cette formule les deux 
relations réelles qu’elle contient d’une manière symbolique. 

Dans ce but, et nous bornant, pour simplifier, au cas d’une valeur 
initiale & nulle, où les valeurs successives de + sont de simples mul- 
tiples de À, posons x — (a + BV—1)u, ou appelons « et Bÿ—1 les 
deux rapports constants de la partie réelle et de la partie imaginaire 
de æ à une quantité réelle w, uniformément variable, comme +, à 
partir de zéro. Alors, en désignant par Æ l'accroissement constant Au 
ainsi éprouvé par & d’un terme à l’autre, on aura 


hk ou Ar=(a+8y—1)4. 


Par suite, si l’on remplace e* et e*, ou e2#+V-1Bu et e2#+V-18# bar leurs 
expressions explicites 


et cosBu+y—1etsinfu, ex cosBk+Yy—rexsins4, 
ce qui donne 


(e%k cosBk — 1) —ÿ/— rex sinsX 


; et—i (e% cosBk — 1) + (et sin8k}? 


14* INTÉGRAT. D'UNE DIFFÉRENCE FINIE, AYANT EN FACT. UN COSINUS OU UN SINUS; 


la formule (9), où l’on fera d’ailleurs e4 — 1, deviendra 


Setu cosBu + y—12ett sinfu 


(ro) % [Cez# cos Bk — 1) — y— rex sin 6x | [Cette cos Bu — 1) + ÿ— rex singu] J 
| vs (et cosBk — 1)? + (e% sin $ Æ)? 


Le calcul s'achève aisément, et, en remplaçant par cosB(u — Æ) ou 
par sinf(u — k) les développements de ces cosinus et sinus de la dif- 
férence fu — 8, 1l vient 
Seau cosB u — eXu+k) cos B(u — k) — eu cos Bu — eh cosBk +} 

e2ak — 2e cosbk +1 
exu+k) sin $(u—#)— et sinfu + et smfk, 
euh — 2 e%k cosfk +1 


(11) 
| Ze sinfu — 


Les premiers membres Ze%#cosBu et Se*#*sinfB x représentent les 
deux sommes respectives 


e(coso ou sino)+ e%(cosBÆ ou sinfÆ) 
(12) 4 —e%k(cos2$X ou sin2fk) +... 
+ eatu-HTcosB(u — k) ou snmbf(u—#)], 


où «, 8, À sont trois constantes quelconques et w le multiple positif 
de Æ qui figure dans les seconds membres de (11). 

Cet exemple, où nous voyons la simple formule de la somme d’une 
progression par quotient permettre d’effectuer des additions aussi 
complexes que celles des termes de (12), est bien propre à montrer 
toute la profondeur et la fécondité des transformations qu’opère le 


symbole ÿ—1. 

Tirons de ces formules (11), quoique nous devions bientôt l’ob- 
tenir directement, la somme soit des cosinus, soit des sinus, des » mul- 
üuples 0, #, 2%, 3k, …., (n—1)k de l’arc quelconque 4. Il suffira de 
poser 4 — 0, Ê—1, u — nk. Les seconds membres seront 


COS(n —1)# — cosnk — cosk +1 sin(n —1)£— sinnk+sink 


2(1— cosk) ? 2(1— cos) 


ou bien, en remplaçant la différence des cosinus ou des sinus de 
(a —1)# et de n£ par des doubles produits de sinus ou de cosinus, 


: + __. A k ECM 
puis 1 — cos#, sin * par 2 sin ; 2Sm-cos- el réduisant, 


k 
1 
x cos <—"cos(n 
sin(n—1À)% 7 2 ( 2) 
———— "— +) 


2 sin — 2 sin — 
2 2 


ET UNE EXPONENTIELLE, A ARGUMENTS LINÉAIRES. 10 


Il vient donc, si l’on retranche de la première somme la quantité 1, 


/ 


1 
sin(rz —+)Æ 
à + cosk + cos2k +...+ cos(r —1)k — LS de 


2 Sin — 
2 
sin £ + sin2£ +...+ sin(n —1)k 
(13 
) k A . nk . (n—1k 
COS— — Ccos(n—%#)kÆ sin — sin 
2 % 2 
2 Sin — sin — 
2 d 


On rend la première de ces deux relations, qui est la plus simple, tout 
à fait symétrique, en la multipliant par 2, puis en remplaçant le pre- 
mier terme, 1, par Coso, et les termes suivants, tels que 2 cosk, par 
cos Æ + cos(— k), etc. Elle exprime alors que la somme des cosinus 
des 2n —:1 multiples tant négatifs que positifs de k, compris entre 
— nk et nk exclusivement, égale le rapport, au sinus de l’arc 


moiLtÉ — » du sinus de son (2n— 1)" multiple positif (n —1)k. 


Établissons directement les deux formules (13), dont la première 
nous servira plus loin. [Il suffit, pour cela, d'observer qu’elles sont 
évidentes pour #7 — 1, ou alors que leurs premiers membres se trouvent 
réduits à leurs termes indépendants de X, et de démontrer qu’elles 
restent vérifiées quand on ajoute, autant de fois qu’on le veut, un 
terme de plus aux premiers membres, en faisant, dans les seconds, 
croître x d’une unité. Autrement dit, il ne s’agit que de reconnaître 
si un nouveau terme cos2k ou sinnk, ajouté aux premiers membres, 
représente bien l’augmentation simultanée des seconds membres, où 
(n — À) k devient alors (nr +1)k. 

Pour plus de généralité, remplaçons #24 par un arc variable quel- 
conque w, dont l’accroissement constant serait #, et vérifions si l’on à 
bien 


(14) COSU = —— "., sin U — ee An: 


Or, c’est ce que montre de suite l’effectuation des calculs, après 


; é : k « : 
développement des sinus et cosinus de uw + A suivant les sinus et 


k ; ; k 
cosinus de x et de a dans les expressions de Asin (u—°) et 


16* SOMMES DES COSINUS ET SINUS D’UNE SUITE D’ARCS ÉQUIDISTANTS. 


k ; 
A cos(u — :)e qui sont 
= ( Æ\ ( :) à ( K\ 
A sin ire. — Sin u + — | — sin AE 
5 5) À 2, 
A cos ne) — Cosfu + — | — COS[uUu — — |}: 
2 > 2 


Multiplions par Au — k les deux relations (14), puis changeons-y « 
en æ, k en A, et, faisant varier x depuis une première valeur quel- 
conque jusqu’à une autre æ — Ax qui la dépasse d’un multiple quel- 
conque de Ax, prenons les sommes respectives des accroissements 
successifs exprimés par les seconds membres. Il viendra évidemment 


A 
x » és Az \ 
2COSTAT = TES sin( rx — -- + const., 
VAAT > 
Sin 
SE, | AV 
CV 2 Ar® 
È sing AT = — ———— cos( rx — — | + const. 
UE \ 2 
QUI F 


€ 


Telles sont les deux formules, analogues à celles de f cosx dx 
et fsinxdx, qu'il nous restait à établir. Si Ax, s’évanouissant, 


4 


: PO Rte MAT Se 
devient dx, le rapport de à sin — y tendra vers l’unité et l’on aura 
AP 


1 


bien, à la limite, f cosx dx -— sinx + c, f sinxæ dx — — cosx +0. 

On voit, par les exemples tant de ce numéro que du précédent, 
combien la continuité ou l’hypothèse d’accroissements infiniment 
petits, au lieu d’accroissements sensibles de la variable, simplifie 
l'expression des différences A et de leurs sommes. Ainsi cherchons 
encore, pour conclure, de quels termes s'accroît symboliquement (c’est- 
à-dire dans ses deux parties, l'une réelle et l’autre affectée de W—1) 
l'expression analytique, où (/—1 est assimilé à une constante ayant 
pour carré — 1, d’une exponentielle imaginaire e*, quand æ y éprouve 
un accroissement dx de la forme &-+CV— 1, avece et £ réels, mais 
infiniment petits. L'expression symbolique de e* s’augmente alors, 
comme on à vu après la formule (9) [p. 13* |, de 


ex(erx 16234 1) — er(es+v—1 1). 
Or on a 


est 1 = (ee cost — 1) HY—reæsint, 


ou bien, en observant que : et£ sont des infiniment petits du premier 


DIFFÉRENTIATION D’UNE EXPONENTIELLE IMAGINAIRE. pb 


ordre et que, par suite, à des erreurs près négligeables d'ordre supé- 
rieur, e*, COsC, sinË se réduisent à 1+e, 1, €, 


Hi Dr € + EY— 7. 
Donc il vient 


(16) der = ex(e+Cy—1) = ex dx, 


comme si æ était une variable réelle. 


Si, par exemple, æ — (a+ 8ÿ/-=1)u [d’où résultera 
dæ=(a+8v—1)du), 
cette formule (16), multipliée par x — 8V/—1, donnera 
(15) df(a— 8y—r)etarBv-ul = (a+ 82)e(a+py1)u qu. 
Remplaçons-y eta+8y-T)u bar son expression 
eu (cos Bury =rsinf u), 


puis développons au premier membre la multiplication symbolique 
indiquée entre crochets, et égalons séparément, des deux côtés du 
signe —, soit la partie réelle, soit la partie affectée de |/— 1, que nous 
savons devoir être, de part et d’autre, respectivement identiques (à 
des infiniment petits près d'ordre supérieur). Il viendra 


d[ext(a cos fu + 8 sinfu)] = (a?+ R2)etx cosBu du, 


d[etu(a sinBu — 8 cosBu)] = (a?-+ B?)exx sinBu du, 


comme le prouveraient directement les différentiations indiquées aux 
premiers membres de celles-ci. Intégrons, en changeant d’ailleurs les 
membres de place et divisant par &? + 8%. Nous aurons les deux inté- 
grales, très importantes, 

a COsB u + 6 sinB x 


Jet cosf u du — HR elu + const., 


| : sin Bu — 
Jet sinf u du — sed De Re eau + const. 


(18) 


On aurait pu aussi les déduire, comme cas limite, des formules (11) 
multipliées par #, qui expriment des sommes de différences finies 
tendant vers fe%#cosfBu du et fe*“sinBu du lorsque k ou Au y 
devient un infiniment petit du. Nous les retrouverons, du reste, sans 
l'emploi des imaginaires, à la fin de la Leçon (p. 33), sous des formes 
équivalentes, où &w, x et $ s’'appelleront respectivement x, — a et b. 


B. — II. Partie complémentaire. 2 


18* INTÉGRATION DES DIFFÉRENCES FINIES DE FORME ENTIÈRE. 


298*, — Sommation des différences finies exprimées par une fonction 
entière d’une variable dont les valeurs successives sont équidistantes; 


application à des sommes de carrés et de cubes. 


Rien, dans la démonstration des deuxième et troisième règles énon- 
cées ci-dessus (!), n’a exigé la supposition que les accroissements suc- 
cessifs de æ fussent infiniment petits. Ces règles s’appliqueront donc 
également à des différences finies ; et, grâce à la sommation immédiate, 
précédemment effectuée, des factorielles, elles permettront, dans le 
cas d’accroissements constants Ax -— À de la variable, de sommer celles 
d’entre ces différences qui seront rationnelles et entières, ou exprimées 
par un polynôme f(x) = Axz"-+Bzxrm-t+ 

Si l’on observe, en effet, que æ’* est le terme ‘a plus élevé de la fac- 
torielle æ(æx — h) (æ—2h)...[æ—(m—1)h], la première parte, 
Az", du polynôme proposé, pourra être remplacée par 


Ax(z—h)...[æ—(m—1)Al], 


pourvu qu’on ajoute à l’autre partie, Bx”-1—+...,1e produit de À par 
l'excédent de +’? sur cette factorielle. Le polynôme se dédoublera ainsi 
en un terme proportionnel à la factorielle de son degré m2 et un po- 
Iynôme du degré m—1. En extrayant de même, de ce nouveau 
polynôme, le produit de son premier coefficient par la factorielle du 
(m—1)ième degré 

æ(æ—h)...[æ—(m—2)#], 


et ainsi de suite, on aura finalement décomposé l'expression proposée 
en termes, proportionnels à des factorielles, dont chacun, sommé sé- 
parément, donnera, à une constante près, un résultat proportionnel à 
la factorielle dont le degré dépassera le sien de 1. I1ne restera donc plus 
qu'à ajouter au total une quantité c constante ou plutôt sans différence 
finie, et dont la grandeur, arbitraire jusque-là, se déterminera de ma- 
nière à annuler l'expression totale pour la valeur a de x choisie à vo- 
lonté comme énitiale, c’est-à-dire correspondant à l'instant où la somme 
£ qu'on veut évaluer n’a encore aucun terme. 

Comme le résultat sera un certain polynôme du (m7 + r)ième degré, 
F(x), et que les coefficients de celui-ci, abstraction faite de son terme 
constant sans influence sur AF (x), se trouvent être en même nombre 
que ceux du proposé f(x), on peut encore, sans décomposer f(x) en 
termes proportionnels à des factorielles, appliquer au calcul de F (x) 


(:) Voir la Partie élémentaire, p. 20. 


SOMMES DES CARRÉS ET DES CUBES DES NOMBRES NATURELS. 19* 


la méthode des coefficients indéterminés, c’est-à-dire prendre provi- 
soirement pour F(x) le polynôme le plus général du (mn + r)ième degré, 
en écrivant que ses coefficients doivent être choisis de manière à 
donner, pour une infinité de valeurs de x, 


(19) AEF(æ)=71(x) ou F(æ+h)—F(x) =f(x). 


Or l'identification, dans les deux membres de (19), des termes d’un 
même degré quelconque en x, fournit évidemment autant d'équations 
du premier degré, entre les coefficients des termes variables de F(x), 
qu'il y a de tels coefficients ou qu'il y a de termes dans AF(:). La 
résolution de ces équations fera donc connaître l’expression de F(x), 
à une quantité arbitraire près c ayant sa différence finie Ac nulle, et 
que l’on déterminera en se donnant la valeur initiale & de x. 

Comme exemple simple, proposons-nous d'évaluer les sommes X x? 
et 2x des carrés et des cubes des nombres entiers 0, 1, 2, ..., 
(æ— 1). On aura ici h —1, a 0, et comme les décompositions de 
æ?, x en factorielles donneront de suite 


a? = (x —1) +, = m(æ—1)(x—2)+3x(x —1)+>, 


il viendra, par des sommations immédiates de ces factorielles, à partir 
de la valeur initiale x — o qui les annule toutes, 


5 rte 2) or x) x(r—1)(27—1) 
A Co 6 
He) gas Re 
Tri) [x(z—1)]? 
He ECS ES Eee) . 


On a donc les deux formules 


æ(æ—1)(2% —1) 
6 


12+ 224 32+,,, + (x —1) — ) 


(20 bis) 


2 


194 284 33 +, (2 — 1) — | 


=[i1+2+...+(r—-i1)f. 
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FORMATION DIRECTE DES FRACTIONS SIMPLES COMPRISES DANS UNE 
FRACTION RATIONNELLE DONNÉE; INTÉGRALES INDÉFINIES OU LA 
FONCTION SOUS LE SIGNE f EST PRISE LE LONG D’UNE COURBE 
UNICURSALE ; RÉDUCTION DES INTÉGRALES DE CERTAINES DIFFÉ- 
RENTIELLES IRRATIONNELLES A QUELQUES-UNES D'ELLES SEULE- 
MENT. 


241*, — Formules générales des fractions simples, à numérateurs con- 
stants, provenant de la décomposition d’une fraction rationnelle. 


Quand les facteurs du polynôme f (+), dans la fraction rationnelle 


w(æx) : : : * : 
, sont réductibles au premier degré (ce qui 
(x) e 


arrive toujours en employant au besoin des expressions imaginaires 


et sans partie entière 


d'où l’on éliminera plus tard W/ — 1 par des groupements convenables), 
les numérateurs, alors constants, des fractions simples admettent des 
expressions générales faciles à former. 

Supposant d’abord toutes inégales les 7 racines du polynôme f(x), 
désignons-les par &:;, @:, 43, ..., @,, et appelons AÀ;, À, À,,..., A, les 
numérateurs correspondants des fractions simples. Alors la relation (2) 
peut s’écrire simplement 
ON NORTON FR EE 


T— di L'— A Lei T—An 


où les quotients de f(x) par æ — 4,7 — &3,...,x — a, sont les pro- 
duits de tous ces facteurs du premier degré autres que celui par lequel 
on divise et, d’une part, s’annulent avec un quelconque de ces autres 
facteurs, tandis que, d'autre part, ils deviennent évidemment la dérivée 


f'(x), c'est-à-dire lim LRO quand c’est le facteur considéré 


lui-même, dela forme + — a, qui s’annule. Les n valeurs &,, &, ...,a, 
de x réduisent donc (3), respectivement, à 


p(a)—Af(a)=0,  ...,  e(an)—Anf'(an)= 0; 


ce qui conduit immédiatement aux valeurs cherchées de A,, 


FRACTIONS SIMPLES, DANS LE CAS DE RACINES ÉGALES. 31" 
: " o{ai) D ( o(a 
(4) Aie F\ . ? A = P( a) ? LE EU LPS.) 7. == A n) L 
Can FC) rue 


D'ailleurs, l’équation (3)se trouve bien alors satisfaite quel que soit 
æ; Car son premier membre, polynôme du (7 — 1)iè"e degré seulement, 
ne peut s’annuler ainsi pour les » valeurs distinctes a, a;,...,a, de x, 
sans avoir tous ses coefficients réduits à zéro. 

Observons que, siv(æ) =Hx"-t+...,ou s1H désigne, danso(x), 
le coefficient du térme de degré 7 — 1, c’est-à-dire le plus élevé pos- 
sible, le coefficient total de +2-! dans le premier membre de (3) sera 
H—(A,;,+A;,+...+A,); ce que l’on peut exprimer par H — YA. 
On aura donc ZA — TH, ou, en remplaçant, dans YA, les divers termes 
A,, À:,... par leurs valeurs (4), 


: D(X) 
(5) D te) = Hi 


le signe À de sommation, au premier membre, s'étendant à toutes les 
di ddr 10 dde) équation f(x) 20: 
Passons maintenant au cas où il y a p racines égales. Il ne se pro- 
duit que pour certaines valeurs des coefficients de f(x); desorte que 
l’on y arrive, à partir du cas de racines toutes inégales, en supposant va- 
riable un groupe quelconque de ces coefficients et en les faisant tendre 
vers les valeurs désignées. Admettons donc que, grâce à de telles varia- 
tions continues, p racines, &i, d,.... &p, deviennent égales; et soient 
c leur valeur finale commune, h,,/h;,.. 
gaux, mais tous évanouissants, qu'elles présentent sur € un peu avant 
de s’y réduire. La partie du développement de cn qui correspondra 


J(&) 


., C+h,, sera, d’après (4), 


.. h, les petits excédents iné- 


aux racines C + 1, C + ho, .. 


o(c+ h:) I 
6 4 ET 
GE) Jf(e+hi)zx—(c+h) 


Ï 


Isolons-y, dans f'(c + h;), ou dans f’(c+/h;), ..., les facteurs infi- 
niment petits. Comme f'(c+ h;) remplace ici le quotient, pour 
æ—c+h,, de f(x) par æ—(c+ h;),1l y a lieu de considérer spé- 
cialement, dans f(x), les facteurs qui tendent vers æ — c (c’est-à-dire 
vers zéro quand on fera æ—c), et, d’un autre côté, le produit de ceux 
qui n’y tendent pas. Appelons L (x) ce produit, différent de zéro pour 
æ = c, même à la limite où ,, L:,...,h, s'annulent; et écrivons, par 
conséquent, 


f(x) —(r—-c—h)(x—ce hi3)...(æ—c—h,)V(x). 
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Alors, par exemple, le quotient, f'(c + h,), de f(x) paræ — c— li, 
à la limite æ == c + h,, prend la valeur u , 


(Ri— h2)(ha— hs)... (hi— hp) Ÿ(c+h) 


ou bien, évidemment, la valeur y'(X,)%(c + h;), si l’on appelle y(A) 

la fonction (hA— h;)(h—h;)...(h— h,), qui est un polynôme du 

degré p par rapport à la variable auxiliaire 2. Ainsi le premier terme 
: I o(C+/u) I 

6) devient —— 

de ( ) L'() V(c+ hi) x—(c+/hi) 

formes analogues en h,,.. RL l'expression (6) peut s'écrire d’une 


; et, les suivants ayant des 


manière abrégée 
SAR CBTCEE" A) Ù 
sm y'(h) Y(c+A) (C+h) 


PS 
I 
LA 


s’il est entendu que la somme X s'étend aux p racines h= h,, hk—}, 
..., Ah, de l'équation y(h) — 0. Or, actuellement, on peut, dans 
chacun des p termes de (7), développer par la formule de Taylor, sui- 
vant Îles puissances de la quantité évanouissante 2 qui y figure, la 
fonction PISE ee 2 FEES 
VW(c+h)zx—(c+h) 
infinie, non plus que ses dérivées, pour L — 0 [car alorsle dénomina- 
teur Y(c) n'est pas nul]. I vient 


de c-+- A, fonction qui ne devient pas 


p ÉCRIRE 
Y(c+hk)x—(c+h) 
w(c) I 2 o(c) ji 
A UCn MZ h tort Ê h2 re à 0 
7 d(c)r—c ri de F 1.2 de? RCE 


et l'expression (7), en s’y arrêtant aux termes du degré p —1 (en ) 
inclusivement, est 


go) 
8 LR (CIN TC h 
(3 | par dc D 
dpr1 ACRRRT 
I We) re'e hp-1 
ci 1.2,94 (D 1) der-i Dee 


Les termes complémentaires, non écrits, des séries auraient leurs 
numérateurs de l’ordre de A? et, par suite, incomparablement plus 
petits que les dénominateurs y/(A) dont le degré en À, A,, h, ..…, A5 
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est le (p— 1)ième seulement : ces termes s’évanouiraient donc à la 
limite, et ils sont bien négligeables. 
Cela posé, appliquons la Ron (>) aux fractions rationnelles 
I k k? Pr? 


ORTOSTONS 1 
polynômes du degré p — 1, ayant leurs coefficients nuls, à l'exception 


d’un seul dont la valeur est l'unité. Cette formule (5) donnera 


DIE OMIS ECTS 
DE 


L'expression (8) se réduit, par conséquent, à 


» dont les numérateurs sont, en h, des 


I dP= (ec) I 
Ce D'dcr Auto) m0 
On voit donc, en faisant tendre les coefficients de f(x) vers les 
limites pour lesquelles l'équation f(x) —o a les racines simples ou 


multiples demandées, et en appelant alors & une racine simple quel- 
conque, c une racine multiple quelconque, dont p désignera le degré 


PE) 
f(x) 


de multiplicité, que la fraction rationnelle se décompose comme 


il suit, 
to o(æx) De I | D I dP—1 (ce) I 
9 f(æ) V(a)r—a. 1.2...(D—1) dcP—1 bte) æ— c 
Y(a) ou L(c) exprimant, dans chaque terme, la fonction qui reste 
quand on supprime de f(æ) son facteur æ — a ou (x —c})? dans 
lequel figure la racine a ou c à laquelle se rapporte ce terme, puis 
quand on y remplace x par & ou par €, et les deux signes de somma- 
tion E s'étendant à autant de termes, de la forme de l'expression écrite 
à la suite, qu'il y a de racines le a ou de racines multiples ç. Il 
est d’ailleurs évident que les p —1 différentiations indiquées, par 
L : (te) I 
rapport à c, de la fraction 27 —"— 
ra ” Ye) z— 


,» par une ou plusieurs différentia- 


donneront des termes en 


I I 
CEONCEDICEN 


[I 
tions du second facteur — TZ? en outre d'un premier terme, 
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provenant des p —1 différentiations à effectuer sur le premier facteur 
o(c) 
Ce) 

Observons enfin que, si l’on réduit au dénominateur commun f(x) 
toutes les fractions du second membre de (9) et qu'on les ajoute 
ensuite, la somme v(x) de leurs nouveaux numérateurs aura sa partie 
du degré » — 1 fournie uniquement par les fractions simples dont les 
dénominateurs, dans le second membre développé, contiendront 


æ— àouæ—c,...,au premier degré seulement, fractions qui sont 
o(a I I dPp—1 C I NE | 

o( ) RE) p(c) © .... La reunion, 
W(a) x—a 10. F0D et) doter ec 


dans le résultat, de tous les coefficients de æ*-1, donnera donc, en 
appelant encore H le coefficient du terme le plus élevé (ou en æ*-1) 


de (x), 
g(a) 1 ares ES a 
182 Dire | > 1-2: LD 1) dO0PE en ail 


Cette formule, qui se réduit à (5) quand il n'y a pas de racines 


égales c, nous sera indispensable dans la trente-sixième Leçon 
(n° 419*), pour intégrer d’une manière entièrement satisfaisante une 
importante catégorie d'équations différentielles. 


249*, — Forme intégrable de différentielles irrationnelles, qui com- 
prend les types les plus élémentaires de ces différentielles, et ou 
figure, sous le signe f, une fonction rationnelle des deux coordon- 
nées d'une courbe unicursale. 


Les deux types de différentielles irrationnelles considérés jus- 
qu'ici (n° 245, 246 et 247) sont de la forme f(x, y) dx, en y appelant 
mf ax +6 

ax + b' 
la variable + représente une abscisse rectiligne, considérer comme 
l’ordonnée perpendiculaire des divers points de la courbe définie par 
l’une des deux équations 


y le radical proposé ou VA + Bx + x*?, que l'on peut, si 


(27) az+b=(ax+b')y", A -PBTE Tr = 772. 


La fonction sous le signe f, dans ff(x, y) dx, se trouve donc, à 
mesure que æ varie, prise le long de cette courbe; et, si nous avons 
pu donner à l’expression f(x, y) dx une forme rationnelle, c’a été, 
comme on a vu, grâce à l'existence d’une variable auxiliaire #, en 
fonction de laquelle l’abscisse æ et le radical ou l’ordonnée y s’expri- 
maient rationnellement. M. Cayley a appelé, en général, courbe uni- 
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cursale, toute ligne (nécessairement algébrique) dont les coordonnées 
æ, y sont ainsi des fonctions rationnelles d'une variable £, qu'il suffit, 
par conséquent, d’y faire croître de — à æ pour décrire, comme 
d’un seul trait, la totalité de la courbe. Il est clair qu’une différen- 
tielle de la forme f(x, y) dx, où les valeurs successives de æ et y 
seront les coordonnées des divers points de cette courbe, deviendra 
rationnelle et, par conséquent, intégrable, si l’on y introduit la 
variable {, pourvu que la fonction f(x, y) soit elle-même rationnelle. 

À part le cas où, comme dans la première relation (27), l’une des 
deux coordonnées, æ par exemple, n'entre qu’au premier degré dans 
l'équation de la courbe et où, par suite, l’autre, y, peut être prise pour 
la variable auxiliaire £, les courbes planes unicursales les plus simples 
sont celles que les droites d'inclinaison variable émanant d’un de 


leurs points (x,, y,), convenablement choisi, coupent au plus en un 


autre point (+, y), ayant son abscisse x donnée par une équation du 
premier degré. C’est ce qui arrive lorsque, en prenant le point (x, ÿ1) 
comme origine de nouvelles coordonnées X et Y, ou, en posant 
T—= Li +X, y = 70 + Ÿ, l'équation dela courbe, exprimée au moyen 
de X et de Ÿ, ne contient que des termes du degré même, », de la 
courbe et du degré immédiatement inférieur 7 — 1. Alors, en effet, 


. Y Là p 
si l’on appelle £ la pente x des rayons vecteurs émanés de la nouvelle 


origine, ou si l’on pose Y —£4X, £ étant ainsi le paramètre caracté- 


ristique de ces droites, les termes du degré 7 en X, Y et ceux du 


degré 7 — 1 prendront respectivement les formes 


NON PAT TRAME, 


| 


où F, désigne un polynôme du degré » et F,_;, un polynôme du degré 
n—1. Donc l'équation de la courbe, abstraction faite de nr —1 
racines égales X —o qui correspondent au point d’intersection fixe 
choisi comme origine, se réduit à XF,(4)+F,_,(4) —0, et donne X, 
puis Ÿ — {X, en fonction rationnelle de la pente t des rayons vecteurs. 
Par suite, la différentielle proposée 


f(x, y)dx ou f(xo+X, Yo + Y)dX 


devient elle-même rationnelle quand on l’exprime au moyen de cette 
variable auxiliaire é. 

Lorsque la courbe est du second degré, comme celle que représente 
la deuxième relation (27), un quelconque de ses points peut être choisi 
pour la nouvelle origine (x,, 9); car son équation en X et Y, devant 
être satisfaite par les nouvelles coordonnées X — 0, Y — 0 de celle-ci, 


26* INTÉGRATION LE LONG D’UNE CUBIQUE UNICURSALE. 


ne contiendra pas de terme constant ou n’aura que des termes des 
| LE 8 4 
Pi 0 
qui rendra la différentielle f(x, y) dx rationnelle, sera bien, confot- 
mément aux deux premières des transformations indiquées dans les 


n°s 246 et 247 (pp. 47 et 49) : 1° 4 — RARES VERRE dr Si, 


D TE 6 LT —« 


deux degrés ñ—2, n—1—1. Et la variable auxiliaire { — 


le radical y étant de la forme Væ+(æx—x)(æ—B$), on convient de 
5 a’+BrEtrz'—a 5 

poser ét == A dOU = 0) Rate VRP PPRE ARE si l’on a 

J=EVé#+BzxE x, et que l’on prenne, par suite, —=0, Yo—= 4: 

Quant à la troisième transformation, {— x + y, propre au cas où le 


radical y est VA + Bx + x?, elle rentre dans la deuxième, si l’on a 
soin de réduire d’abord ce radical (en en faisant sortir le facteur x) à 


Pour: TRS Fr I qe 
Eee er PA si, posant ensuite - PROS EST et dæ BR? 


on met la différentielle proposée sous la forme F(E,V/1-+ BE + ae dé. 
Alors, en effet, la nouvelle variable £ est, d’après la deuxième trans- 


MERDE + = ou encore, en y réintroduisant = au lieu 
de Ë, VA + Bx +2? x; ce qui comprend bien la valeur de {indiquée 
dans la troisième RE (p.219): 

Dès qu’on laisse les coniques, ou courbes du second degré, pour 
passer aux cubiques ou courbes du troisième degré, on ne les trouve 
plus qu’exceptionnellement unicursales. C’est quand elles possèdent 
un point singulier, comme il arrive, par exemple, dans le cas de la 
seconde parabole cubique. Et, alors, elles admettent encore comme 


formation, 


variable auxiliaire £{ la pente x des droites émanées d’une origine con- 


venable : mais il faut, pour celle-ci, choisir le point singulier. En effet, 
leur équation en X et Y mise sous la forme &(X, Y) — 0, devant être 


LE ; x L do do 
satisfaite, et avoir même les deux dérivées <€ de son premier 
ax’ dŸ P 


membre nulles, pour X —o et Y — 0, se trouvera privée non seule- 
ment du terme constant, mais aussi de ceux du premier degré : elle 
n'aura donc plus que ses deux parties des degrés 2 = n — 1 et 3 = ». 
Par conséquent, une intégrale de la forme ff(x, y) dæ, où la fonc- 
tion f(x, y) sous le signe f est rationnelle et prise le long d’une telle 
cubique, peut s’obtenir par la méthode d'intégration des différen- 
telles rationnelles, si l’on a soin d’y introduire comme variable auxi- 
liaire £ la pente des rayons vecteurs émanés de son point singulier. 
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252*, — Reduction de l’exposant hors de la parenthèse et de l’exposant 
de la parenthèse, dans l'intégration des différentielles binômes et po- 
lynômes. 


Comme les procédés de réduction dont il s’agit (?) s'étendent, sans 
se compliquer aucunement (du moins dans leur esprit}, à des difjé- 
rentielles polynômes quelconques, c’est-à-dire de la forme 


æm(a+brzt+ cxr +...) dr, 


je les exposerai sur celles-ci, en me bornant toutefois, pour fixer les 
idées, au cas d’une différentielle trinôme æ"{(a + ba" + cx?t)? dx. 
Le trinôme a + bx" + cx?" devant figurer souvent, 1l sera bon de le 
désigner par une seule lettre, et je l’appellerai U. Ainsi je poserai, 
dans ce qui suit, | 


DOM = TE br cr2r; d'où dU= (nb rep ner )1dr; 


et l'expression à intégrer sera de la forme x" UP? dx. 
Si nous observons que 


æmn+i-2n d. UPr+i — (p are 1)PH1r2n Ue dU 
) = n O(p+i)z"-r Up dr + an c(p+1)x" Up dx, 


il viendra, en intégrant par parties le premier membre de cette iden- 
tité et, terme à terme, le troisième, 


æm+i-2n Up+H1 —(m+<I—o2nx Jfæmr2n Ur+i dx 


= n bO(p +1) fxn-r Ur dx + on c(p+i)fx"UPr dx + const. 


En 


C’est une relation linéaire entre l'expression algébrique x”+1-22 UP+1 
ÉROSTTTOIS In LES TASSE CPR ere r Ur don farm Ur dr" Si 
donc, par exemple, x se trouvant positif, rm est lui-même positif et 
supérieur à 27, enfin p négatif et d’une valeur absolue plus grande 
que l'unité, cette formule permettra d'exprimer fx" U? dx en fonction 
der 0 rever Ur Jr, où les exposants respectifs de 
æ et de U seront plus simples que 2 et p. Si, au contraire, m—2n 
est négatif et p +1 positif, plus grand que 1, c’est par rapport à 
fx"? Ur+1dx que l’on résoudra la relation (31), afin de rame- 
ner cette intégrale aux deux, alors plus simples, fx”-*U?r dx et 
Het? de: 

Dans les autres cas, 1l y a lieu d'observer que 


U2+1 — UP a+ bzx!" can) 


(:) Voir la Partie élémentaire, à la fin du n° 251, p. 54. 
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et que, par suite, fx”—?*Ur+1dx se décompose en trois termes, 
afzm-?n Ur dr, bfæm-nUrdr; cfxmUrdz, 


dont les deux derniers, semblables à ceux du second membre de (31), 
se réduiront avec eux. La formule (31) deviendra donc une relation 
linéaire entre l'expression algébrique æ”+1-?22 UP+1 et les trois inté- 
grales fæ"Ur dx, fx"-tUrdr, fx"? Ur dx, où l’exposant pen 
parenthèse U est le même, et qui permettra, par suite, suivant que 
sera positif et au moins égal à 27, ou non, d'exprimer soit la première 
de ces trois intégrales, soit la troisième, en fonction (chaque fois) des 
deux autres plus simples. On pourra donc réduire toutes les intégrales 
de la forme fx”"U? dx à un nombre relativement petit d’entre elles, 
savoir à celles où l’exposant #2 de + hors de la parenthèse est compris 
dans un intervalle désigné égal à 2, comme, par exemple, entre zéro 
et 27. 

Les plus simples différentielles trinômes qui admettent cette réduc- 
tion s’obtiennent en supposant 2 —2, p——1{, enfin rm entier. On 
peut d’ailleurs s’y borner au cas de m pair; car, pour » impair, de la 
forme 2u +1, la différentielle proposée x” U? dx, où l’on aura 


U=a+br?+cxt, 


deviendra 


Yt dy 
2Va+ by +cy? 
dans le second type élémentaire, toujours intégrable sous forme finie, 
étudié aux n% 246 et 247. En supposant donc #7 pair et opérant un 
nombre suffisant de fois, sur 72, l’abaissement (en valeur absolue) de 
n— 2 unités qui vient d’être indiqué, on voit que toutes les intégrales 


; x an dx A K 
comprises dans le type proposé se réduiront à deux 


Va + ba? + ct 
seulement, qui seront, par exemple, 


d 15 AS ze? dr 

RER re et A pme es = 

Va + br? + cat Va + br?+ cr 
On ramène encore à deux intégrales de ce type toutes celles qui 

Ju) du 

; 
V{u—a) Au +Bu+C) 
désigner un polynôme quelconque et où la quantité sous le radical 


exprime tout quadrinôme du troisième degré, que l’on sait admettre 
toujours au moins un diviseur réel linéaire w — x. Il suffit, en effet, 


en faisant æ?— y, et se trouvera comprise 


sont de la forme où f(u) est supposé 


de poser Vu — 4x, où u— x? +aet du — 2x dx, pour transformer 


ds ùe 
” 


D’UNE CERTAINE FORME, AUX DEUX PLUS SIMPLES D’ENTRE ELLES. 29° 


immédiatement une telle intégrale en celle-ci, 


[ 2 f(x? + à) dr 
DE, Dr nes TT in eæ Lee A; | 
J VAC(Gi+ a) + B(zt+a)+0C 


évidemment formée de termes rentrant bien, à des facteurs constants 


Ù æm dx 
près, dans le type ———— 


Comme exemple, proposons-nous de réduire à T0 et à 
SU: *dx l'intégrale fx? ÉToRre où U représente le polynème 
(— 22)(1— Ra) =i—(i+ A2)at + Rat, 


Ici, les trois exposants désignés dans (31) par m—2n, m—netm 
sont — 2, 0, 2; en sorte qu'il faut y prendre mn—n—2, avec p——1 
eta—1, b——{(1+/?), c:= 2. Cette formule devient 


iVU+ | æ?fi— (+ A2)x? + xt] . 


« 
ex? dr 


—=—(1+ 42) ée + 2.42 70 + const., 


ou bien, grâce à des réductions évidentes, 


VU ar DAS 
CS = = À? | —— + const., 
“ je U 1h VÜ 


et, résolue par rapport à son second terme, elle donne la relation 


cherchée 
“ db 
| aiy{r—x)(1 — 2x?) 
(32) PR CRR ERA LOU US 
VO —x2)(1— 2x2) x? dr 
Hi 3 LC Le ————— + const. 
à VO—z)(1— Rx?) 


Mais revenons à la différentielle trinôme générale, de la forme 
fx”U?r dx. On pourra encore soit y diminuer, soit y augmenter, 
algébriquement, d’autant d'unités qu’on le voudra, l’exposant de la 
parenthèse U, tout en maintenant dans l'intervalle 2x désigné l’ex- 
posant de x hors de la parenthèse. Et d’abord, pour le diminuer, on 
aura la formule évidente 


(33) Jxr Ur+1 dr — afx” Uz dx — bfæm+n Ur dx + cfæm+r2n Uz dx, 


dans laquelle il suffira de remplacer fx”#?2 Ur dx par son expression 
en fonction de fæ”"U?P dx et de fx”+"?U?r dx, puis, au besoin (c’est- 


30* RÉDUCTION DES INTÉGRALES DE DIFFÉRENTIELLES TRINOMES : APPLICATION 


à-dire si m+ n atteint au moins 2n), fx"+# Ur dx par son expres- 
sion analogue en fonction de fx"U? dx et fx" Up dx. L'intégrale 
fz"U?+idzx se trouvera donc ramenée à fx” U? dx et à fx"*Urd>, 
où l’exposant mn = n sera compris dans l'intervalle 2x assigné. 

Si l’on veut, au contraire, augmenter algébriquement d’une unité 
l’'exposant de U, cette formule, où l'intégrale fx” Ur+1 dx seule sera 
censée alors connue, ne suffira pas pour donner à la fois fx” Ur dx et 
fæ"<r Ur dx; car elle ne constituera qu’une équation du premier 
degré entre ces deux quantités inconnues. Mais on pourra y changer 
m en mn; ce qui donnera une équation linéaire entre l'intégrale, 
censée connue, fx”"=*Urt1dx, et les deux intégrales inconnues 
fx"# Ur dx et fx”"<"Ur dx, dont la seconde pourra être elle= 
même remplacée par sa valeur en fonction des deux intégrales 
demandées fx"Up dx et fx”"*" Up dx. Il viendra donc, de la sorte, 
une seconde équation du premier degré entre ces deux intégrales et 
les deux, auxquelles on veut les réduire, 


fæmUr+i dx et fan=sn Ur+i dx : 


de sorte que la résolution du couple obtenu d’équations du premier 
degré à deux inconnues permettra d'accroître algébriquement de 1 


l’exposant de la parenthèse. 
Par conséquent, si p est négatif et d’une valeur absolue supérieure 


à 1, on le réduira, par des additions successives d'unités, à tomber 
finalement entre les limites — £et ?, tout comme on l'aurait fait, par 
la formule (33), s’il s'était trouvé positif. 


253*. — Application à certaines intégrales, dépendant des intégrales 
elliptiques de première et de seconde espèce. 


Pour donner un exemple de ce genre de réduction, soient les deux 


intégrales 


dx dx 
(34) LANE jf) Li sd | 
; (a+ æ2)YÜ (B+x?)VUÜ 


où L désigne le trinôme bicarré 


(35) U=(a+x2)(f2+ 22) — a282+ (a2+ B2)22+ 28, 
et que nous écrirons, de préférence, 

LE) e 
(56) I=S(B+a?)U ?dx, J=f(a+a)U ? dr. 


Les intégrales proposées I, J, dans lesquelles il est permis de sup- 


à 


AUX INTÉGRALES DÉPENDANT DES FONCTIONS E ET F DE LEGENDRE. SF Re 


_3 
poser # >> 6°, se ramènent donc immédiatement à deux, fU ? dx 


et faU dr, où les exposants de x hors de la parenthèse U, savoir 
zéro pour la première et 2 pour la seconde, restent compris entre les 
deux limites o et 27, n étant ici, visiblement, 2; en sorte qu'il n’y a 
pas lieu de réduire ces exposants. Mais on peut vouloir y simplifier 
l’exposant p, égal à — À, en le réduisant à —{ par l'addition d’une 
unité, et ramener ainsi ces intégrales, comme toutes celles qui se 
composeraient d’autres de la forme fx?#U? dx avec p multiple de t, 
aux deux Fe mer. Toutefois, on trouve avantage à introduire, 


: ee æ? dx .. a?+ x? dx 
au lieu de cette dernière ——, l'intégrale ——, —— ou 
VU B+a? YU 


_3 

fe + x?) U ? dx, qui admet, comme on verra bientôt, une signi- 
fication géométrique importante : elle est évidemment décomposable 
en intégrales de la classe considérée et peut ainsi tenir lieu de l’une 

es comme terme de comparaison ou moyen d'expression. Nous 
d’ell e t d P d’'exp N 
aE 
g2 


adoptées, c’est-à-dire que nous poserons 


appellerons -= et — (avec Legendre) les deux intégrales {ypes ainsi 


a? +æ2 dx aE dx F 


(37) a SD DEAN 
Phntese OUT ONE Ce VU 2 
En dédoublant, dans la première, le numérateur ao? + x? en a? — f? 
,’ A e F . 
et + x?, on la dédouble elle-même en (x? — 8?)J et en =; ce qui 
fait déjà connaître J et donne (à une constante arbitraire près) 
a2E — 62F 
af — FT) 


Il suffit donc de trouver une relation où entrent [, J, F; et, comme 
la méthode générale de réduction consiste en des combinaisons de 
l'identité (33) avec la formule (31), nous aurons nécessairement à faire 


(38) = 


une application convenable de celle-ci. En conséquence, prenons-y 
——$, m—4 (outre n—2, b—«+ f$?, c—1), pour que l'inté- 
grale fx”? Ur#t dx, à laquelle cette formule doit ramener les pro- 


er 
posées, soit bien celle que l’on a en vue, savoir fU ?dx.Il vient, abs- 
traction faite de la constante arbitraire, 


æ dx 


3 3 
(8 a D — (a 02) far Up -—-2fr U'Ada 
(39) 7ü 70 B 


557 INTÉGRALES ELLIPTIQUES E ET F DE LEGENDRE; 


Or il y a lieu d'éliminer le dernier terme, où figure, sous le signe f, 
un numérateur æ* qui n'entre dans aucune des intégrales en les- 
quelles se dédoublent visiblement les proposées I, J définies par (36). 
A cet effet, il suffit de remplacer, dans le dernier terme en question 
de (39), le facteur æt par la différence identiquement équivalente 
U — (@82+ ax? + f?x?); et des réductions immédiates, avec trans- 


LOS 
VÜ ainsi obtenu 


position, dans le premier membre, d’un terme — > [ 


au second, donnent 


— >» 2 2 2 ) Fi 14 
S'(2a$2+ a2x2+ B222) U ?dr. 


19 |SS 


1 04 dx 
GEAR RTS 
vU VU 
relation où le deuxième membre n’est autre chose, d'après (36), que 


a 1 + $2J. Il vient donc, pour l'équation cherchée, en rétablissant la 
constante arbitraire dont on faisait abstraction, 


(40) al + 623 = ie vire CONS ee ne Li + const. 
VU VU VA) ES: 


Transportons-y la valeur (38) de J, et celle de I sera enfin, du 
moins quant à sa partie variable, 


REA F—E 
ae yÙ  e(&—f#) 
Les expressions, définies par (37), de E et de F, se simplifient en 


introduisant comme variable l’arc © qui a pour tangente le rapport de 
æ à $. Posons, en effet, 


(41) LE 


6 do R2 
x = f tango; d’où dx = =—>, PET 
cos? © cos 
(42) d : À Le 
« ,  @ cas?0 + 02 sim?v o2 a2— 62, à 
Ce res = : " ——— S1n#62)8 
cos? œ cos? © 2 


et regardons à, 8 comme le demi grand axe et le demi petit axe d’une 
: qi 2 à : è AT : M 
ellipse, dont VE serait par suite l’excentricité, que j'appellerai #, 
X* 
rapport de la distance focale 2 /4?— 6? au grand axe 24. Le radical 
Re a3 NS CHE 
VU s’écrira cp V1 — 4? sin?v et les formules (37) deviendront sim- 
COS* © 
plement 


(43) E = [= 2 sin? o de, QU & de te 
Vi — 2 sin? @ 


On convient de déterminer la constante arbitraire, dans ces inté- 


FORME CANONIQUE DE CES INTÉGRALES. 33” 


grales E, F, de manière à les faire annuler en même temps que leur 
variable o. 

Nous verrons plus loin que l’une d’elles, E, est propre à exprimer 
la longueur des arcs d’ellipse. Aussi Legendre l’a-t-il appelée énté- 
grale elliptique; et il a étendu ce nom à l’autre, F, à cause de son 
analogie d'expression avec E. Pour les distinguer, il a qualifié d’inté- 
grale elliptique de première espèce celle qui est, comme on le recon- 
naîtra bientôt, la plus simple, savoir F, et d’intégrale elliptique de 
seconde espèce, l'autre, E : il est clair qu’elles dépendent de la va- 
riable ©, appelée amplitude, et du paramètre # (compris entre zéro 
et 1), dit module. Pour pouvoir intégrer toutes les différentielles al- 
gébriques affectées d’un radical carré portant sur un polynôme du 
quatrième degré, Legendre a eu à considérer en outre un troisième 
type d’intégrales, appelées aussi elliptiques, mais plus complexes que 
les deux précédentes, car 1l y entre deux paramètres distincts (1). Je ne 
pense pas devoir en parler, parce que ces intégrales ne se présentent 
guère dans les applications et que, d’ailleurs, on n’en a pas de Tables 
permettant de les utiliser avec toute la facilité désirable, comme il 
en existe pour les intégrales E, F. C’est Legendre lui-même qui a cal- 
culé celles-ci, dites Tables elliptiques, par des procédés dont il sera 
prochainement donné un aperçu. 

Les deux intégrales E, F prennent une forme, à différentielle algé- 
brique, très usuelle et très simple (forme appelée canonique pour ces 
deux raisons), quand on y adopte comme variable le sinus même de 
l'angle &. Pour l'obtenir, posons donc, dans (43), 


du 


SUR 7 ou © = arc Sin 4, CO. 


Vi — uw? 


(:) Les géomètres ont été ainsi amenés à appeler, en général, intégrale ellip- 
tique, toute intégrale réductible à ces trois types, c’est-à-dire de la forme 
ff(x,y)dx, où f désigne une fonction rationnelle quelconque de deux variables 
et y un radical carré portant sur un polynôme en z du quatrième degré. Quelques- 
uns d’entre eux ont ensuite considéré, sous le nom d'intégrales ultra-elliptiques 
(ou kyper-elliptiques), les expressions de la même forme ff(x,y)dx, où y est 
encore un radical carré, mais portant sur un polynôme d’un degré supérieur au 
quatrième..Enfin, une dernière généralisation, bien plus étendue, à conduit ces 
. géomèêtres au cas où y serait l’ordonnée d’une courbe algébrique quelconque ayant 
æ pour abscisse : alors l’intégrale ff(x, y)dx est dite abélienne, du nom 
d'Abel, profond analyste norvégien (mort en 1829 à l’âge de 27 ans), qui en a 
commencé l’étude et y a découvert un théorème remarquable dont la formule 
d’Euler ci-après (p. 42*), sur le sinus elliptique d’une somme, n'est qu’une appli- 
cation particulière. 


B. — II. Partie complémentaire. s: 


34* INTÉGRALES RÉDUCTIBLES AUX FONCTIONS Ë ET F DE LEGENDRE. 


Il viendra 


NÉE RS ef (i— Au?) du 
E= f ——— 
V ve 


(re W) (TETE à 


(44) 
Fuf ee 
y(i— u?)(1— Fu) 


On voit que la différence F — E est Le produit de Æ? par 


u? du 
le — GR) 


Donc, comme nous savons (pp. 28”, 29”; 30*) qu'on ramène à cette 
dernière et à l'intégrale F toutes ie qui sont de la forme 


C9) fu?m[(i—u?)(1— kAu?)]? du, 


avec m entier, positif ou négatif, et p multiple positif ou négatif 
de !, il est clair qu’on pourra évaluer cette classe étendue d’inté- 
grales au moyen des Tables elliptiques de Legendre. 

On est passé, en résumé, de la forme (37), où la quantité U sous le 
radical est (a+ x?)(82+ x?) avec «=> f?, à la forme (44), où la 
quantité analogue est (1 — u®) (1 — Au?) avec À? 1, en posant 


L'= tte SA = LE ou Vi u Vri+ B2 = 8. 


Le radical serait évidemment devenu, au contraire, de la forme 


, a? 102) 


V(r—u?)(1 + k'u?), avec k'? (égal à Rare variable de zéro à l’in- 


fini, si l’on avait pris æ —atange ou V1 — u? Vx?+ a — a. 

On obtient encore ces formes, avec d'autres, toutes bicarrées, qui 
se présentent parfois, du trinôme sous le radical, en adoptant une nou- 
velle variable en raison soit directe, soit inverse, de l’un des facteurs 


(Va + x?, VB+ x? dans notre exemple) du radical que contient la 
différentielle proposée. Tel est le principe simple de transformation 
qui, appliqué une ou plusieurs fois, permettra, le cas échéant, de 
réduire à la forme canonique (45) un certain nombre de différen- 
tielles polynômes à radical carré, et de les rendre, par là, intégrables 
au moyen des deux fonctions E, F de Legendre. 


COMPLÉMENT À LA VINGT-QUATRIÈME LECON. 


DES INTÉGRALES EULÉRIENNES DE SECONDE ESPÈCE. 


261*. — Autre exemple d'intégrales finies, quoique prises dans un 
intervalle infini : fonction l'. 


(ce) 
Considérons encore l'expression Tea OUridesLe Te Un 
0 


paramètre postétf, intégrale importante, qu’on représente, d'une ma- 
nière abrégée, par l(x), et qui, étudiée d’abord par Euler, puis 
surtout par Legendre, a reçu de ce dernier le nom d'intégrale eulé- 
rienne de seconde espèce. Elle est déterminée, malgré sa limite supé- 
rieure infinie, à cause de l’exponentielle e—7 dont l’ordre de petitesse 
croît indéfiniment quand æ grandit (t. 1, p. 139), et aussi malgré la 
valeur infinie, à la limite inférieure, de la fonction sous le signe f 
quand 7 est plus petit que 1; car ce serait seulement pour 7» nul ou 
négatif que le degré d’infinitude de cette fonction, approximativement 
réduite à æ*—! près de la limite inférieure, atteindrait l'unité et ren- 
drait infinie l'intégrale (t. IT, p. 64). 

Si nous observons que e—* dx — d(—e-*) et si nous appliquons 
l'intégration par parties, il viendra 


frrt-le-x dr ou — frridert = — get (nn — 1) far-te-t dr. 


Prenons la différence des valeurs de chaque terme aux deux limites 
æ—0,æx—x, en supposant d’ailleurs 2 >> 1; et rappelons-nous que, 
pour æ— ©, c’est l’exponentielle qui l'emporte dans le terme 


anti 


= æn-1 ex = — 
ex 


MP p 100) en sortequelimar"s'ez"—0o pour æ'infini. Leterme 
intégré — æ"-le—? ne donnera rien aux deux limites, et nous aurons 
la formule de réduction 


| cour n> 1 f am-te-de (nr) fan-te-< dr 
(21) { 0 70 

ou 

| T(n)=(n—1)T(nr—01). 


36* FONCTION l'(72); SON ÉVALUATION POUR 72 ENTIER. 


Appliquée un nombre suffisant de fois, cette formule permettra, 
comme on voit, de retrancher à la variable z toutes ses unités entières, 
de manière qu'il suffira de posséder une table des valeurs de la fonction 
T(7), entre les limites 2 — 0 et x — 1, pour en déduire ses autres 
valeurs. Par exemple, en partant de 


NOTE ex dx =(—e-*); =1, 
0 


et faisant successivement, dans (21), 22, =3, 4 
viendra 


(22) M{pour/r'entien) 0 (7 )mou j gl ért dr = 149,3, 
0 


Ainsi, le produit des 7 — 1 premiers nombres entiers, à partir de 
l'unité, peut se mettre très simplement sous la forme d’une intégrale 
définie, puisqu'il n’est autre que (An). 

La fonction T(n), quand on y pose x— u?, dx —2audu, et que, 
par suite, l’on y fait varier & —\/x depuis Vo, qui est zéro, jusqu’à Vc, 
qui est infinie, devient évidemment 


(23) PO) 1 u?r-lert du. 
0 


Sous cette forme, nous la retrouverons plusloin, après le calcul de l’in- 
tégrale définie très importante, dite quelquefois intégrale de Poisson, 


ao 
J I \ si A 
18 ET UE (2): et nous achèverons alors d'obtenir (7), grâce 
2 2 
0 


à (21), pour toutes les valeurs de 7 multiples de À. Mais quant à 
une expression générale de T(n), il n’en existe pas de finie : aussi 
nous contenterons-nous de donner, vers le commencement de Ja 
XXX° Lecon, la plus simple de celles qui peuvent représenter Ia 
fonction avec une approximation indéfinie. 


COMPLÉMENT A LA VINGT-CINQUIÈME LECON. 


QUELQUES PROPRIÉTÉS SIMPLES DES INTÉGRALES ET FONCTIONS 
ELLIPTIQUES; VALEUR MOYENNE GÉOMÉTRIQUE D’UNE FONCTION; 
CALCUL APPROCHÉ, PAR UNE INTÉGRATION, DU RESTE DE CER- 
TAINES SÉRIES. 


269*, — Transformation montrant la proportionnalité inverse de l'in- 
tégrale elliptique complète de première espèce à la moyenne arithmé- 
tico-géométrique de l'unité et du module complémentaire. 


Pour donner une idée des procédés auxquels il vient d’être fait allu- 
sion (p. 86), ou destinés à faciliter le calcul des intégrales elliptiques, 
je choisirai comme exemple une élégante transformation (due en prin- 
cipe à Landen, géomètre anglais du xvit siècle) dont l'application, 
indéfiniment répétée, à l’intégrale de première espèce F(4k,%), y fail 
tendre le module vers zéro et a conduit Gauss à une curieuse expres- 
sion de l'intégrale complète F1(4). 

En vue de rendre les formules plus symétriques, jy diviserai par 
une quantité positive quelconque a la fonction F(Æ,œ), qui n’est 


(eo 
' do 


autre que » de manière à mettre le quotient 


Vcos?o + (1— #2) sin?o 


+ do 
sous la forme —, b désignant la quantité 
Va? cos?® + b? sin? 


F(ÆX,0) 
a 


ne CRT . 1 A n 
positive aV/1— #?, moindre que a. Il s’agira de le remplacer par une 
®1 do: 

va? cos? b? sin? 


intégrale de la même forme, » où l’ampli- 


ae UE ; : 
tude +, se trouve comprise entre o et = si la proposée + l’est elle-même, 


et où a, b, soient respectivement les deux moyennes des deux 
nombres donnés a, b, l’une, arithmétique, à, —+(a + b), l’autre, 


géométrique, b; — Vab. Comme on a identiquement 


a? — 6? — (==) — 20 = (=) 


et, par suite, 


197) 


38* INTEGRALE ELLIPTIQUE DE PREMIÈRE ESPÈCE : 


la différence a? — b? sera tout au plus le quart de ce qu’est la diffé- 
rence analogue a? — b? dans l’intégrale proposée. Donc, en répétant 
un nombre suffisant z de fois la transformation, il viendra une inté- 
srale encore de même forme, mais où, sous le radical paraissant dans 
la différentielle à intégrer, le coefficient du carré du cosinus de la 
variable ne dépassera celui du carré du sinus que d’une quantité infé- 


2 b2 


À rm 


rieure à ——— et aussi faible qu'on le voudra, sans que ces coeffi- 
4 


cients, évidemment compris entre a? et b?, tendent eux-mêmes à 
s’annuler; d’où il suit bien que le carré du module, rapport de la 
différence des deux coefficients au plus grand d’entre eux, s’appro- 
chera indéfiniment de zéro. 

La relation qu'il y a lieu d'établir entre + et w,, pour effectuer cette 
transformation, est 
sin® sinv; 


Œ a + Va? — D? sin?v, 


(28) 


: sin , 1 à k : 
ce qui donne un rapport pee égal à la quantité essentiellement posi- 
I O1 


(42 «a 


Fée &, 
-—, décroissante de — à — 1 quand 


tive DUT TU CURE 0 = 
di + Va? — b?sin?v UM a +vyai — b} 


A ’ « T . , . 
w, croît de zéro à —; et ce qui, par conséquent, fait graduellement 
2 


> ,’ AUS A . . 
varier © de zéro à - en même temps que #,, tout en maintenant &, in- 
2 


férieur dans l'intervalle. De (28), où a peut être remplacé par 


a; + Va?— b?,on déduit aisément pourcose —\/1 —sin?e l'expression 


Va? cos?%, + b? sin?v:; 


(29) COS D — COS 1. 


a+ Var — bi sine: 
D'ailleurs, en différentiant (28), il vient 


cos © do ai — Vai—b?sin?e, 
= ——— 2 — cosv: dei; 
é [a + Va? — b? sin? o1[? 
d'où, après substitution, à cose, de sa valeur (29), 
Ps Va? — b? sine do 


&i + Va? — 6? sin?o, Va? cos?w, + 0? sin?01 


L ® . , » B © met 
D'autre part, si, dans le radical proposé Va? cos’o + 0? sin?e 


ENT: dd — Va? —b? . 2 sin 
ou a \ COS* ® + ( Le * sine ] ; l’on remplace _… par sa 
LS a . a 
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valeur (28) et cosw par la sienne (29) après avoir mis partout, dans 


celle-ci, V/1— sin?e, à la place de cosv,, il viendra 


Ai — Var — b? sin?®; 


(31) Va? cos2o + 0? sin?® un = —— 
+ Va? — b? sine, 


Divisons enfin (30) par (31), puis intégrons entre les limites zéro 
ete, ou zéro et v,. Nous aurons la formule cherchée 


(32) 1h = a. 1 Le 
en —— : 
! Va? cos?o + 2? sin?o , Vaf cos? 6, + b$ sin?v; 


i 


; | : F(Æ,v) 
De même que le premier membre exprime So quand on y pose 
a? — b? } : F(Æ : 
Fe (Cr » de même aussi, le second membre sera ASE si l’on 
a dj 


va? — b? a — b 
— où ——; 


a; a + b 


RE SE CU : . . 
module | 1 — £? complémentaire de k, on a b-— ak' et, par suite, 


A 


ë » et la for- 


appelle Æ, le module + Or, £’ désignant toujours le 


1 — : : I 
fre VERT Donc faisons & — 1 ou, par suite, a, — 
mule (32) prendra la forme sous laquelle elle est propre à transformer 


l’intégrale F(£,) en une autre de module moindre : 


s 5: 1 — 
oe Pr (op ea): 


Examinons, en particulier, avec Gauss, le cas de l'intégrale complète, 
où les limites supérieures © et v,, atteignant toutes les deux la va- 
leur +, deviennent égales comme les limites inférieures. Alors la 
transformation (32), appliquée à l'intégrale du second membre dont 
les deux paramètres &,, b, sont compris entre a et b, donnera une 


ne , a % R T 
nouvelle intégrale analogue, ayant toujours les limites zéro, -; 


d] 


mais, au lieu des deux paramètres @, et b,, leurs deux moyennes arith- 
métique et géométrique, que j'appellerai &,, b,, moins distantes encore 
l’une de l’autre que n'étaient à; et b,. En continuant de même, on 
formera évidemment une série de moyennes arithmétiques @&;, 
GA, +. An, de plus en plus petites, et une série de moyennes géomé- 
triques, b,, b,,... b,, de plus en plus grandes, dont l'intervalle mu- 
tuel tendra vers zéro d’après l’inégalité (27). C’est dire qu'il existe 
une certaine limite commune M des moyennes arithmétiques et géo- 
métriques ainsi formées successivement à partir des deux nombres 


ho* EXPRESS. DE L’INT. COMPLÈTE F' PAR UNE MOY. ARITHMÉTICO-GÉOMÉTRIQUE. 


donnés a, b : on l'appelle la moyenne arithmético-géométrique de ces 
T 


2 do 
nombres. L'intégrale proposée : me changer 
va? cos? + b? sin? 


de valeur, prendra donc une infinité de formes et tendra finalement 
vers celle où, sous le radical, les deux coefficients de cos?v et sin?v 
auraient la valeur commune M?. Or, sous cette forme limite, elle est 
immédiatement intégrable, puisque 


: 
: de = f LA DREU data 
‘ VM2 cos?o + M? sin?® ; M 2 M 


; T 
Donc, sa valeur étant NUE l’on a 


w| À 


d 
EEE =. = VS 9 
à Va? cos?o + b?sin?e 2M 


T 


Se 


: HÉGEIETE b? 
ou bien, en remplaçant le premier membre par Fa F1 Fr 


et résolvant par rapport à M, 


(35) Moyenne arithmético-géométrique de a et b — 


(7152 


Ainsi, une Table des valeurs de l'intégrale elliptique complète de 
première espèce permet d'obtenir aisément la moyenne arithmético- 
géométrique de deux nombres donnés quelconques, dont le plus 
grand est appelé a et le plus petit D. À l'inverse, et vu la convergence 
rapide, vers leur limite, des moyennes arithmétiques et géométriques 
successives, formées à partir de deux nombres donnés @, b, le calcul 
approché de cette limite permettra d'évaluer très vite l'expression 


wlA 


do rs 


2 x PNR 
3 Va? cos?o — 0? sin? 


c'est-à-dire de former une Table des valeurs de l'intégrale complète 
F'(Æ). Si l’on fait a—1 et b— £', la formule (35) signifiera que Le 
Produit de l'intégrale complète de première espèce, F'(k), par la 
moyenne arithmético-géométrique de l'unité et du module complé- 
mentaire k', égale = : l’intégrale complète est donc inversement pro- 


portionnelle à cette moyenne arithmético-géométrique. 
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270*. — Des fonctions elliptiques; théorème d'Euler sur les sinus 
et cosinus elliptiques d’une somme. 


Nous avons vu (p. 84) qu'une intégrale elliptique F ou E, d’un 
module donné constant #, et l’amplitude de cette intégrale sont deux 
variables nulles en même temps et indéfiniment croissantes ou décrois- 
santes en même temps; de telle sorte même que, pour chaque accrois- 
sement de ® égal à x, Fou E croît de la quantité constante 2 Ft ou 2 Et, 


À Free T 
et que, à deux valeurs de © équidistantes de —; correspondent des va- 
2 


leurs de F ou de E pareillement équidistantes de F! ou de Et. Il suit 
de là que les trois quantités ©, E, F varient simultanément d’une ma- 
nière très commode pour se suppléer dans le rôle de variable indé- 
pendante (du moins tant qu'il s’agit seulement de valeurs réelles), et 
que toute fonction bien déterminée de o sera, si l’on y regarde # comme 
dépendant de F ou de E, une fonction non moins bien déterminée 
de F ou de E. Or, Euler, Abel, Jacobi ont reconnu que l’on obtient 
ainsi des fonctions jouissant de propriétés aussi nombreuses que belles, 
et constituant d’admirables généralisations des fonctions trigonomé- 
triques auxquelles elles se réduisent dans l'hypothèse simple 4 — 0 
(où 9 — F—E), quand on considère comme exprimés au moyen de F 
le sinus circulaire de l’amplitude +, son cosinus circulaire ou du 


moins la fonction ÿr-—-sin?e (en y réglant les changements de signes 
par la loi de continuité), et la tangente circulaire de +, ou plutôt le 
rapport de sinv à la précédente fonction \/1 — sin?o. On peut les appe- 
ler sinus, cosinus et tangente elliptiques de F; et on les représente 
soit avec Jacobi, par sinamF, cos amF, tangamF (c’est-à-dire sinus, 
cosinus, tangente de l’amplitude de F), soit plus simplement, avec 
Gudermann, par snF,enF,tnF. 

Si l’on y joint la fonction, toujours positive (pour e réel), ÿ1—Æ?sin?e, 


que l’on représente par dnF et qui, analogue à Vr— sine —cnF 
(qu’elle égale pour F — 0), est aussi une sorte de cosinus, on aura 
ce qu’on appelle les fonctions elliptiques d'une variable F. Celle-ci, 
elle-même, F, prend le nom d’argument, censé être une généralisation 
du mot arc qui la désigne dans le cas particulier £—o; et l’on 
applique au besoin la même dénomination d’argument à la variable 
des sinus, cosinus et tangente hyperboliques. Peut-être emploiera-t-on 
un jour ces fonctions sn, cn, dn, tn dans certaines questions soit de la 
Mécanique physique, soit de la Mécanique céleste. Mais, jusqu’à pré- 
sent, leur intérêt ne s’est guère révélé que dans l'Analyse pure et dans 
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la Mécanique rationnelle. Aussi leur étude détaillée sortirait-elle com- 
plètement du cadre de ce Cours. 

Il est bon toutefois de connaître la première base, posée par Euler, 
de leur théorie, consistant en une propriété qui montre l’analogie du 
sinus elliptique avec le sinus circulaire, et celle des fonctions en, dnæ 
avec le cosinus circulaire. Si, nous bornant d’abord au sinus, nous 
appelons x et y deux valeurs quelconques de F, et que, pour abréger, 
sn’ F désigne la dérivée de la fonction snF, le sinus elliptique de la 
somme æ +7 sera donné par la formule 


snæsn'y +snysn'æ 
1— £2sn?xsn?y 


(36) sn (TM) 


qui se réduit bien, pour # — 0, à la formule classique du sinus cireu- 
laire de la somme de deux arcs + et y, savoir, sinæ sin!y + sin y sin'æ, 
c’est-à-dire sinx cosy + siny cosæ. 

Pour démontrer cette relation (36), nous n’aurons qu’à raisonner 
comme lorsqu'il s'agissait (t. [, p. 8”) d'établir les relations analogues 
concernant les sinus et cosinus de la différence ou de la somme de 
deux arcs. Faisons varier æ et y, mais de manière à maintenir con- 
stante la somme x + y, que nous appellerons c, ou prenons, par suite, 
dy —— dx; de sorte que la dérivée en x des fonctions sn y, sn'y égale 
leur dérivée en y changée de signe. Nous constaterons que la dérivée 
totale du second membre est nulle; ce qui prouvera l’invariabilité de 
ce second membre. Et il suffira de poser alors y —0, x — c, pour re- 
connaître que sa valeur est bien snc. 

Il y a donc à former d’abord la dérivée sn'F de la fonction de fonc- 
tion siny, où ® se trouve lié à F de telle manière que, par définition, 
dsino dv 


d JET 
Le Hub, ——. Nous aurons évidemment sn°F — —L, c’est- 
Vie ASE do dF 
à-dire 
we Se PES 
(37 Sn = CosoWre x 2Stne et 


Pour la valeur initiale F—o de la variable (d’où & — 0), on voit 
que sn Fr 0'elisniFi 17. 

En élevant (37) au carré, puis remplaçant sin® par snF et cos?e 
par 1 — sn?F, cette relation donne l’équation différentielle 


(38) (sn'F}=1—(1+%2)sn2F + Æ?sntF. 


Comme nous aurons besoin de connaître la dérivée sn/F desn'E, dif- 
férentions les deux membres de (38) par rapport à F; et supprimons, 
de part et d'autre, le facteur commun 2sn'F différent de zéro. Il 
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viendra 
(39) sn'F=—snF(r1-+#42— 24?2sn?F). 


Si donc, pour abréger l'écriture, nous appelons X la fonction snx de x, 
Y la fonction sn y de y, les dérivées X’, X” et Y’, Y” de ces deux fonc- 
Uons, par rapport à leur variable respective x ou y, vérifieront, 
d’après (38) et (39), les relations 


PORTES A7 XI EE XXE, X'—=—X(1+42—2k2X2), 
DE NU AT Ye D OUT Yi pipe Ya), 


qui donnent immédiatement 


M AN QT HeXAYE)(X2- ya) 


(ie PEN a ÆIXY(X2 T2) 


LÉ et 
Cela posé, considérons le second membre IINENT de (36), et ob- 


dy ? none 
servons que, 7 OU y valant — 1, la dérivée totale en x de son numé- 


rateur est simplement YX”— XY” (grâce à la destruction mutuelle de 
deux termes + X’Y’), tandis que celle de son dénominateur 1: — A?2(XY}° 
est 2Æ2XY(XY'—YX'). Par suite, la dérivée de ce second membre aura 
pour numérateur (1—#4?2X2Y?)(YX"—XY/") —2k2XY(X2Y/?— Y2X"), 
et, son dénominateur (1 — £? X?Y?}? ne devenant ni nul, n1 infini, 
elle s’annulera à la condition nécessaire et suffisante que ce numéra- 
teur s’annule. Or les valeurs (4r) des deux binômes X2Y'?—Y?2X/7et 
YX/” — XY” montrent qu'il est bien nul en effet. 

Donc l'expression 7e as se trouve fonction seulement de la 

1 — A2 X2Y? 

somme æ—+y ou c; et il suffit d’y faire æ—c, y —o (d’où aussi 
Y=—oeEd— 71) pourlaréduirea XY/—=X —snc, cequiest la valeur 
cherchée. 

De la relation (36) on déduit aisément, pour les fonctions cn et dn, 
les deux formules, dues également à Euler, 


cnæCny — Cn'xCn'y 


CDD) — 1— 2sn?x sn2y 
(a) dnæ dny — ” da'x dn'y 
| dn(æ +7) — 1— A2 sn? sn?y 


qui mettent en évidence l’analogie de ces fonctions entre elles et avec 
le cosinus circulaire, auquel se réduit la première pour # — 0. 
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in effet, l’on a identiquement, pour ce qui concerne cn (æ + y), 


(i— XIV} — (XY'+ YX'Y 
(1 — AX2Y2p 


(43) cn(&+y)=1—sn(r+y)— 


Or 1— A2X2Y? est, à volonté, soit (1 —- X?) + X?(1— A2Y?), c’est- 


X2V'2 Y2X/2 


à-dire cn? x + » soit (1 — Y?) + Y?(1— Æ2X?) ou cn?y + —==. 


n? 
Le carré (1 — Æ2X2Y?)}? peut donc être remplacé, dans le numérateur 
du troisième membre de (43), par 


X2Y"2 ÿ2 X’2 
(are) (cr D) 
\S 


cn? y en? 
: X2X'"2VY2Y? 
= Ccn?% ny + X2Y2-Y2X"2- = + 
cn?æ Cn?y 
SN» 1 Re ad , Pre XX'YY'\2 
ce qui réduit évidemment ce numérateur à CnX CNn y — — — ]- 
d cnæ CnYy 
Mais les équations cn?æ — 1 — X?, cn?y — 1 — Y?, différentiées, don- 
nent cnæcn'æ —— XX", cnycn'y —--YY'et, par suite, 
XX'YY' ÉATÉ 
— = cn'rcn'y. 
cnæCnYy 


Donc la formule (43) revient, en y extrayant la racine carrée, à prendre 


cnæCny — Cn'æ Cn'Yy 

1—Æsn2æsn2y 
Or, si l’on suppose, par exemple, x constant et y variable, c’est le signe 
supérieur seul qui convient à l'instant où y — o, car cette expression 
doit alors se réduire à enæx; et, aux instants où, y s'étant éloigné de 
zéro, elle s’annulera pour changer de signe, la fonction en(x + y), 
cosinus d’un arc ® croissant ou décroissant, en changera aussi, de sorte 
que le signe supérieur continuera seul à convenir. On obtiendra donc 
bien la première formule (42). 

Quant à la seconde, elle se démontrera de même, en observant, d’une 
part, que 


pour cn(æ + y) l’une ou l’autre des valeurs = 


(r— KH2X2Y2) — K2(XY' + YX'} 
(1— k2X2Y2} ? 


(44) dn(x +y)=1— k?sn2(x + y) = 


et, d'autre part, que, 1 — 42X?Y? égalant soit 
(1— K2X2) + K2X2(1 — V2), 


k2 X2 V2 k2Y2X"7? 


c'est-à-dire dn?x + DR eTeSE » soit dn? y + 


, le numérateur du 


EL XXKN NAS 
dnx dny : 


dn?x 


troisième membre de (44) revient au carré (an dn y — 


\ 
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où les formules dn?x — 1 — Æ?X?, dn?y — 1 — 4? Y?, différentiées, per- 


mettent enfin de remplacer ESA ar = dn'x dn'’ 
enliin C [| da dnz dny P° 2 € 
271*, — De la double périodicité des fonctions elliptiques. 


Si les définitions mêmes, sine, £ ÿ/1— sin°v ou cose (du moins 


pour v réel), et V1 — £?sin?v, des fonctions snF, enF, dn F, ne mon- 
traient pas que ces fonctions reprennent leurs valeurs absolues quand 
# croît de + ou F de 2F!(#), et qu’elles sont, par suite, périodiques, 
en ayant pour périodes, les deux premières, 4F1(4) et, la troisième, 
2F1(Æ), cette périodicité résulterait des formules (36) et (42), dans 
lesquelles il faut concevoir les dérivées sn'x, sn'y, cn'+, en’y, dn'x, 
dn'y remplacées par leurs valeurs cnxdnx, cnydny, — snx dnx, 
— snydny, — Æsnæcenx, —/#?snycny, résultant de formules em- 
ployées ci-dessus. Il suffirait, en effet, d'y faire d’abord æ — F1 et 
y =F! [où F! désigne, pour abréger, Ft(4£)], en observant que 


. T iterrs ä 
sn F'— sin = = Ch OfCUdnE = Viet 4e pour. obtenir 


les valeurs sn2F,—o,cn2F,——1, dn2F1—1; après quoi une nou- 


velle application de ces formules (36) et (42), où l’on poserait y == 2F1, 
donnerait bien 


sn(æ+—2F1)=—snx, cn(t+2Ft)—=—cnx, dn(æ +2F;)=dnx. 


Ainsi les fonctions elliptiques possèdent, comme leurs analogues cir- 
culaires, une période réelle. Mais elles s’en distinguent en ayant de 
plus une période imaginaire; de sorte qu’elles sont doublement pério- 
diques et cumulent, d’une certaine manière, avec les propriétés des 
fonctions trigonométriques, pourvues seulement d’une période réelle, 
celles des fonctions exponentielles ou hyperboliques, pourvues seule- 
ment (t. I, p. 35*) d’une période imaginaire. 

Pour nous faire une idée de cette période imaginaire des fonctions 
elliptiques, donnons, à partir de l’é£at initial,e — 0,F —oetsnF —o, 
dev, FetsnF, des valeurs imaginaires à ces variables simultanées v, 
F,snF, que relient par définition les équations sn F — sine et 

;. = Yi Æ2sin?o. 
A cet effet, posons-y ® — DUT F — GV—1 (avec », G réels) et par 
suite, snF— sin (byÿ—1) — ÿ—1 sihŸ, d’après la définition même 
(t. 1, p. 33*) de la fonction sinus d’une variable imaginaire. L’équa- 
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tion qui relie à F deviendra, en Ÿ et G, se — Vi Æsih?9; et 


la fonction elliptique sn F, transformée en V—1 sihŸ, croîtra (abstrac- 
tion faite, provisoirement, du facteur NET depuis — jusqu’à oo, 
en même temps que Ÿ. Cette fonction ne serait donc pas plus pério- 
dique que le sinus hyperbolique, si Ÿ était sa vraie variable, ou si cette 


vraie variable, GV—1, grandissait de — 4 — 1 à © —1 quand % 


dy 
croît de — æ et co. Mais l’équation TE — — Vi+ #Æ?sih?4, en donnant 


Ÿ dé : 
ee ————, montre que G varie seulement, en tout, de 
pe + k2sih24 


=, quand Ÿ, parti, comme G, de la valeur zéro, a 
ARE + 42 nn 
Her tout le champ de ses variations en allant de zéro à -- et de 


ZÉTO À — 0. 
ES dY 


Vi+ ksih2d 


Or la quantité 2 est finie; car, si l’on y pose 


sih Ÿ — tangu, 


où « désigne ainsi un arc croissant de zéro à — pendant que 4 grandit 
2 


de zéro à l'infini, et si l’on observe par suite que la différentiation 


donne 
du EEE F2. 
coh® dy — ? ou 1 + sih? db dd — 
va cos? u V ET cor 
ou enfin 
du du 
dé — RES AR 
cos?u Vi + tang?u COS u 


elle devient 


| À 
| A 


| F du du 
2 ——— ————— 2 
Jo cosuyi+ k?tang?u 0 Vi (Gi—Æ)sinu 


TH 


2 
= » [ APE =) FAGESr 
o Vi—K'sin?u 


Donc, la variable indépendante G n’a besoin de croître en tout que 
de 2F1(4'), savoir depuis G —— F!(4!) jusqu’à G = F1(4'), pour que 
la variable auxiliaire 4, définie de proche en proche, à partir de G—0 


, . pr . di ÉD ER OL 
et 4 — 0, par l'équation différentielle _ — Vi + Æ?sih?4, passe, de 


— à wo, par tous les états de grandeur. Et si l’on fait sortir G des 


ÉTUDE DE LA PÉRIODE IMAGINAIRE. 47* 


limites = F1(£4'), l’équation différentielle astreindra ÿ à reprendre les 
mêmes séries de valeurs qui, entre ces limites, précédaient ou suivaient 
la première qu'on attribuera à Ÿ en decà de G—— F1(Æ') ou au delà 
de G — F1(£4'). Or on ne peut réellement pas choisir à volonté cette 
première valeur. Il convient, en effet, aux moments où le passage 
d’une fonction par l'infini porte atteinte à sa continuité parfaite, d’y 
atténuer du moins, autant que possible, la discontinuité, et cela de 
deux manières, savoir, d’une part, en empêchant la discontinuité 
d'atteindre aucune valeur assignable de la fonction, c’est-à-dire en 
attribuant à la fonction non pas une valeur finie, mais une valeur infi- 
nie, à la suite de la valeur infinie qu'elle à prise, et, d’autre part, en 
achevant d'y rendre graduellement variable l’inverse, alors nul, de la 
fonction, grâce, d'ordinaire, à un changement de signe comme celui 
qu'offre, dans la plus simple ou la plus élémentaire des discontinuités, 
une fraction à termes continus dont le dénominateur passe par zéro. 
Donc il faudra, dans chacun des intervalles 2F1(4') compris respective- 
Denon RU )eG—=3 FF) G=SEt (FA et G—5S EEE). 
G——3Ft(4) et G—— F'(£4'), etc., faire prendre à ÿ les mêmes 
valeurs que dans le premier intervalle considéré, tombant entre les 
limites G—= F'(4). 

Par conséquent, Ÿ sera une fonction impaire périodique de G dans 
le genre de tangŸ, mais avec 2F!(£"), au lieu de x, pour période. Et 


le sinus elliptique sn(Gy/ — 1), ou ÿ—1sih®, infini pour les valeurs 
de G égales aux multiples impairs de F'(4'), aura la période imagi- 
naire 2F1(k4')V—1. 

Quant aux fonctions en(Gy—1 i)et dn(Gy—51), définies respec— 
tivement par Le — sn? 2( Gy/—1 1) et Ve k2sn2(Gy—1 1)avec la condi- 
tion de se réduire à l'unité pour la valeur linitiale G ÿ—1—0 de la 
variable, la même raison naturelle de la A orande atténuation pos- 
sible de leurs discontinuités, pour les valeurs de G, égales aux mul- 
tiples impairs de F!(£'), qui les rendent infinies, Re à y changer 
à ces instants le signe du radical. Ainsi cnF, dnF reprendront leurs 
valeurs absolues avec signes contraires quand G& croîtra de 2KT(4"), et 
elles auront pour périodeimaginaire 4 F'(4") V—1.En particulier, l'ex- 
pression de en(Gy/—1) au moyen de %, savoir Æ/1+sih?4 ou 
+ coh+, sera alternativement coh% et — coh. 

Les fonctions elliptiques se réduisent aux transcendantes classiques 
plus simples lorsque le module atteint l’une ou l’autre de ses deux 
valeurs extrêmes £—o, £ —7r. Alors, en effet, l'équation qui relie F à 
la variable intermédiaire + devient simplement dF— «+, pour £—o, et 
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do T it e : 
dE= —1—4los tang(© be 2), pour Æ —1; ce qui, vu l’annulation 
cos 9 \ 4 oi 


1 ; T © F 
convenue de # pour F— 0, donne soite FF, soit log ang (© 2 2) Mg” 
\ 4 é 


: gt : em 
par suite, g——- +2arc tangel, relations permettant d’élimi- 


ner © des formules, sin®, cose, etc., des fonctions. elliptiques. 

Il y a donc lieu de se demander pourquoi ces transcendantes plus 
simples, cas limites des fonctions elliptiques, ne conservent pas la 
double périodicité de celles-ci. La raison en est dans la valeur infinie 


TES LIVE 


T © \ 
de l'intégrale F (1,0 dt cr — log tang (2 + su. quand elle 
4 ; 


. : à . T . 
devient Ft(1), c’est-à-dire quand on y pose © — a Il suit, en effet, 


de là, que la période imaginaire 2 F'(4)ÿ—1 de snF devient infinie 
pour Æ—o ou k'—1, tandis que c’est au contraire la période réelle, 
4F'(#), quile devient à son tour pour # — 1. Donc une des deux pério- 
dicités disparaît dans chacun des deux cas extrèmes, parce que l’am- 
plitude dela période y envahit tout le champ de variation de la variable 
correspondante G ou F. 


274*. — Valeur moyenne géométrique d’une fonction. 


Considérons encore, dans l'intervalle compris entre les limites 3, —@ 
et æ, — b, les valeurs, supposées ici toutes positives, que recoit une 
fonction f(x), quand + y prend la valeur initiale xçetles rx — 1 valeurs 
intermédiaires équidistantes æ1, a,..., Æ»_13 mais, au lieu d’en caleu- 
ler la moyenne arithmétique, c’est-à-dire de chercherla nième partie de 
leur somme, prenons la racine n'ème de leur produit, indiquée par l’ex- 
pression 


VCD CODEN EE 


Cette expression, qui, dans le cas de deux valeurs seulement, f(x.) et 
f(x) par exemple, serait leur moyenne proportionnelle ou moyenne 
géométrique,s’appelle, par extension, lavaleur moyenne géométrique 
des r quantités /(@&), (21) PR) 2) EL STORES 
nons que, grandissant indéfiniment, les valeurs æ,,æ,,...,4,_,,æ,8e 
rapprochent de plus en plus l’une de l’autre, la moyenne géométrique 
tendra vers une limite qu’on appelle la valeur moyenne géométrique 
de la fonction f(x) dans l'intervalle considéré. 

Pour démontrer que cette limite existe, et pour l’évaluer, appelons 


uw le radical V/f(xs)f(æ:)... f(æu1). Son logarithme sera évidem- 


- 


VALEUR MOYENNE GÉOMÉTRIQUE D'UNE FONCTION. 49* 


ment la niè® partie de celui du produit f(x,)f(æ:)...f(x,), et 
l’on aura 


log u = = [log (a) + log f(æ1)+...+ log f(Tn1)l]. 


Cette formule montre que log 4 est simplement la moyenne arithmé- 
tique des x valeurs prises par la fonction log f(x) et que, par suite, 
à la Ho no, log x sera la valeur moyenne de log f(x), savoir, 


ef log f(x) dx. Enfin, passant du logarithme népérien du 
Lee u à ce nombre elsb, et observant que x désigne, à la limite, 
la moyenne demandée, il viendra 
b 
ë \ = f log. f 
(46) Valrmoy.séomdé (x) =e a 


Cherchons, par exemple, la valeur moyenne géométrique de x” 
(m étant positif) entre les limites x —0oetzx —1. On aura, ici, « = 0, 
Der TE) Tel 


Le feréænf (log x) dx. 


cl 


GT 


Or f(logzx) dx = xlogæx — f x dlogx — xlogx — x, et le produit 
x logæ s’annule, non seulement à la limite supérieure 1, mais aussi à 
la limite inférieure zéro (t. I, p. 140). Il vient donc 


1e (logx) dr =(— x) = —1; 


et la formule (46) donne 
1 1 
7) Val. moy. géom. de x” (entre zéro et1)=e-"—= — où ——. 
(47) Y-8 ) en (27182) 
La moyenne arithmétique serait, dans les mêmes conditions, 


sf , 
æm AT = ———, 
: 1+m 


quantité supérieure à la moyenne géométrique; car le dénominateur e”* 
m m? 

Le 

Cette remarque s'applique à un nombre quelconque » de quantités 
positives inégales : leur moyenne arithmétique, que j'appellerai M, 
dépasse toujours leur moyenne géométrique p.. Soit, en effet, M(1+ x) 
leur expression générale, où & désigne, pour chacune, son écart relatif 
d’avec la moyenne M, supérieur à — 1. L'égalité, à 2 M, de leur somme 


-...,est plus grand que le dénominateur 1 + mn. 


B. — Il. Partie complémentaire. A 


50° LES MOYENNES GÉOMÉTRIQUES SONT INFÉRIEURES AUX MOY. ARITHM. 


2M(i1+a) ou nM+M2o, donnera évidemment 24x—o. Or la 
moyenne géométrique y aura, pour son logarithme népérien, 


= Slog[M(1+2)] = logM + = E log(1 + à). 


L « ; 
Il viendra donc logu — log M ou log fe D Elog(r+x); et il s’agit 


: Elog(r1+ 2), du rapport À ea 


de reconnaître que ce logarithme, - 
ln 


inférieur au logarithme de l'unité, c’est-à-dire à la quantité nulle 7 2% 


ou que l’on a E[—a+log(i+a)]<o. Or cette inégalité se dé- 
montre de suite, pour chaque terme de la somme ZX, en y regardant & 
comme une variable qui croîtrait de — 1 à w, et en observant que la 
fonction continue — « + log(1 + x) devient alors, à l'instant à — o où 
elle s’annule, maxima par suite du signe de sa dérivée 


I 
—1+ = — , 
LE IST 


signe contraire à celui de a. 


Toutefois, comme, aux environs de son maximum, une fonction 
n’éprouve que des changements du second ordre de petitesse, on aura, 


FH — 0, et les deux moyennes seront 


sensiblement égales, quand les nombres proposés s’écarteront peu de 
légalité, ou tant que leurs écarts relatifs « d’avec leur moyenne arith- 
métique resteront très petits. 


à des écarts près de cet ordre, log 


275*. — Application des intégrales définies au calcul approché du reste 
de certaines séries. 


Les calculs d’intégrales définies comportent encore, en Analyse, un 
emploi parfois très utile : c’est l'évaluation approchée des restes d’un 
grand nombre de séries peu convergentes à termes de même signe, 
positifs par exemple, séries auxquelles d’ailleurs se ramènent, par le 
groupement deux à deux des termes qui se suivent, celles dont les 
termes sont décroissants et à signes alternés. 

L'expression générale des termes de la série proposée étant une 
certaine fonction f(x) de leur rang æ, admettons qu’on ait fait, 
par un calcul direct, la somme des plus influents, f(o), f(1), 
f(2), ..., f(n—1); et considérons les autres; f(n), (2-1), "ha 


RÉDUCTION APPROCHÉE, A DES INTÉGRALES, DES RESTES DE SÉRIES. st 


fonction f(x), indéfiniment décroissante pour les valeurs entières de 
plus en plus grandes de sa variable +, se trouvera, en général, con- 
tinue quand celle-ci le deviendra elle-même; et elle ne variera que 
fort peu, relativement, lorsque æ y croîtra d’une petite fraction de 
sa valeur, comme de nñn—1àn, ou de x à n +1, etc. Alors nous 
pourrons regarder chaque terme assez éloigné, f(x) par exemple, 
comme représentant à très peu près l'intégrale f f(x) dx, dans 
un intervalle égal à l’unité compté par moitié de part et d’autre 
n+> 
de la valeur donnée x — x, et remplacer ainsi f(n) par f Hi) de" 
THE 
En effet, si l’on pose, sous le signe f de celle-ci, x — x + w, et si l’on 
opère comme il a été fait précédemment quand on a obtenu la for- 
mule (1) [p.71], il vient f (2) pour la valeur de cette intégrale, avec une 


3 
f'(n) 
4 .f(n) 


1 
, : : s (Te NI LNS 
erreur absolue par défaut sensiblement égale à J (5) > OU avec 


une erreur relative exprimée à fort peu près par + Donc la sub- 


stitution, au terme f(x), de l'intégrale f(x) dx, entraîne une 
1 


erreur relative encore égale sensiblement à » Mais par excès. 


En substituant de même à f(n +1), f(n+2), ... les intégrales 
1) 
(ARE 


2 
analogues f(æ)dx, ..., on commettra les erreurs relatives 
(r+1)—2 


J'(n +1) 


#2, .,., qui seront généralement inférieures à la 
4 FCI EL): UE © 


os n) . | L T'm) 
e EE car la fonction PUR) 
zéro quand æ grandira. Et le reste de la série, f(n)+—f(n+1)+..., 


par excès 


premièr tendra presque toujours vers 
Ï 


Le] 
se trouvera ainsi exprimé par fl f(x) dx, avec une erreur relative, 
1 


R—— 
2 


ACTU 
24 f(n) 
des erreurs partielles commises sur les divers termes, formera, avec 
l'intégrale totale, somme des intégrales partielles représentant ces 
termes, un rapport compris entre le plus grand et le plus petit des 
CP) f'(n +1) 
24 f(n) 24 f(n +1) 


f(x) dx étant, en général, à cause de la continuité, beaucoup plus 


par excès, comprise entre zéro et vu que l'erreur totale, somme 


rapports » etc. Or, les différentielles successives 


+ EMPLOI DES INTÉGRALES DÉFINIES, POUR L'ÉVALUATION APPROCHÉE 
faciles à sommer que les différences finies analogues f(x), l'intégrale 


“Re f(x) dx sera souvent d’un calcul aisé. Elle fera ainsi connaître la 
rs 
9 


somme cherchée f(n) pr n +1) +...,avec uneerreur relative, par 


È JUL) 
excès, COMPI JR) 
Soit, par exemple, à évaluer la série 
LR LAN | I 
12.4 UT (an +1)? À 


, LR 
en ne calculant directement que les cinq premiers termes 1, LE 


dont la somme est 1,18386. Conformément aux indications 


mA Tu k 
précédentes, on remplacera le reste RS ., ui à pour pre- 


eh ere 
132 


; I L Fe eu 
mier terme ;— avec 2 — à, par l'intégrale définie TE THE 
(an +1)? J. _1(2& +1) 
fee 
2 


Alors, la dérivée seconde de (2x + 1)? étant né + 1) pce rqu 
[/4 T . 

RNNEER une fonction, » indéfini- 

A ftæ) ACTES 


ment décroissante quand æ grandit |, l'erreur relative sera par excès 


donne bien pour le rapport 


. AE x I 
et inférieure à -————; c'est-à-dire, au premier 


(2.5 +1)? 121. 


Or, si l’on pose2xzæ +17 ( d'oudr— sl croîtra, sous le signe 
\ *5 
x . . À LME , 
f, de 2n ou 10 à æ, pendant que x grandira lui-même de n — à l’in- 


fini, et l'intégrale à calculer deviendra simplement 


JE + ( | }, : 
—— ={——) = — —0o,05. 
30 297 AE TE: EE 


Ainsi, l'évaluation approchée du reste est 0,05 ; et l'erreur, par excès, 
ete k 1 ; : 
y a une valeur absolue inférieure à 0,05 X 5; environ, Où au quotient 


0,05 
19 E 
C4 Fr 1e LA , La , , 
0,09 — 0,00041 —0,049959 et 0,05. Par conséquent, la série proposée 
I A € + 
GE 35 +... l’est, elle-même, entre 1,18386 + 0,04999 = 1,23345 
et 1,18386 + 0,09 — 1,23386,; d’où il suit que l’on peut prendre pour 
sa valeur la moyenne 1,2337, avec une erreur par excès ou par défaut 


—0,00041. Le reste cherché delasériese trouvedonccomprisentre 


DU RESTE DE CERTAINES SÉRIES. VE leg 


de deux unités au plus sur le dernier chiffre. Et, en effet, nous savons 
. RÉ Tr? (3,14159 )? 
(ll, p.20 ) quescelte série vaut Se 3 9) == 1 2907: 

La transformation indiquée du reste d’une série à termes tous de 
même signe en une intégrale définie, avec une petite erreur rela- 
tive, permettra encore, parfois, de juger très rapidement si la série 
proposée est ou non convergente; car le reste, évidemment, sera fini 
ou infini en même temps que la valeur de l'intégrale. Par exemple, si 


l’on n'avait pas déjà reconnu la divergence de la série harmonique 


I L I I : ; : Rite 
-+=+ >: +...+ = +...,0n l’apercevrait de suite sur l’intégrale 
1 :) 3 æ : Le 
Ad 
T 
que donne son reste, Pa ton ie. 
n—° Fr à 


COMPLÉMENT A LA VINGT-SIXIÈME LEÇON. 


ÉVALUATIONS DIVERSES D’AIRES PLANES; RECTIFICATIONS D’ARCS 
EN COORDONNÉES POLAIRES. 


281*. — Aire comprise sous le profil longitudinal d’une onde solitaire; 
relation entre l’ordonnée de ce profil et les deux aires partielles qu'elle 
délimite. 


Considérons enfin, comme dernier exemple du calcul d’une aire 
l 
plane par la formule f° F(x)d2, la courbe A'SMA , dont l'équation, 
«æ 
en y supposant adoptée une unité de longueur convenable, est 
TT cohz 


OS — À au-dessus de l'axe des x (qu’elle ne franchit pas), et se raccor- 
dant asymptotiquement à cet axe. Proposons-nous d’évaluer la surface 


» courbe symétrique par rapport à sa hauteur positive 


T1 0 TON T 


5 — OSMM' comprise entre elle, son asymptote Ox, l'axe perpendi- 
culaire des y et une ordonnée quelconque M'M — y dont x désignera 
l’abscisse + OM' positive ou négative. En attribuant à s le signe même 
de æ, nous aurons, d’après une intégration effectuée plus haut [avant 


les formules (19), p. 681, 


x x Te TI 
== —— er —= = = RCE 
oc 3 y dx nf Le h tah x h /: TT 


Remplacons, dans le dernier membre, l'inverse de coh?x par sa 


valeur + urée de l'équation de la courbe; et il viendra 


(15) c—=—+VA(R=—y). 


COURBES DÉFINIES PAR UNE RELATION ENTRE L’AIRE-ET L'ORDONNÉE. er 


Quand lPordonnée MM ou y s'éloigne à l'infini, elle tend vers zéro 
et la valeur absolue de 5 tend vers À. Donc À représente la moitié, 
OSA ou OSA, de la surface totale comprise entre la courbe et son 
asymptote. Or de là résulte, en élevant (13) au carré, résolvant par 
rapport à y, et observant que la différence k?— 5? est le produit des 
deux facteurs À = os ou OSA = OSMM’, 


(15) Fa s (A gt} . (aire MM'A )(aire MM'A); 


ce qui exprime que les ordonnées abaissées perpendiculairement sur 
l’asymptote sont proportionnelles au produit des deux parties en 
lesquelles elles divisent l’aire totale comprise entre cette asymptote 
et la courbe. 


D'ailleurs une relation de la forme y — (5), comme (14), qui donne 
- Ge 


l’ordonnée y d’une courbe en fonction de l'aire f y dx = s comptée 
0 


à partir de l’origine des abscisses +, suffit pour définir cette courbe : 
car, si l’on fait, de proche en proche, varier la quantité 5, d’abord 
nulle, l’espacement dx des ordonnées successives sera tel, à chaque 
instant, que l’on aura sans cesse y dx — de, c’est-à-dire 


ds ds . 

ù De Tan 
d'où 1l suit que la longueur totale + de l’aire balayée jusqu'à un mo- 
ment quelconque par l’ordonnée variable y résultera de la formule 


(ox 
ds ; ë NE 
L “4 nes Le lieu des points (x, y) se trouvera donc, grâce à la 
D(6 
0 i 


variable auxiliaire 5, parfaitement déterminé au moyen de la fonction 
unique c(5). 

L'équation (14), dans laquelle s’introduirait d’ailleurs un terme du 
premier degré en 5, à coefficient arbitraire, si l’on changeait l’origine 
des 5 ou des abscisses, et un terme constant aussi arbitraire, si l’on dé- 
plaçait en outre l’axe des x parallèlement à l’asymptote base de l’aire s 
considérée, est évidemment l’une des plus simples relations que l’on 
puisse avoir entre l’ordonnée y d’une courbe et une surface 5 qu’elle li- 
mite. Comme cette relation n’atteint que le second degré en 5, la dérivée 

dy 


do? 


seconde s’y réduit à une constante. Or la courbe ASA' doit à cette 


propriété de représenter la coupe longitudinale des gonflements liquides 
appelés ondes solitaires, qu’on voit souvent se propager le long des ca- 
naux ou venir du large, au bord de la mer, déferler sur une plage en 
pente douce; la surface du flot y a en effet, au-dessus du niveau xx” 


302 FORMULES DE L’AIRE CONTENUE DANS L’ORBITE 


+ A : : h 
d'équilibre, la forme ASA', définie par léquation y — NE quand on 
prend pour unité de longueur le double produit de la profondeur de 
l’eau au-dessous de xx’ par la racine carrée du rapport de cette pro- 
fondeur au triple de la hauteur OS — À de l'onde (1). 


283*. — Expressions générales d’une aire plane, en fonction des coor- 
données d'un point mobile qui en décrit le contour et de leurs diffé- 
rentielles. 


Quand un point se déplace le long d’une courbe fermée AMBA, et 
que l’on convient d’attribuer à la surface # y dx siny comprise entre 
deux positions successives de son ordonnée variable y le signe même 
du produit y dx de cette ordonnée par le déplacement élémentaire dx, 
positif ou négatif, de son pied, l’aire de l'orbite AMBA devient, 
du moins au signe près, la somme algébrique de toutes les bandes 
pareilles y dx sin décrites pendant une révolution complète du point 
le long de la courbe; et elle s'exprime très simplement au moyen d’une 
intégrale, où figure, par exemple, comme variable indépendante, le 
temps £ dont sont fonctions les coordonnées +, y du point mobile. 

Supposons, pour fixer les idées, que le point décrive son orbite en 
tournant comme l’indiquent les flèches ou comme il le ferait si, mobile 
autour de l’origine, il allait, entre O x et O y, des x positifs vers les y 
positifs; de manière à avoir : 1° des abscisses x décroissantes dans la 


Fig. 4r. 


0 nm T 


parte de la courbe où les y sont les plus grands et, généralement, 
dans toutes celles, AP, QB, ..., que des parallèles à O y, tirées des y 
négatifs vers les y positifs, coupent à leur sortie de l’orbite; 2° au 
contraire, des abscisses x croissantes dans les parties PQ, BA, ..., que 
ces parallèles coupent à leur entrée dans l'orbite. Divisons la surface, 
au moyen des mêmes parallèles successives à l’axe des y, en bandes 


(') Voir mon Æssai sur la théorie des eaux courantes, p. 384. 


D'UN POINT MOBILE SUR UN PLAN. 59* 


étroites. L'une d'elles quelconque, comprise entre les deux éléments 
MN et N’M' du contour, égalera le produit de la portion interceptée, 
M'M, d'une parallèle, par sa distance, mn X siny, à l’ordonnée voi- 
sine AN; et, si y, désigne, sur »mM, l’ordonnée la plus grande, savoir 
celle de M, y, celle de M’ ou plutôt, sur la parallèle voisine 2N, 
l’ordonnée la plus petite, infiniment peu différente, » N', la bande 
aura pour expression 


(Y2—Y1)mnsiny = ysmnsiny —Yyinnsiny. 


Mais mn est la valeur absolue de l’accroissement dx de l’abscisse 
quand le point mobile passe soit de M à N, soit de N' à M, accroisse- 
ment négatif de M à N, positif de N° à M, qu'on peut appeler dx; 
pour le premier de ces passages, dx, pour le second. Il est donc permis 
de remplacer mn par — dx, dans Île temme y,mnsiny et par dx, dans 
le terme — y,mnsin y; ce qui donne en tout, pour exprimer l'aire 
partielle correspondant aux deux éléments MN, N’M' de la trajec- 
toire du point mobile, lasomme algébrique, — y, dx, siny—y,dx,siny, 
des valeurs reçues par l’expression —- y dx siny pendant les deux 
instants respectifs d£, et dt, où ces deux éléments auront été décrits. 

Il en sera évidemment de même pour les autres bandes de l'aire 
considérée, qui, ensemble, auront comme limites, à leurs deux bouts, 
tous les éléments de l'orbite parcourue non parallèles à l'axe des y ou 
donnant des produits — ydx siny différents de zéro. Donc la surface 
qu’entoure la courbe totale AMBA égalera la somme des valeurs re- 
çues, durant toute une révolution T du point mobile, par la différen- 
uelle — y dx siny, où y et dx s'exprimeront au moyen de £ et de dt dès 
que l’on connaîtra les deux fonctions, de Ja forme æ — f(#t), y —%(#), 
définissant le mouvement du point. Et l’on aura, en appelant 4, l’épo- 
que du départ de celui-ci, | 


to+T 


to+T 
(15) Aire de l'orbite —(sinx) f| ya'di=—{(siny) [ Ur) -CUHats 
lo Le 


Si l’on veut laisser à l'expression placée sous le signe f sa forme la 
plus simple, ydx, il sera nécessaire d'indiquer de quelque manière 
que æ n’est pas la variable indépendante, comme on pourrait le croire, 
et que les limites 4,, 4, + T concernent non pas cette variable æ, mais 
bien une autre, {, dont x et y sont deux fonctions distinctes. À cet 
effet, l’on pourra faire figurer au bas et au haut du signe f la vraie 
variable indépendante, eñ écrivant la formule ainsi : 

t=t5+T 


(16) Aire de l'orbite — —(sin) y dx. 


t=t, 


58*  NOTAT. POUR LES INTÉGR. DÉFIN. A VARIABLE D’INTÉGR. NON EXPLICITE. 


De tels cas où, sous un signe f, ne se trouve pas explicitement dé- 
signée la variable indépendante, dite variable d'intégration, qui y 
change avec continuité mais arbitrairement d’un élément à l’autre, 
sont assez fréquents, surtout dans les transformations au moyen de 
l'intégration par parties; et alors il importe de faire connaître cette 
variable en indiquant, comme on vient de voir, que les limites sont 
deux de ses valeurs. 

On opérera encore de même quand il s'agira d'exprimer les sub- 
stitutions des deux limites respectives, à effectuer dans une intégrale 
indéfinie obtenue, pour prendre ensuite la différence des deux résul- 
tats. Toutes les fois qu’une telle intégrale indéfinie se présentera sous 
une forme capable de laisser quelques doutes au sujet de la variable 
d'intégration, on fera figurer celle-ci à la place où s'inscrivent les va- 


e , [e] . , . . Q ’ 
leurs substituées. Par exemple, si U désigne, d’une manière abrégée, la 
Ï ) O ) le) , 
D" t=t5+T PR. 
. ,. , . s. E , a 4 o+ 
fonction / y dx, l'intégr ale f y dx s'indiquera par (U),_N , 
{= 


t=T) 
Se P T ’ , 2 , » 
au lieu de (U)°* . Le résultat d'une substitution unique, comme 
0 
t— t+T, serait marqué simplement par (U) 


U 


ir OU MÉMENPAE 
T0 


t=t,+T° 

Mais revenons à l'évaluation de la surface qu’enclôt la trajectoire 
d’un point; et supposons qu'on l’effectue par une division en bandes 
étroites parallèles non plus à l’axe des y, mais à l’axe des æ. Les rôles 
des x et des y seront changés; ce qui, abstraction faite du signe + 
ou —, conduira à l'expression (sin0) fx dy. Et comme alors le mou- 
vement du point mobile, supposé représenté toujours par les deux 
formules æ — f(t), y —v(4), a lieu en tournant dans le sens qui va 
des ordonnées positives (actuellement les x) vers les abscisses posi- 


tives (actuellement les y), les dy se comporteront comme faisaient, 
tout à l'heure, les dx changés de signe; en sorte que la valeur absolue 
de l’aire ne sera pas — (sin) f x dy, mais bien (siny) f xdy. En ajou- 
tant, si l’on veut, la moitié de cette nouvelle expression à la moitié 
de la précédente — (siny) f y dx, il viendra, en tout, la triple formule 


=to+T 
Aire — sinY 1 æ dy 
t=to 


(17) f EC ET ee t=to+T 
— —siny y dx = ed f (x dy — y dx). 


= . lt) 


On élimine de ces formules la considération du temps #, pour lui 
substituer, par exemple, celle de l'arc s décrit par le point mobile, en 
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supposant le mouvement uniforme et d’une vitesse égale à l'unité. 
Alors, si l’on compte à la fois les arcs et le temps à partir du point de 
départ du mobile, le temps # égale l’espace s, et les intégrations se 
font, par rapport à s, entre le limites s — 0, s —S, S désignant la lon- 
gueur totale du contour. 


284*. — Application à une orbite unicursale; aire du folium de Descartes. 


La méthode précédente conduit à de simples intégrations de diffé- 
rentielles rationnelles, entre limites faciles à fixer, quand l'orbite du 
point mobile est une courbe unicursale, puisque alors on peut prendre 
pour é la variable en fonction de laquelle s’évaluent rationnellement 
les coordonnées x et y. Il faut seulement avoir soin, quand la courbe 
forme plusieurs boucles, d'évaluer séparément l'aire contenue dans 
chacune d’elles; car, si le point décrivant, au lieu de passer de l’une 
à l’autre en contournant sans cesse la surface totale proposée, même 
au point multiple où sa largeur s’annule et où les boucles se joignent, 
l’y traverse au contraire, comme le lui impose ordinairement sa con- 
unuité de direction, les aires de deux boucles tracées consécutivement 
se trouveront affectées de signes différents dans les intégrales f xdy, 
— fydx; de sorte que celles-ci, évaluées pour l’ensemble, n’en re- 
présenteront que les sommes algébriques, excédents effectifs de cer- 
taines aires sur d’autres. 

Les formules deviennent particulièrement simples quand l'orbite 
est, ou du second degré, et rapportée à une origine en faisant partie, 
ou du troisième degré et pourvue d’un point double choisi lui-même 


comme origine. Dans ces deux cas, en effet, le rapport À peut servir 
de variable auxiliaire £ (p. 26); et comme, sous le signe f du dernier 
membre de (17), l'expression ædy — y dx est identique à ed? 
il vient 

to l 


(18) Aire — _. ad T = = f J(t} de. 


= 


Appliquons, par exemple, cette formule au folium de Descartes. 
C’est la courbe définie, en coordonnées rectangles, par l'équation 
+ p—(lV2)xy — 0, et qui, gardant cette équation (pareille en 
æ et y) après l'échange des deux coordonnées + et y dû à une demi- 
rotation de la courbe autour de la bissectrice de l’angle des æy posi- 
ufs, est évidemment symétrique par rapport à cette bissectrice. Aussi 
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l'adoption de celle-ci pour axe des abscisses, avec un axe des ordon- 
nées perpendiculaire, rend-elle aisée la construction de la courbe par 
points et l'étude des particularités de sa forme. Bornons-nous à faire, 
ici, y —1æ dans l'équation, symétrique en x et y. Il viendra immé- 
diatement, pour æ et y, 


St OL 

ÉLe PNA - NN V2 =. 
(9? V ane 4 V t—- d3 

Quand £ varie de zéro à , c’est-à-dire quand le rayon vecteur OM 

décrit l'angle xOy, ces deux expressions sont positives, finies, conti- 

nues et, de plus, nulles aux deux limites. Donc le point M y décrit 


M' ï, 
ae: 
/ 
148 
NZ M 
: . 


ND 


une boucle fermée ou feuille OMLM' (qui est, à proprement parler, 
le folium de Descartes), ayant pour longueur OL, suivant son axe, 


ta a to +e . 2 PE 
la valeur, Dde OM 1/70 227 HR pour linclinaison par- 


1e 
ticulière £ — 1 de OL. Quant aux inclinaisons { négatives, elles donnent 
respectivement, de {—oàt——1,etdeé — — 0 à t——1,les deux 


prolongements infinis OA et OA des deux arcs LMO, LM'O, avec 
passage brusque de l’un à l’autre, le long de leur asymptote commune 
normale à OL, à linstant £— — 1 où s’annule le dénominateur 1 + À 
des expressions (19) de x et y. 

Cela posé, évaluons l'aire de la feuille OMM'O. Nous n’aurons qu’à 
faire, dans le dernier membre de (18), siny=1, 4 —=0, T =, et à 


? 


mettre pour æ sa valeur (19). Il viendra successivement, par une in- 
tégration immédiate, 


1 2 9 5 La 

; ; t2 dt 17 =r0e 1 

(20)un Aire dus forum =? = r(——) = 
CCS SINTÉRMIUES o 

Donc la surface du folium de Descartes est le tiers du carré construit 

sur sa longueur comme côté. 
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285*. — Évaluation des secteurs plans; signification des cosinus et sinus 
hyperboliques d'un double secteur d'hyperbole équilatère. 


Quand un arc d’une courbe plane, unicursale ou non, n’a qu’un 
seul point sur chacun de ses rayons vecteurs 7 émanés de l’origine, 
il suffit de le concevoir parcouru par un point mobile (+, y), dans 


le sens suivant lequel grandit le rapport e — & qui définit la direc- 

tion du rayon r correspondant, pour que la dernière expression (18), 
oi 3 De 

savoir + Jzx?dt, représente, entre deux limites quelconques 


t—= to, 1—=t;, le secteur balayé par ce rayon variable r. En effet, 
si le point mobile, avant de décrire l’arc du secteur, est venu de l’ori- 
gine le long du rayon vecteur défini par {,, et qu'après le parcours 
du même arc il retourne à l’origine le long du rayon vecteur défini 
par 4, il aura contourné tout le secteur, dont l'aire sera par suite 
la somme 1 fx°dt prise pour tous les éléments du chemin ainsi 
parcouru; et comme, é se trouvant constant (ou le facteur d£ nul) le 
long des deux rayons vecteurs, aucun élément de l'intégrale ne sera 
fourni par ces première et troisième parties du trajet, il ne restera 
QUE NÉlémentsECOmpris entrer == ft; elite /,, savoir, en tout, 


À A 
a à a dt. 
DL 


0 


Supposons actuellement rectangles les coordonnées +, y. Alors 
l’abscisse + égalera la projection, sur l’axe des +, du rayon vecteur 7, 


V : 
et le rapport — — £ ne sera autre chose que la pente de ce dernier, ou 
W# 


la tangente de son azimut, angle fait par ce rayon vecteur avec l’axe 
des æ positifs. Si l’on appelle 0 cet angle, dont 7 pourra être censé, le 
long de l'arc, une fonction connue, il viendra par conséquent x — r cost, 


di =udtansie ; et, en appelant 0,, 0, les deux valeurs de l’azi- 


cos? 0 ? 
mut pour les deux valeurs extrêmes 4,, &, de £, on aura, au lieu de 
(18), l'expression, en coordonnées polaires, de l’aire du secteur, 
I j: 
(21) Aire du secteur — : Je r? d0. 
0 
C’est le résultat auquel on serait directement parvenu en observant 
que le secteur élémentaire compris entre deux rayons vecteurs con- 
sécutifs 7°, r + dr, inclinés l’un sur l’autre de 4, est assimilable au 
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: . US . JT À : 
triangle construit sur ces deux côtés, et dont l’aire > (Ts dr)sin(d0) 


ve ; I 
ne diffère elle-même de à r?d0 que dans un rapport insensible. La 


somme d’une infinité de secteurs élémentaires pareils se trouve donc 
bien exprimée par l'intégrale (21), pourvu qu’on leur attribue con- 
stamment le signe de d0, c’est-à-dire qu’on les compte positivement 
quand ils sont décrits par le rayon vecteur 7 dans le sens des azimuts 
croissants, négativement quand ils sont décrits dans le sens contraire. 
Et il est clair d’ailleurs que le rayon vecteur r peut y faire plus d’un 
tour, ou la variation totale 0, — 6, de l’azimut y dépasser 2 x, à la con- 
dition de compter, dans l'aire, une même partie du plan, autant de 
fois qu’elle aura été décrite. 

L'intégration, au second membre de (21), se fait immédiatement, 
non seulement dans le cas du secteur circulaire pour lequel on a 
r — const., mais dans une infinité d’autres, comme, par exemple, dans 
celui de Ja spirale logarithmique, où, r se trouvant de la forme e“f, la 
surface comprise depuis le point asymptote, qui correspond à 0 — — 
(si a est positif), jusqu'à un rayon vecteur quelconque r, sera 


() 2 
“ti e2aÙ 40 — 6299 EU TI 
SMS A 4 a 4 a 


Il faut remarquer spécialement, à ce point de vue, le cercle et l’hy- 


perbole équilatère, dont l'équation rapportée aux axes, a? Æ y?=—1 
(le demi-axe transverse étant choisi comme unité de longueur), per- 
mel d'y prendre, pour coordonnées æ et y de chaque point d’une 
branche partie de l’axe des abscisses positives, le cosinus et le sinus, 
soit naturels (dans le cercle), soit hyperboliques (dans l’hyperbole), 
d'une même quantité 5. Alors, en effet, le secteur compté à partir des 
.. REA . à . 
æ positifs, savoir - [ r?d0, s'exprime très simplement au moyen de 
0 
cette variable auxiliaire 5, qui est, à volonté, le long de la branche de 
courbe, croissante de zéro à æ et décroissante de zéro à — «. Ecrivons- 
G=0 
? A Nr . k I 
le, d’après la dernière expression (17) [ p. 58°], = [ (xdy — y dx); 
G=0 
et portons-y les valeurs dy = xdo, dx == y ds, résultant de ce que 
æ et y désignent soit coss et sins, soit cohs et siho. Il viendra 


(o (} 
I : . I (o 
5 # (x y?) do, c'est-à-dire “ jf ps 0 Doncledouble dusecteur, 
0 0 


savoir, l’aire comprise entre la courbe, l’axe transverse toutentier et un 
rayon vecteur prolongé de part et d’autre du centre, n’est autre chose 
que la variable auxiliaire 5; ce qu'on savait déjà pour le cercle, où s 
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se réduit à l’are même, 6, dont le cosinus et le sinus sont, par défini- 
tion, les coordonnées æ et y de son extrémité; mais ce qui, dans le 
cas de la branche considérée d’hyperbole équilatère, montre que les 
coordonnées æ, y y sont de même les cosinus et sinus hyperboliques 
du double secteur correspondant 5. 

L'hyperbole équilatère présente donc une analogie analytique pro- 
fonde avec le cercle, sinon dans les arcs, du moins dans les secteurs, 
malgré la disparité des formes; et, grâce à cette analogie, les fonctions 
coh, sih trouvent, comme on voit, dans l'hyperbole équilatère, une re- 
présentation géométrique simple, celle qui leur a justement valu le 
nom de fonctions hyperboliques. L’analogie s'étend d’ailleurs à la 
fonction tahs, devenue, semblablement à la tangente naturelle dans 


le cercle, la pente = du rayon vecteur r déterminant le double secteur © 
T 


d'hyperbole. 


289*. — Courbe plane dont les arcs sont proportionnels aux surfaces 
qu'ils limitent au-dessus de l'axe des abscisses; rectification de la 
chaïnette. | 


En rapprochant les deux applications que nous avons faites des in- 
tégrales définies aux courbes planes rapportées à des axes rectangu- 


v4 
laires, savoir, d’une part, le calcul de la surface {1 y dæ comprise entre 
«a 


ces courbes, l’axe des +, une ordonnée fixe d’abscisse «& et une ordonnée 
mobile d’abscisse æ, d'autre part, l'évaluation de l'arc correspondant 


"4 
fo Vi+ y"? dx, on peut se demander pour quelle courbe les deux 
« 


intégrations n'en feraient qu'une, les aires y étant sans cesse propor- 
tionnelles aux arcs. Comme, d’ailleurs, le coefficient de cette propor- 
tionnalité variera de zéro à l'infini suivant l’unité de longueur adoptée 
(vu que la mesure d’une même ligne est en raison inverse de la gran- 
deur de l’unité et l’aire d’une même surface en raison inverse du 
carré de cette grandeur), le rapport constant de l’aire à l’arc devien- 
dra 1 par un choix convenable de l'unité dont il s’agit : et l’on 
pourra de plus rendre positif, s’il ne l’est pas, ce rapport, en renversant 
le sens de l’axe des y; ce qui laissera invariable l'expression de l’arc, 


XX 
mais changera le signe des y ou celui de 1 ydæ. Ainsi la courbe 


«a 


cherchée devra être telle, que l’aire et l'arc, nuls initialement ou pour 
æ = a, Soient constamment égaux, c’est-à-dire y croissent de diffé- 


rentielles ydx et Vr + y'?dx sans cesse pareilles. 
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En d’autres termes, l'équation de la courbe donnera identiquement 


y =Vi+ y? et, par suite, y?=1+ 7"? ou encore, par la différentia- 
tion des deux membres, yy'—y'7y". Gette dernière équation, écrite 
y'(y"— 7)= 0, exige que l’on prenne soit y/=— 0, soit y”= y. Or po- 


ser y'— 0, c’est attribuer à y une valeur constante, que l'équation du 


LA 


problème, y =V1-+ y", astreint même à égaler l'unité : la courbe 
n’est donc autre, alors, que la parallèle y — 1 à l’axe des abscisses me- 
née à la distance r de cet axe, parallèle pour laquelle la surface 


TL 
J ydæ, rectangle de hauteur 1, égale bien l'arc correspondant, qui 
« 


est une de ses bases. 

D'autre part, nous savons (t. 1, p. 84") qu’on satisfait à la seconde 
alternative, c’est-à-dire à l'équation y”— y, par une expression de Îa 
forme y — c cohx + c;sihx, c et c; désignant deux constantes arbi- 
traires. Portons cette valeur de y, avec celle de y’ qui s’en déduit, sa- 
voir y/—csihzx + c;cohx, dansl’équation y? = 1 + y"? ou y — y?=1, 
et, en nous souvenant que la différence entre les carrés d’un cosinus 
hyperbolique et du sinus hyperbolique vaut l’unité, nous aurons 
c'— ci —1. Comme il existe des sinus hyperboliques de toutes les 
grandeurs, depuis —o jusqu’à oo, on peut poser c, —sihC; d’où 


c—=+yi+e—""+cohC,'et aussi 
y ou :ccohæ Hcisihæ = —={cohGcohz=ÆsihCsibr)= cons 


En se bornant à désigner par — C la constante arbitraire + CG, on 
aura donc y = + coh(x— C), et, par suite, y'=Æ sih(x — C). Enfin 


l'équation propre du problème, y — V1 + y'?, devenue 


Æ coh(æ— C}=Vÿ1+ sih2(xæ — G)= coh(æ — C), 


ne sera vérifiée que si l’on adopte les signes supérieurs, c’est-à-dire 


par la valeur y — coh(x —C). 

Ainsi les courbes répondant à la question sont les diverses positions 
que prend la courbe y — cohx, symétrique par rapport à l’axe des y, 
quand on la déplace de quantités arbitraires C parallèlement aux x. 
Il est clair qu’elle a pour enveloppe, dans ce mouvement, la droite y=1 
décrite par son sommet ou point à ordonnée minima y —1, droite qui 
constituait la première solution du problème posé. 

Cette courbe, représentée par l'équation y —cohx, a reçu le nom 
de chainette, parce qu’elle figure la forme d'équilibre d’un fil flexible 


2 
homogène, pesant, fixé à ses deux extrémités. L'arc s — il Vi+7'?dx, 
20 
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compté à partir du sommet, y égale donc l’aire 


4 yaz= | cohæx dx = sih >; 
0 0 


et, comme sihæ = V/coh?x —1=+4#/y?—1, il y existe, entre l'arc 


et l’'ordonnée, la relation simple s —+Vy?—1, ou 
(33) Verser. 


C'est dire que, dans la chainette, le carré de l’ordonnée dépasse d’une 
quantité constante le carré de l’arc. 


290*. — Rectification d'une courbe rapportée à des coordonnées po- 
laires; application à la spirale logarithmique et à la loxodromie. 


L'emploi des coordonnées polaires se trouve tout naturellement in- 
diqué dans l’étude de certaines courbes planes ou gauches, surtout 
de celles qui coupent sous des angles régis par des lois simples les 
rayons vecteurs émanés de l’origine; etil y a lieu de voir comment s'y 
évalueront les arcs. 

Pour embrasser la question dans toute son étendue, supposons la 
courbe proposée AB située d’une manière quelconque dans l’espace, 


Fig. 45. 


et chacun de ses points, tels que M, défini (t. 1, p. 94°) par son rayon 


vecteur OM=r, par sa hauteur angulaire 9 = mOM, angle (variable 


entré :) de ce rayon vecteur avec sa projection Om sur un plan 
2 


horizontal xOy, enfin, par son azimut Ô— xOm, angle fait avec 
l'axe horizontal fixe O x par cette projection Om, et qui peut varier 
de — co à + «© quand le point M se déplace autour de laxe vertical 


ee 


B. — II. Partie complementaire. 5 


4) 


Le 
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Oz. Les deux équations caractéristiques de la courbe, entre 7', o et0, 
détermineront deux de ces coordonnées, en fonction de la troisième 
prise pour variable indépendante. 

Cela posé, un élément d’are MM'— ds sera la diagonale d’un paral- 
lélépipède rectangle à faces, les unes, planes, les autres, infiniment 
peu courbes, qui appartiendront aux surfaces 0 — const., ® = const. 
et r — const., se croisant, trois en M, et trois en M’. En M, la sur- 
face 0 — const. sera le plän mOMG:z, la surface w — const., un cône 
circulaire décrit autour de l’axe Oz avec OM pour génératrice et cou- 
pant le plan 6 — const. suivant cette génératrice OME; enfin, la surface 
r — const. sera une sphère ayant son centre en O, avec OM ou 7 pour 


rayon; et elle coupera le plan 8 — const. suivant MG, le cône sui- 
vant l'arc circulaire horizontal MF, projeté parallèlement en m/f. 
Les trois arêtes ME, MF, MG mutuellement rectangulaires, ainsi pro- 
duites, seront d’ailleurs limitées en E, F, G par les surfaces analogues 
r — const., 0 — const., o — const. menées en M'; et, si l’on appelle 
dr, dô, do les trois accroissements respectifs de 7,0, entre M et M, 
savoir, pour r',la différence OM'— OM ou OE — OM — + ME, pour 0, 
la différence xOf—xOm—tmOñf, et pour v, la différence 
fOM'— mOM ou mOG—mOM —+#+MOG, l’on aura, en valeur 


absolue, 


MÉ=Wr, MF ou mf = Om x dô = rcosv db, MG = r x MOG = rdo. 


Enfin, la diagonale MM’ du parallélépipède MEFGM/, dont la forme 
diffère infiniment peu de celle d’un parallélépipède rectangle à faces 
planes, vaudra, à des infiniment petits près d'ordre supérieur et re- 
lativement négligeables, la racine carrée de la somme des carrés des 
trois arêtes ME, MF, MG. Comme elle exprime l’élément ds de l’are 
de courbe, il vient donc 


ds = Vdr?-- r? cos? 0 d02—+ r? do?2. 


PR 
© 
Qt 

er 


Telle est l'expression qu'il faudra, pour rectifier l'arc AB, intégrer 
entre des limites données, après substitution, à deux des trois variables 
r, 0, o et à leurs différentielles, des valeurs fournies par les équations 
de la courbe en fonction de la troisième variable, seule indépendante, 
et de sa différentielle. 

Quand la courbe est plane, on peut supposer 6 — 0; ce qui donne 


simplement ds —Vdr?+ r?d0?, comme on sait (t. I, p. 201*). Quand 
elle est sphérique, ou que tous ses points se trouvent à égale distance 
du centre O choisi pour origine, une de ses équations, en adoptant 
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cette distance comme unité de longueur, est r —1; et, si l’on prend, 
par exemple, l’autre équation de la courbe sous la forme 6= f(o), 
l'expression de l’arc, entre deux hauteurs angulaires données 0,, ©, 


® RSS 
PR S 2 1 Vi+ f'(9)?cos?o de. 
. à Po + L2 . L 
lraitons directement un exemple simple de ce dernier cas, fourni 


par la loxodromie. On appelle ainsi la trajectoire d’un navire qui, sur 
la surface de l'Océan (supposée sphérique), coupe successivement sous 
un même angle tous les cercles méridiens. Alors, Oz étant la ligne 
des pôles et le plan xO y celui de léquateur, l’azimut 6 devient la 
longitude et, la hauteur », la latitude. Supposons la courbe parcou- 
rue de manière que © grandisse, et appelons V l'angle constant que 
fait sa direction en un point quelconque avec l’arc de méridien mené 
à partir de ce point du côté des latitudes + croissantes, cet angle étant 
positif ou négatif suivant que la longitude 0 grandit ou décroît. Comme 
on aura 7 — 1 ou, sur la figure ci-dessus, ME — 0, le parallélépipède 
MEFGM' se réduira au rectangle construit sur les deux arêtes 
MF — = coso dû, MG — do; et l'élément MM' ou ds, devenu la diago- 
nale de ce rectangle, fera l’angle V avec la méridienne MG et l'angle 


eus 


— V avec l'arc de parallèle (+ MF), mené du côté des longitudes 0 


croissantes. On aura donc 


(36) MF ou coso d = MGtang V = tang V.do, MG ou do — ds cos V. 


_ : do HT 
La première de ces relations donne dû —(tang V) ——; et, en inté- 
COS 


grant dans l'hypothèse qu’on ait fait passer le premier méridien 0 — o 
par le point où la loxodromie coupe l’équateur, c’est-à-dire de ma- 
nière à annuler 0 pour & — 0, il vient l'équation finie de la courbe en 
Vietie 


F do (TT (do) 
27) 0 — (tang V fe = tangV logtang (= 2). 
(37) ( e) por COS ® le) D e) Ted 
I 
cos V 


el, par suite, si l’on intègre ds depuis la latitude la plus basse pos- 


Quant à la seconde relation (36), elle équivaut à poser ds — 


do ; 
D; 


; T tue : : : ? À 
sible © — — si c’est-à-dire en faisant partir la loxodomie du pôle si- 


tué sur l’axe des z négatifs, jusqu’au point quelconque dont la lati- 
tude est v, l’on aura 


» D} T (de) 
FA nv et la te) 
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La longueur totale S de la loxodromie, d’un pôle de la sphère à 


T 


cos V 
T 


l’autre, s’obti fai — 2: elle est it Ste 
autre, s obtient en faisant o — set elle est, comme on voit, > — - 


quantité finie tant que V ne devient pas infiniment voisin de Æ -, 
2 


cas limite où la loxodromie comprend successivement tous les para l- 
lèles. Mais, sauf l’autre cas simple où, par l'annulation de V, S atteint 


LE . . T 
son minimum + longueur d’un demi-grand cercle, cet arc fini à 
5) 


décrit une infinité de spires autour de chaque pôle, qui est ainsi un 
point asymptote (1. I, p. 203"). En effet, pour les valeurs de © voisines 
de la limite, soit inférieure, — 2 soit supérieure, + = la formule 
(35) fait, respectivement, ou décroître 8 vers — , ou croître 6 vers 
+ co. 

Imaginons que l’on prenne la perspective de la loxodromie sur le 
plan æO y de l'équateur, l'œil de l'observateur étant placé au pôle si- 
tué du côté des z positifs. Toutes les figures tracées sur la sphère se 
projetteront stéréographiquement sur le tableau +0 y sans altération 
des angles de leurs parties infinitésimales (t. [, p. 278"); et, comme, 
de plus, les méridiens de la sphère deviendront évidemment, sur le 
plan +0 y, les rayons vecteurs émanés de l’origine, la perspective de 
la loxodromie sera une courbe plane coupant tous ces rayons vecteurs 
sous l'angle V, c’est-à-dire une spirale logarithmique décrite autour 
de l’origine O comme pôle avec son rayon vecteur (d’ailleurs égal à 1 
pour Ê — o) exprimé par efttY (t. I, p. 204"). 

Le point de départ 6 —— = de la loxodromie se projettera sur ce 


pôle O, et, ne se trouvant pas rejeté à l'infini, conservera sur l’image 
son rôle de point asymptote. Mais les spires de la loxodromie de plus 


. A orne TEA 4 ; 
en plus voisines de la seconde extrémité 6 == -, où est l'œil, se dessi- 
2 


neront sur æ0 y de plus en plus loin du point O, avec une amplifica- 
tion indéfiniment croissante; de sorte que cette seconde extrémité 
perdra sur l'image son caractère de point asymptote et même n’y 
figurera pas, rejeté qu'il sera à l'infini. 

Cela posé, si l’on observe que chaque triangle rectangle infinitési- 
mal ayant, sur la sphère, pour hypoténuse un élément ds de loxodro- 
mie et pour un de ses autres côtés l'élément correspondant de de mé- 
ridien, avec V pour angle compris, garde sa forme, dans sa perspec- 
uve sur le plan æO y où ds devient un élément de la spirale et de un 
élément dr de son rayon vecteur, il sera évident que l’arc élémentaire 
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de spirale logarithmique se trouve, comparativement à l'accroissement 
correspondant dr de sa distance 7 au pôle O, dans le même rapport 


constant 


I \ | 2 | 
po VAL LL ds et de sur la sphère; et il en résultera encore de 
S / 
même, pour l'arc: total de spirale logarithmique, compté à partir du 
- C’est 


r 


cos V 


pôle O jusqu’au point qui en est distant de 7, la longueur 


FR 
bien, en effet, ce que donnera la formule générale s 1 Vdr?+ r?df?, 
r=0 


relative aux courbes planes, si l'on y porte la valeur eV de 7 avec 
l'expression corrélative, (cotV) eco 0, de dr; car il viendra (cot V 
étant supposé positif, pour fixer les idées) 


ef cotV id eŸ cotV r 


HET 
rer ll 
5 — t2V — 1 6 coiV gb — — Le — _ ! 
Je co me sin V (Er CR COS ER EL CUS 


COMPLÉMENT A LA VINGI-SEPTIÈME LEÇON. 


AIRE DE L'ELLIPSOIDE; ÉVALUATION DES VOLUMES ET DES SUR- 
FACES COURBES EN COORDONNÉES POLAIRES. 


301*. — Division d'une surface en bandes de pente uniforme; 
aire de l’ellipsoide. 


Les courbes d’une surface propres à la diviser en bandes élémen- 
taires d’une sommation facile ne sont pas toujours ses intersections 
par des plans, comme ceux, æ — const., qui nous ont servi à cet effet. 
Si, par exemple, la surface continue proposée a, sur tout son contour, 
la même pente tangy, relativement au plan des xy ou à un élément 
superficiel central, supposés horizontaux, il y aura avantage à intro- 
duire soit tang y, soit une de ses fonctions, comme variable d’intégra- 
tion; car alors cette variable, que j'appellerai £, aura la même valeur 
sur tout le contour, de sorte que l’équation de celui-ci, devenue 
t— const., se trouvera aussi simple que possible. Et c’est, naturelle- 
ment par la famille de lignes £ — const. que se fera le partage, en 


; ! de I : 
bandes, de l’aire proposée. Choisissons pour £ le facteur ——, qui 
? COS Y ; 


multiplié par la projection horizontale d’un élément superficiel quel- 
conque, donne cet élément, circonstance indiquant bien qu'il doit jouer 
dans la question un rôle important; et divisons ainsi la surface au 
moyen des courbes £ — const. le long desquelles la déclivité est la 
même, courbes concentriques, dont la plus intérieure, pour { —1, se 
réduit au point où la normale est verticale, tandis que la plus exté- 
rieure à considérer correspond, si l’aire proposée atteint cette limite, 
aux éléments verticaux de la surface, c’est-à-dire à ceux où l’on a 
tangy —co, cosy — 0, { —æ. Appelons À la fonction de £ expri- 
mant l'aire qu’elles entourent, vues en projection sur le plan hori- 
zontal des æy. Il est clair que la bande comprise entre les deux 
courbes définies par les deux valeurs voisines #, € + dt du paramètre, 
aura pour projection horizontale la différentielle ZA de cette fonction, 
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et, comme sa pente sera uniforme, son aire elle-même, dans l’espace, 
égalera {dA. Il viendra donc, en définitive, pour l'aire de la surface 
jusqu’à ses éléments de pente infinie, 


t= 


(20) Aire a tdA. 
t=1 | 
re te æ? 17% 23? : 
Prenons comme exemple l’ellipsoïde Fa pa 5 OUI AND 


pose a b=-c, et soit à évaluer toute sa moitié située d’un même 
côté du plan des æy. Pour simplifier certaines formules, j'aurai à in- 
troduire les excentricités, que j'appellerai respectivement e et ke 
(avec Æ 1), des deux ellipses d’intersection de la surface par les plans 
des zx et des zy. Je poserai donc 


2 2 2 
F (£E 


c? C 
; EL AE EE Ste LEE MR EE PRIE EE 
(21) CAS ace à nee FT e ou PAT REX pa 


et l'équation de l’ellipsoïde, multipliée par c?, s’écrira 
(22) (i— e2)x?+(1— kte?)y2+ 22 = c2. 


Les cosinus des angles de la normale avec les axes étant entre eux 
comme les demi-dérivées partielles (1 — e?)æ, (1— Æe)y, x du pre- 
mier membre en æ, y, z, l'inverse £ du troisième (cosy) vaudra le 


quotient de W/(1—e)?x?+(1— #?e?)y?+ 3? par z. Ainsi l’on aura, 
comme formule reliant £ à æ, y, z, 


A D 0 ol pm 0 1 ol 0) ER 


et, en ajoutant à celle-ci, pour en éliminer 4, la précédente (22) mul- 
üpliée par £— 1, il viendra l’équation de la projection horizontale 
des courbes £ — const. : 


(23) Gr ee) A r'e = Re)yt= (PP — +). 
Ces courbes, sur le Hennee des sr sont, Comme on Ave des ellipses 


truite 
avant pour demi-axes ES = c’est- 
vaut Ve pe Ve re 


= 
ré 


É2— 1 
à-dire & x — 5» D / er et OUT surface, 


rab(t?—1) 
V(E2— e2 \E—7 e) 


(24) A 
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La formule (20) devient, par suite, 
au —1 
(25) Aire du demi-ellipsoïde — rab f' td (1). 
e/{—1 V(E— e2)(42— ke?) 

L'intégrale qui figure au second membre représente donc le rapport 
de l’aire cherchée du demi-ellipsoïde à sa projection horizontale tab. 
On voit que, dans le cas particulier d'une demi-sphère, où e —0, 
elle se réduit à 


{= (= 
2 —1 — 1 ut —1\° 
frere) a 
LE A Fa 12 : A AS 


c'est-à-dire à la valeur simple 2, déjà trouvée (p. 130). Mais il nousreste 
à l'obtenir quels que soient e et Æ (entre zéro et r). 
Une intégration par Us donnera d’abord 


LITE VO ne ke?) 


| M t(t2— 1) (42 — 1) dt 
V(E2— e2)(42— Ke?) Vtt2— e2)(t2— ke?) 
Essayons maintenant de réduire le dernier terme aux intégrales 
E, F de Legendre, définies plus haut [p. 34”, form. (44)] sous leur 
forme canonique, et, pour cela, effectuons en premier lieu, sur le se- 
cond membre de (26), une transformation propre à y remplacer le ra- 
dical V(#— e?)(2— ke?) par un autre, W(1— u?)(1— Æ?w?), qui 
paraît dans cette forme canonique. On y parvient en posant simple- 


(af 


e ° 1 « 
ment É— +) de manière que {?— e? et {?— k?e? acquièrent les fac- 


teurs, qu'on veut mettre à leur place, 1 — u? et 1 — A?u?. Grâce à 


e du 
- } le second membre de 


cette substitution de . à £ (d'où dt — — 
(26) devient 
I e? — u? otre (e2— u?)du 


(27) a + - 
EU Y(i— u2)(1— Au?) €] u?ÿ(1—u?)(1— k2u?) 


Or, dans (27), le A terme se dédouble immédiatement en deux, 


l , 
dont le second est — - = » et dont le premier, 
Va—u)(i—Æ2u?) 


(') On doit à M. Catalan (Journal de Liouville, t. IV, 1839) cette élégante et 
immédiate réduction de l’aire de l’ellipsoïde à une intégrale simple, par décom- 
position en zones élémentaires de pente uniforme. Legendre, auparavant, était 
arrivé au même résultat, mais par des transformations compliquées. 


(1— e2)F(X, arcsine)+ e?E(k, 
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ef par l'application de la formule (32) du 
u? ÿ(i1— u?)(1 — k?u?) 


n° 252" (p. 29°), donne lui-même la somme de deux termes, 


2 
7e u? du 6 Vu) Fu). 
V u 


1—u?)(1—/A?2u?) 


» 


Enfin, la relation (26), en réduisant ce dernier terme avec le premier 
de (27), devient en 


AT 

fe ee Re) 

u 1—e2—kK?2e2(1 — nu?) 1) (Æ2e?u?—1)du 
Te] 


Er (—u)(— Au) 


€ W(i1—u?)(1— Au?) 


(28) ic 
| 


Pour avoir la surface entière du demi-ellipsoïde ou plutôt, d’après 
(25), son rapport à l’ellipse de base rab qui est sa projection hori- 
zontale, 1l faudra prendre le premier membre de (28) entre les limites 
t—= 1, ét — 0, ou, le second, entre les limites uw = e, u —0. Il viendra 
donc 


Tr ab 
| OS Ce oi ve A Le A em 1e (1— ke?u?\du 
= SR Le £ 
e Vu—w)r—/Æu) 1) Co Va—=ui)(i —Æ2u?) 


Ici, le premier terme du second membre s’annule à la limite inférieure 


| Aire du demi-ellipsoïde 


(29) 


' = c? ‘ . : ire 
et vaut V(1— e?)(1— A?e?) ou — à la limite supérieure. Quant au 


ab 
dernier terme, vu les expressions canoniques [p. 34", form. (44)] 
du 6 (1— Æ2u?)du 


des deux intégrales 


Gb 
o V(i—u?)(1— Æu?) : , vVa— F4 Sa a), 


de Legendre F(#, Pet E(k, arcsine), il n’est autre chose que 


arcsine . . 
}!"Aïnsi la formule (29) donne 
(2 


en définitive, pour la demi-aire de PAS ayant respectivement 


les demr-axes 4 ————— DE et c, l'expression 
Vi—e? Vie — k2e? : 
| Demi-aire de l’ellipsoïde 
e2E(k, arcsine)+(r—e?) F(X, arcsine) 
e 


(30) 


| — mc? rab 
\ 


Les fonctions E, F y dégénèrent en d’autres plus simples (p. 48°) 
dans les deux cas extrêmes £ — 0, £ — 1, qui sont respectivement ceux 


pr RL to 
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d’un ellipsoïde de révolution autour de son grand axe 2 a et autour de 
son petit axe 2c. Il vient, en effet, pour À — 0, 


: 1 eÿ 
E—F=—arcsne=e+- +... (p. 82), 
D, 009 
et, pour k — 1; 
; I I+—e e eè 
E=e F= -1l0$ =) ri ep D O8 
6 D TEST es PU 3 (Papi 


Mais il est particulièrement intéressant de voir à quoi se réduit le 
second membre de (30) quand les deux excentricités e, ke sont assez 
faibles pour qu’on puisse négliger la quatrième puissance de e devant 
l'unité, ou la cinquième puissance de e dans le numérateur de la der- 
nière partie de (30). Alors, en posant arc sine — +, les expressions (25) 
(p. 84) de F et de E, réductibles à leurs deux premiers termes, de- 
viennent, par la substitution permise de w à sine dans les seconds, 


I 
6 


3 
LEE 


Ol + 


[ zo NE ; : - 
o (: += ee), c'est-à-dire e (: + ke) après qu'on y à MIS 
/ 


I . = . 
e+ se pour arcsine. Et le second membre de (30), si l’on remplace, 


1e I D 
en outre, a, b par ci1+-e},c(1+- &e ), sera finalement 
2 2 
\ 


a+b+c 
EE 
rayon égal à la moyenne arithmétique des trois demi-axes @, b, c. 
Donc un ellipsoïde peu excentrique a, très sensiblement, méme sur- 
face totale qu'une sphère dont le rayon R est la moyenne arithmé- 
tique de ses trois demi-axes. 
À une approximation plus élevée où l’on tient compte, dans le se- 
cond membre de (30), des termes de l’ordre de e*, cette valeur de R doit 
ètre remplacée par les quatre cinquièmes de la même moyenne arithmé- 


2 To 1 ,o + c A L 
2RC(1+se+z Kèe? }e ce qui, vu les mêmes valeurs approchées 
d 


2 
de a et b, revient à 27 ) » demi-surface d’une sphère d’un 


tique plus un cinquième de la moyenne géométrique des trois demi-axes. 
On le reconnaît en procédant comme on l’a fait au n° 288 (p.111) pour 
la rectification approchée de l’ellipse : le mieux, au point de vue de la 
brièveté des calculs, est d'y employer le développement direct en 
série, suivant les puissances de e, de l'intégrale figurant dans le der- 
nier terme de (29), au lieu d’y recourir à ceux des fonctions E, F et 
à la formule (30) (t). * 


(*) Je crois utile de donner ici ce calcul approché du rayon R d’une sphère 
équivalente en surface à un ellipsoïde, dans le cas d’excentricités e, ke assez pe- 
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302*. — Évaluation des volumes et des aires courbes en coordonnées 
polaires. 


Certaines sommations, dont la Lecon prochaine offrira (n° 308*) 
un important exemple, conduisent à l'emploi des coordonnées polaires 


tites. Pour simplifier les formules, choisissons le demi petit axe c comme unité 
de longueur, et posons, par conséquent, 


KR ET 
(x) a={i—e)?, b=(i—ke)?, c—1. 


os ab f° (1—kew)du 
D’après (29), l’aire de l’ellipsoïde sera 27 +27 ef { ) — ; et, 
ÉJo V(i—w)(1—k'u) 
en l’égalant à 4TR° après y avoir remplacé a, b par leurs valeurs (x), on aura 


aisément 


I I ERA eu du 
Foi rR- re — fe | 
\ 7 CV ANR er NV} (= Eu) 


Développons-y par la formule du binôme, suivant les puissances de w?, la fonc- 
ton sous le signe f. il viendra, en prenant pour la seconde partie du binôme la 
quantité — (1-- À?) u? + /2u, dont on développera les puissances successives jus- 
qu'aux termes qui sont, par exemple, de l’ordre de e° ou de wf inclusivement, 


/ er 

| es ou [r1—(1+ kA)u+ k?u:] 2 
Vu) Riu) 

{ 


re 72 3+2k2+ 3ks Hey RTE 
— 1° = 


7 4 Da: 2 6 _; 
HAE ë u* + TG ({i+ Æ)us+. 


après quoi l’on trouvera 
1— eu 


= — (lestermesci-dessus) —k?e?u? — ë (i+k)eui—...…. 
Ute—=w)(i Au) . 


Par suite, l’intégrale qui figure sous le radical de (8) a, tous calculs faits, la 
valeur 


IHA g—344+ogkt 25 — 66k2+ 25Kk* 
CINE S CHER - €’ 
(o 120 560 


(1- éje+...|, 


et son quotient par 26/(1—e)(1— k’e), ou son produit par 


D: fe EPA 
PA EE de 2 00 ts ol: SCA 


MT Mel NS ST Le EE 
“lues e- ë + TG (1+— A )es- I 
est 
I AR RE APE ER 2 a Ê Aa 
(y) “M 3 e° + <E eE +2 Des Cu NE le Re 


La relation (8) devient donc, après addition de + à (y) et extraction de la 
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0, ©, r (azimut, hauteur angulaire et rayon vecteur) dans le calcul 
des volumes, parfois même dans celui des aires qui les limitent. Les 
valeurs des coordonnées rectilignes précédentes æ, y, z, en fonction 
de celles-ci, 0, ©, r, sont, comme on sait (t. I, p. 94°), 


æ = r cosy cos, y =rcosvsinb, s=TSingEs 


racine carrée (encore par la formule du binôme), 


TE 43 Look! 13%: h2g— 1310 À? + 14929 K£ 
RE reg AIR ÉRIC, ROUTE SRE 
6 360 15120 


Or, d’une part, la moyenne arithmétique <(a+b+c) des demi-axes, ou 
=1 2 
3 (1—e) 2+(1— Xe) +4 est, de même, 


ee GET, RP AR ANNE ER ES RE ; 
5 3 LS 6 8 48 ti CA 


1 
Là ’ . 3 Fe Near 
d'autre part, la moyenne géométrique abc, ou [1— (1 Æ?)e?+ ke‘] 6, a pour 
développement analogue 


Bye | DA 007 Ha ES OP ARS ISES +: } 
(E) Vabc =1+ À ARR à e +7 TT (+ R)es+...; 
et la formule (ô) devient aisément 
! b + —- — 12 Y—K 
: ed 10 on 6) C _ L3/ ; 2(7 ) 2 Cfa. 
nu ps 3 À 5 Vabc x 11340 (1 î k)e Doit 


C’est donc avec une erreur de l’ordre de ef que le rayon R de la sphère équiva- 
lente en surface à l’ellipsoïde s'exprime lincéairement par les deux moyennes 
arithmétique et géométrique des demi-axes @, b, c. Ainsi, la formule approchée 


(8) Het RIRE Ver 


est moins exacte, pour les petites valeurs de e, que [a formule analogue (32) [p. 112], 
a + b 


\ 


c'est-à-dire 2R = 3 — ÿab, propre à donner le contour de l’ellipse par 


celui d’une circonférence 2+R, et dont l’erreur atteint seulement l’ordre de e*. 
Il est dès lors naturel que cette formule (6) soit plus inexacte aussi pour les 
fortes valeurs de e. Quelques calculs numériques, faits dans les hypothèses ex- 
trêmes b —1c, d = a, c'est-à-dire 4 — 0, K= 1, l'ont effectivement démontre 
Pour Æ — o (ellipsoïde de révolution allonge), la formule (6) donne des résultats 
approchés par excès, conformément à l'indication alors fournie (tant que e est 
assez petit) par le signe du dernier terme écrit de (n ): l'erreur relative, sur R, y at- 
teint + quand e — sin 75°— 0,9659, + quand e — sin6o°— 0,8660, enfin, seule- 
ment 55, environ quand e — sin45°— 0,7071. Pour X — 71 (ellipsoïde de révolu- 
tion aplati), la même formule (6) se trouve approchée par défaut, comme 
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et, portées dans l'équation de la surface qui entoure le volume, elles 
la changent en une relation entre 0, +, r, déterminant, pour chaque 
nappe, la grandeur positive r du rayon vecteur en fonction de sa di- 
rection, définie par les deux angles 0 etv. Voyons comment, au moyen 
de cette relation, pourront s'exprimer le volume considéré et l'aire 
qui le limite. 

Bornons-nous, pour abréger, au cas simple où il y a ainsi, suivant 
chaque droite émanée de l’origine, un rayon vecteur r — f(0, e)etun 
seul. Alors 0, © étant les deux variables indépendantes, menons les 
plans 0 — const., qui se croisent suivant l'axe polaire Oz (p. 65", 
fig. 43) et les cônes circulaires © — const., décrits autour de cet axe, 
avec leur sommet au pôle O. Les uns et les autres décomposeront évi- 
demment tout l’espace en angles solides infiniment aigus, coupés par 
les sphères r — const. suivant des rectangles légèrement curvilignes 
pareils à celui dont deux côtés (sur la même figure de la p. 65*) sont 
ME — 7 cose dû et MG — 7 do. Il est clair que les portions de ces 
angles solides limitées par la surface constitueront des sortes de sec- 
teurs infiniment effilés, ou de pyramides obliques, dont on pourra, 
sans modifier leur volume dans un rapport appréciable, rendre la 
base sensiblement normale aux arêtes latérales, en les transformant 
en pyramides quadrangulaires droites. 

Si, par exemple, M est un point de la surface du corps, le secteur 
qui aura deux de ses faces de longueur finie suivant OMF, OMG, et 
les deux autres suivant OGM, OFM, pourra n'être pas distingué de la 
pyramide droite comprise entre les mêmes faces et une base tangente 
en M à la sphère contenant les arcs MF, MG, base dont l'aire différera 
infiniment peu de MF x< MG. Le volume du secteur élémentaire con- 


sidéré sera donc : ME x MG x OM — 5 r$coso dô do. 


Quant au fragment presque plan de la surface limite qui se trouve 
compris dans le même angle solide, il est clair que ce sera, à fort peu 
près, un parallélogramme ayant sa projection, sur le plan tangent 


l’indique encore le dernier terme écrit de (n), alors égal et contraire à ce qu’il 
, + LEE AUTRE : CE ne WE FE EC if: 
était pour Æ = 0 : l'erreur relative y est d’ailleurs quand e == sin75°, -- quand 
IQ Co) 1 = CT 0 
e — sin6o° et —— environ quand e = sin/5°. | 
On voit que la formule approchée (0) n’entrainera pas une erreur en plus ou 
en moins supérieure aux 0,002 environ du résultat, sur l'aire 4x R° de l’ellip- 
soïde, quand l’excentricité maxima e ne dépassera pas sin45°, ou quand le rap- 


a — 1. 
: . à 3 A ? el: É 
port ÿr—e du plus petit axe au plus grand axe excédera + c'est-à-dire 7 


environ. 
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dont il s’agit (ou mené en M aux arcs MF, MG), réductible à la base 
MF x MG — r?cos0 dû de de la pyramide droite; de sorte que, si l’on 
appelle à l'angle aigu que forme la normale à la surface, en M, urée vers 
le dehors, avec le prolongement du rayon vecteur OM — 7, l'élément 
de surface courbe compris dans l'angle solide admettra l'expression 
r2coso dû do 6 : . 
——17 7. On aura d’ailleurs, pour déterminer cet angle, à, d'une 

cos 0 \ 
normale dont les cosinus directeurs ont été appelés cos, cosf, cos +, 


. “A 
avec un rayon vecteur pour lequel les cosinus analogues sont D 
F 


=; où cose cosô, cose sin6, sine, la formule 
V 4 


COSÈ — cos a cosv cos Ô + cos $ cosv sinô + cosy sinv, 


dans laquelle cosa, cosf, cosy, après avoir été exprimés, comme on 
sait le faire, au moyen des coordonnées x, y, 5, deviendront, par l’éli- 
mination de celles-ci et même de 7 — f(0, ©), des fonctions connues 
de 6, +. 

Ainsi, en résumé, l’on aura, comme éléments respectifs du volume 
et de l’aire à évaluer, 


| 


(31)  Élém. de vol. = = r#cos o dÔ do, Élém. de surf. — 


D 


C 


. TPE r2Coso ; 
où les facteurs - r*coso, + seront deux fonctions connues des 
d COSO 


à 


variables indépendantes 0, © dont ils multiplient les différen- 
uelles, 

Cela posé, la sommation des éléments se fera, par exemple, en grou- 
pant d’abord tous ceux qui composent un même coin ou un même 
fuseau compris entre les deux plans méridiens d’azimuts 0 et 0 + db, 
éléments pour lesquels 6 sera constant et d0 facteur commun, tandis 


: A TAUATE x 
que la hauteur angulaire o y croîtra de — - à -: Il viendra donc, pour 
Le « 2 2 


un coin ou un fuseau élémentaires d'angle dd, les valeurs respectives 


ESS \ Tr \ 
I +7 2 r2COS® 
- 1e rècosodo |dû et + do} dû. 
“) Tr nef. r COSO0 3 
7 2 


4 


Puis l'addition de tous les coins ou fuseaux analogues, dont les azimuts 
s’échelonneront avec continuité depuis 6—o jusqu'à 6— 27, don- 
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nera 


2m 
M I 
Volume = à ji fi r3coso do | db, 
e/( e T 


3: / 
(32) j 


ne 2 r2c0s0 
Surface SE 5€ de db. 
0 x COSO | 


9 
2 


Comme application, bornons-nous au cas simple d’une sphère de 
rayon R, décrite autour du pôle O comme centre. Il faudra donc faire 
r — la constante R et, de plus, cosè — 1, vu la coïcidence de la normale 
menée en chaque point de la sphère avec le prolongement du rayon r 
aboutissant à ce point. Alors, au facteur près R$.ou R? qui sortira des 
signes f, les intégrations par rapport à © conduiront simplement à 


l'intégrale indéfinie sine, dont l’accroissement, entre les deux limites 
2H 
TT N . > . . . . 
5» sera 2. Après quoi, dô étant 27, il viendra bien respective- 
0 


ment, comme résultats, 4 r R$ et 4r R?. 
9 


COMPLÉMENT A LA VINGT-HUITIÈME LEÇON. 


SIMPLIFICATION DE CERTAINES INTÉGRALES MULTIPLES, À LIMITES 
VARIABLES, PAR UN CHANGEMENT DE L'ORDRE DES INTÉGRA- 
TIONS, ETC. 


307*. — Exemple simple de l’interversion des intégrations, dans un cas 
où les limites sont variables. 


Pour avoir un exemple simple d’une intégrale multiple où l’inter- 
version de deux intégrations successives oblige à modifier les limites, 
donnons-nous comme champ d'intégration non plus un rectangle à 
côtés parallèles aux axes, mais l’une des deux moitiés de ce rectangle 
obtenues en menant la diagonale émanée du sommet qui a les coor- 
données æ, y les plus petites. En d’autres termes, et l’origine étant 
censée, pour plus de simplicité, transportée à ce sommet, terminons, 
par exemple, notre champ triangulaire, d’un côté, à l’axe des y, repré- 
senté par æ —0, et à une parallèle aux +, ayant une ordonnée posi- 
tive connue y —H, d'autre part, à une droite, d’une équation donnée 
y = max, issue de l’origine dans l’angle des coordonnées positives; en 
sorte que y, pour chaque valeur utile de +, ait à croître de mx à H, 
et æ, pour chaque valeur utile de y, depuis zéro jusqu’à la valeur 


correspondante . de l’abscisse sur la droite limite y — mx. Celle-ci 
œ 5 La, Da A L H 
atteignant d’ailleurs le côté y = H pour x — 0 les valeurs les plus 


fortes de x et de y seront = et H. Si donc f(x, y)dx dy est l’élément 


proposé, l'intégrale double exprimant la somme de ses valeurs dans 
tout le champ triangulaire se présentera, à volonté, sous l’une ou 
l’autre des deux formes 


H Y 
Fe H H en 
(8) fa f fe nd f à fe par. 
0 2 mx 0 0 


Le cas le plus important sera celui où le côté y — H du contour limite 
s’éloignera à l'infini, et où la fonction f(x, y), qu'on peut regarder 
comme une fonction de point dans le plan des æy, deviendra assez 
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petite, aux très grandes distances de l’origine, pour n'y donner que 
des éléments f(x, y)dx dy ayant la somme totale de leurs valeurs 
absolues évanouissante quand leur éloignement grandira. Alors, en 
effet, l'intégrale tendra vers une limite finie, bien déterminée, même 
si l’on compte tels éléments qu’on voudra au delà du côté mobile y — H, 
ou si l’on remplace ce côté du contour par tout arc extérieur y agran- 
dissant le champ; et la formule (8) deviendra 


». 
(9) f dx Poe yY)dy = [° dy [ft »dx. 
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308*. — Intégrale quadruple réduite à une intégrale triple par l'inter- 
version des intégrations; sommation d'actions ou d’influences exercées 
aux distances imperceptibles dans un corps, à travers une petite 
surface plane. 


La formule (9) trouve une application intéressante dans le calcul de 
la somme des actions ou influences d’une même nature (comme rayon- 
nement calorifique de particule à particule, attractions ou répulsions 
intermoléculaires projetées sur une direction quelconque, etc.) s’exer- 
çant dans un corps à des distances imperceptibles et à travers une 
petite surface AB (p. 82°) sensiblement plane, c’est-à-dire provenant 
de la matière située d’un côté de cette surface, au-dessus par exemple, 
pour atteindre la matière très voisine située de l’autre côté, savoir, 
au-dessous. 

Soit COO'D le filet prismatique ou cylindrique de celle-ci qui se 
projette sur le plan AB suivant un élément quelconque C, que j’appel- 
lerai dw, de sa surface. Si chaque particule de ce filet éprouve une 
certaine action de la part des diverses particules très voisines appar- 
tenant à la matière située au-dessus de AB, et si, dans la production 
d’un certain effet, toutes les actions analogues se combinent, comme 
nous le supposerons, par voie de simple addition algébrique, il pourra 
évidemment y avoir lieu de faire leur somme, pour l’ensemble des 
filets CD que limite la surface considérée AB. Nous admettrons 
d’ailleurs une constitution et un état de la matière pareils autour de 
tous les éléments dw de AB; en sorte que cette somme à évaluer soit 
simplement proportionnelle à l'étendue de la petite surface AB, sup- 
posée avoir ses dimensions incomparablement supérieures à l’épais- 
seur imperceptible CD, que j'appellerai R, de la couche matérielle 
influencée à travers la surface AB, épaisseur qui est aussi celle de la 
couche superposée agissante. En effet, dans ces conditions, et abstrac- 
tion faite peut-être, sur les bords ou le contour, d’une petite partie, 


B. — II. Partie complementaire. 6 
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relativement négligeable, de la couche influencée, tous les filets de 
celle-ci, tels que CD, seront en rapport avec de pareilles quantités de 
matière au-dessus de AB, placées de même et de manière à agir de 
même; ce qui rendra bien l'influence totale à évaluer proportionnelle 
au nombre des filets, ou à la surface AB. Il suffira donc d'obtenir l’ac- 
tion par unité d’aire ou, encore, dite s'exercer à travers l'unité 
d'aire de AB, c'est-à-dire le quotient, par do, de celle que supportera, 
en tout, le filet CD, dont la section est do. 

Or, pour en former l'expression, il faut, en premier lieu, savoir 


représenter analytiquement l'influence d’une particule sur une autre. 
Cette influence, résultant, comme on l’admet, d’une simple addition 
des influences de tous les atomes de l’une sur tous ceux de l’autre, 
sera d’abord en raison composée de leurs deux volumes, qui mesurent 
proportionnellement leurs masses, si du moins nous acceptons, dans 
cet exercice de calcul, hypothèse que la matière soit ou continue, 
ou formée de molécules pouvant être fictivement, sans modification 
sensible de leur influence, étalées dans tout l’espace qui les sépare de 
leurs voisines, comme :1l arrivera si elles ne laissent entre elles que 
des vides de dimensions négligeables à côté des distances auxquelles 
s’exercent moyennement les actions en jeu. La même influence élé- 
mentaire dépendra d’ailleurs de ces distances, c’est-à-dire de la droite 
de jonction, que j’appellerai r, des deux particules; et il lui arrivera 
souvent de varier avec l'orientation de cette droite. Ce sera quand la 
matière ne se trouvera pas constituée de même dans toutes les direc- 
ions, ou encore quand on aura eu besoin, pour rendre homogènes et 
combinables par addition algébrique les diverses influences élémen- 
taires, de les affecter d’un coefficient de direction, comme est, par 
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exemple, le cosinus de l’angle de projection lorsqu'il s’agit d'actions 
mécaniques dont des composantes parallèles sont seules susceptibles 
de s'ajouter. Si les influences élémentaires à sommer dépendent enfin 
d’autres circonstances, nous supposerons celles-ci pareilles pour tous 
les groupes de particules à considérer; ce qui nous permettra d’en 
faire abstraction. 

En résumé, l'influence élémentaire qu’il s'agit d'exprimer sera le 
produit des volumes des deux particules par une certaine fonction F 
de la longueur r de leur droite de jonction et de deux angles définis- 
sant sa direction dans l’espace. 

Or, en général, dans les questions où l’orientation des droites joue 
un grand rôle, ce sont les coordonnées polaires qui conviennent le 
mieux. Aussi, ayant d’abord, naturellement, à évaluer l’influence to- 
tale subie par un seul élément O0 du filet CD, de la part de 
toutes les particules assez voisines situées au-dessus de AB, défini- 
rons-nous, dans cette sommation préalable, les points M de ces par- 
ticules, au moyen de leur rayon vecteur OM 7, compté à partir 


d’un point O de OO, de leur hauteur angulaire RAmOM — & ( variable 
\ 


entre zéro et :) au-dessus du plan æ07Yy parallèle à AB, et de leur 


’ 


azimut æOm — 0 (compris entre zéro et 2x). Par suite, tandis que, 
d’une part, l’on aura comme élément du filet CD le tronçon OO’ com- 
pris entre deux sections normales situées respectivement aux distances 
CO — u et CO'— u + du de la base supérieure C, tronçon exprimé 
‘(en volume) par dw du, d’autre part, l'élément naturel, ou la par- 
ticule à considérer, de la couche supérieure exerçant l’action, sera le 
parallélépipède mixtiligne MEFG que limitent deux surfaces consé- 
cutives de chacune des trois familles de surfaces ayant les équations 
r—const., 0 — const., 9 — const., parallélépipède dont les arêtes, 
déjà obtenues au n° 290" [ form. (34), p. 66°], sont respectivement 
ME — dr, MF —7rcosve dû, MG — r de, et dont le volume est, par 
suite, r?cosve dû do dr. 

L'action ou influence élémentaire à sommer égalera donc le pro- 
duit 


(10) (dw du)F(r, 0, w)r?2coso dû do dr 


des volumes des deux particules O0", MEFG, par une fonction don- 
née F(r, 6, ©) des trois coordonnées de la seconde. Cette fonction 
pouvant être regardée comme nulle quand la distance r dépassera 
l’imperceptible épaisseur CD — R de la couche influencée, les actions 
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des particules supérieures à AB dont la distance 7 à O excédera R 
seront nulles ou négligeables. Mais il n’y aura aucun inconvénient à 
les faire figurer fictivement jusqu’à des distances 7 infinies, dans la 
somme à obtenir, puisque la présence du facteur F(7r, 6, ©) les anni- 
hilera ; et l’on y trouvera l’avantage d’une plus grande simplicité de la 
limite inférieure de #; car cette variable w, positive dans tout l’espace 


. : , À T .» à ; . Te 
situé au-dessus de AB, décroîtra de — jusqu’à zéro si l’on y considère, 
: É 


assez près de la surface AB, des points M de plus en plus éloignés de O 


ou de C. 


Il pourra être bon, aussi, de supposer la fonction F(7, 0, o) nulle 
aux distances 7 assez petites pour être seulement comparables aux 
dimensions des vides intermoléculaires, distances où ne reste évi- 
demment plus admissible l'hypothèse de la continuité de ia ma- 
tière, c’est-à-dire de la proportionnalité des éléments de volume 
aux masses qu'ils contiennent : les influences exercées entre parti- 
cules contiguës, ou non évaluables par la méthode suivie, et qu'il 
faudra calculer à part si elles atteignent des valeurs notables, 
seront, de la sorte, éliminées du résultat, sans qu'on perde le droit, 
quand une plus grande symétrie ou simplicité des formules le deman- 
dera, de faire commencer à r — o des intégrations ne partant en réa- 
lité que de la limite supérieure des très petites distances dont ül 


s’agit. 


Cela posé, ajoutons d’abord les actions qu’exerce sur OO" toute la 


matière comprise, au-dessus de AB, dans un angle solide indéfini ayant . 


sonsommet en O, et constituée par une file rectiligne d'éléments comme 
MEFG, c’est-à-dire pour lesquels 6, &, dû, do sont constants, tandis que 
OC "# 
cos C0 ES sin ® 
jusqu’à l'infini. Puis intégrons la somme, par rapport à ©, entre les 


r y croît, au-dessus du plan AB, depuis la valeur O x — 


. . f1 . 
hmiespeuo 5? pour ajouter ensemble les effets de toutes les 


files analogues remplissant, au-dessus de AB, l’angle dièdre des plans 
zOm, 30/f, caractérisés par les azimuts 0, 0 + d0; après quoi une 
nouvelle sommation, par rapport à 6, de 0 — o à0— 27, totalisera les 
actions exercées sur OO’ dans tous les azimuts, et devra être encore 
suivie d’une dernière intégration, en w, entre les limites u = 0, u —=R, 
pour conduire à l'expression complète de l'influence sollicitant, à tra- 
vers AB, le filet entier CD, de longueur R. Enfin divisons par du la 
somme obtenue, en vue de la rapporter, comme on le demande, à 
unité d’aire de la couche influencée ou de la surface AB qui lui sert 


dd 


Le d à 
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de base, et le résultat sera l'intégrale quadruple 


R 


2H a 
(11) [ au f. a0 f coso de F(r;.6, o)r?ar. 
/0 0 0 7 


sin @ 


ww] 3 


L'ordre des intégrations par rapport à 0 et à w, puis par rapport à © 
et à w, effectuées entre des limites constantes, peut y être, comme on 
sait (p. 148), interverti sans modifier ces limites; ce qui donne 


2H R ol 
(12) ii an [| COS 9 az [ au | Rér o)rzdr. 
| : 0 0 u 


L 0 LUS 
sin ® 


| 


Avant d'intégrer par rapport à © et à 0, 1l y aura donc lieu d'évaluer 


R 2 
l'intégrale double f du [ F(r, 0, +)r?dr, dans laquelle la con- 
0 7t 


sin @ 
stante sinv sera toujours comprise entre zéro et 1. Or on pourra, sans 


changement réel, y remplacer la limite supérieure R par æ; car les 


(ce) 
éléments du [ F(r,0, ©)r?dr qu’on ajoutera de la sorte seront nuls, 
(44 


sin @ 
+7 À Il S PUS res ] f . [42 I d 
r y étant, sous le signe f', supérieur à la fraction ee plus grande que 


_ ou, à fortiori, que R, et, par conséquent, la fonction F(7,8,e) 


s’y trouvant sans cesse nulle. Alors cette intégrale double aura la 
forme du premier membre de (9)[ p. 81*|,saufle changement dey en”, 


I . . 
de æ en w et de m en es de sorte que la substitution du second 
LA 


membre de (9) au premier donnera, au lieu de (12), 


27 2 r sin ® 
(13) fl av cosg de f ar [ F(r, 0, 9)r?du. 
0 0 0 0 


Or, cette dernière interversion de l’ordre des intégrations rend ef- 
fectuable la première d’entre elles sans qu’on ait besoin de connaître 


wa 


la fonction F(r, 6, ©); car il vient 
r sin @ : 
1h Er 0er ER (T0 0)7 CU) IE (7.07 ojrésine 
0 


Le calcul de l'influence totale considérée, s’exerçant à travers l’unité 
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d’aire de la surface AB, se trouve ainsi réduit à celui de l'intégrale 
triple 


2T - 
(14) 1 dû jh cos o sin® de | Fr, 0, era 
0 0 


«20 


GE 


Si l’on y observe que cosed0 de exprime (p. 78") l'élément naturel 
ds de surface dans une sphère de rayon 1 décrite autour d’un centre 
ou pôle de coordonnées polaires 6, ©, r, élément défini, en position, 


par les valeurs de 6, « dont dépend le facteur sinv [ F (7,9, c)7È0 
0 


multipliant cet élément do sous les deux premiers signes f de (14), 
et si l’on remarque, en outre, que ces signes f impliquent des inté- 
grations s'étendant à toute la demi-sphère où les hauteurs angulaires 
© sont positives, on pourra écrire encore, au lieu de (14), 


(15) “ [sine J ET7 00: orér| ds (pour #9 >0o), 
1 0 
26 
2 


où l'indice ls, au bas du premier signe f, signifie, avec l'indication 
complémentaire » > 0, que la sommation relative à s doit se faire sur 


. \ (o] eee 5 
toute la demi-sphère - caractérisée par des hauteurs angulaires ® po- 
2 - 


sitives (1). 


(:) Nous obtenons ainsi cette formule (15) comme exprimant, à proprement 
parler, l’action totale que subit par unité d’aire de sa base, à travers le plan AB, 
la couche influencée, dont le filet CD est en quelque sorte l’élément naturel; et 
l’on serait conduit à un mode pareil de groupement des actions à sommer, si 
l’on associait de même toutes les influences émanées, à travers AB, du filet de la 
couche agissante qui est le symétrique de CD par rapport à AB. 

Mais, quand on admet, comme il arrive dans le calcul de la pression réciproque 
des deux parties de matière séparées par AB, que l'influence d’un point sur un 
autre s'exerce suivant leur droite de jonction, un autre groupement non moins 
naturel se présente à l’esprit, et reste d’ailleurs applicable même en dehors d’une 
telle hypothèse, ou par cela seul que la droite en question peut toujours servir à 
caractériser l’une des actions élémentaires dont on s’occupe. Ce mode de grou- 
pement, qui conduit peut-être un peu plus vite à la formule (15), consiste à as- 
socier ou à sommer les influences correspondant aux droites de jonction qui 
traversent un même élément, dw, de la surface AB. Fixons alors au centre C 
de dw le pôle O des coordonnées angulaires 6, #, qui était précédemment mobile 
de C à D; puis, ayant décrit autour de C, au-dessus de AB, la demi-sphère Lo, de 
rayon 1, dont do sera l'élément pour une hauteur et un azimut donnés +, 6, con- 
sidérons, dans la couche influencée ou inférieure à AB, le cône infiniment aigu 
qui, prolongé au delà de son sommet C, a ds pour section droite. Un élément 
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Les formules (14) ou (15), dans lesquelles la fonction F sera prise 
égale à zéro pour les valeurs de 7 seulement comparables à l’inter- 
valle de deux molécules contiguës, ne comprendront pas les influences 
ou actions exercées à d’aussi faibles distances 7; et ces actions, évi- 
demment inévaluables à la manière d’intégrales ou en supposant la 
matière continue, ne pourront, en général, se calculer qu’une à une, 
pour donner un total qu'il faudra, comme on a vu [p. 84*], joindre 
à (14) ou à (19), s’'ilest sensible. Mais la formule (14), par exemple, 
suffisante aux autres distances, sera surtout exacte aux plus grandes 
qu'il y ait lieu de considérer. 

Elle permet de reconnaître, par exemple, que, st la fonction F ne 
s’annule pas identiquement pour r > R, mais y devient seulement 
insensible en gardant le méme signe et tendant asymptotiquement 
vers zéro (ce qui paraît plus conforme aux lois naturelles d'unité et de 
continuité), son décroissement devra se faire plus vite qu’en raison 
inverse de la quatrième puissance r* de la distance; sans quoi les 
influences dont on parle ne seraient pas, comme on l’admet, localisées 
effectivement près de la surface AB. En effet, dans tout mode de dé- 


de ce cône massif sera, entre les distances o, p + do de C, p’dodp. Or l’action 
subie, à travers dw, par une partie infiniment petite do de cet élément, pro- 
viendra évidemment du fragment de la couche agissante compris dans un second 
cône très aigu ayant cette partie do pour sommet et dw pour section oblique 
menée, suivant AB, à la distance p du sommet, ou dw sin® pour section droite à 
cette même distance 9; ce qui donne pour son élément de volume, entre les 
dv sinv 
2 


distances 7, r + dr du sommet do, l’expression r° dr, et, pour l’action 


totale subie par di à travers dw, ; 
dw sin o * 
ds Ut f HErAO NO TREUnr, 
p 


Divisons celle-ci par ds dw, afin de la rapporter à l'unité de volume de la matière 
influencée, ainsi qu’à l’unité d’aire de la surface AB. II ne restera plus ensuite 
qu’à multiplier le résultat par l’élément de volume (ds)p?do de la couche in- 


Le] 
fluencée, puis à intégrer dans toute l'étendue ds f odo de cette couche, 
Li 0 
3 (o] 


pour avoir la somme demandée 


f ds [sine f do f FC,0, #)rdr |. 
LG D 2 


2 


Elle devient bien identique à (15), en y changeant, au moyen de la formule (9), 
l’ordre des deux intégrations par rapport à r et à p, ce qui rend celle-ci effec- 
tuable. 


\ 


le rapport de F(r) à = ne tendrait pas vers zéro niet r ee 


maintiendrait supérieur à une certaine quantité finie 4 : et l’on a: 
4 , , di til 


1 F(r, 0, enar> [à OUT = A(logr)R : — ; 


L1 Wa 


de sorte que 1e substitution, dans (14), de l'infini à " véritable limite. 
supérieure R de l’intégration effectuée par rapport à 7, ne serait pas si" 
insignifiante comme l’exige la nature de la question. 
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RÉDUCTION ET TRANSFORMATION DES INTÉGRALES MULTIPLES; 
ÉVALUATION APPROXIMATIVE, PAR CES INTÉGRALEÉS, DES RESTES 
DE CERTAINES SÉRIES, ETC. 


313*. — Réduction des intégrales prises dans tout l'intérieur d'une 
surface ou d'un volume à d’autres ne se rapportant qu'aux limites de 
ces étendues, quand une des intégrations s’y effectue immédiatement. 


Lorsqu'une des intégrations indiquées dans une intégrale multiple 
s'effectue immédiatement, comme nous avons vu qu'il arrivait, soit 
pour l'aire d’une surface plane exprimée par une intégrale double 
[f dx dy, soit pour un volume exprimé au moyen d’une intégrale 
triple f f f dx dy ds, il est évident que la variable par rapport à la- 
quelle on fait cette intégration ne reçoit plus, dans le résultat, que 
ses valeurs extrêmes correspondant à chaque système ou combinaison 
de valeurs des autres variables. On peut donc dire qu’une telle inté- 
grale, ainsi réduite à un ordre moins élevé, ou dans laquelle disparaît 
un signe f, se transforme en une autre prise aux limites de la pre- 
mière, c’est-à-dire telle, que les valeurs simultanées reçues, dans ses 
éléments, par les diverses variables æ, y, ..., sont uniquement celles 
qui s'observaient aux limites de l’intégrale proposée. Or, quand celle- 
ci est seulement double ou triple et a, par conséquent, son champ 
d'intégration susceptible d’être figuré au moyen d’une surface ou d’un 
volume, sa valeur, considérée comme une intégrale simple ou double 
ayant elle-même pour champ tout le contour ou toute l’aire qui limite 
cette surface ou ce volume, admet une forme remarquable, souvent 
utilisée dans les sciences physico-mathématiques, et qu’il importe de 
connaître. | , 

Pour la chercher d’abord dans le cas le plus simple, bornons-nous 


> 1 . La = 1! d 6 LE 
à une intégrale double, dont nous écrirons l'élément Se 2) 


afin qu'une des deux intégrations, celle qui doit avoir lieu, par 
exemple, en y, s’y effectue immédiatement. Imaginons que x, y 
y désignent les coordonnées rectangulaires des divers points d’un 
plan xO y, et que f(x, y) exprime une certaine fonction de ces deux 


dx dy, 
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coordonnées, ou fonction de point, recevant des valeurs parfaitement 
déterminées, finies et continues, aux divers endroits (+, y) situés dans 
le champ de l'intégrale. Enfin soit AP,Q,0,P,BA le contour, que je 
désignerai par s, de ce champ 5, dont j'appellerai ds, pour abréger, les 
éléments rectangulaires dx dy, tels que MK. Nous savons que l’inté- 


grale proposée If ee dx dy pourra s’écrire, d’une manière plus 


Eu } df(x,y) 
concise, | DUT 


2 


ds, et qu’elle exprimera la somme, étendue à 


Fig. 45. 


tout le champ o, des produits d'éléments ds de celui-ci, infiniment 
petits en longueur et largeur, mais de formes d’ailleurs arbitraires, 
par les valeurs respectives que prend en un quelconque de leurs points 
df(x, y) 
dy 
sion de l’observer, une telle somme comprendra, de toute manière, les 
mêmes éléments ds, en bloc ou fragmentés, qui, seulement, se trou- 
veront multipliés, dans les divers modes de division, par des valeurs 


la fonction ; car, comme nous avons eu plusieurs fois l’occa- 


de la fonction sous le signe dl un peu différentes, mais pas assez pour 


(ox 
entraîner, à la limite, aucun écart fini dans les résultats. 
Cela posé, et la division en éléments étant censée faite au moyen 
des deux systèmes de droites, x — const., y — const., parallèles aux 


= : La ’ d La “ 

axes, additionnons d’abord les éléments # dx dy qui se rapportent à 
A 

la portion continue de 5 comprise entre deux ordonnées consécutives 

quelconques pP,;, 4Q:, caractérisées par les abscisses æ, x + dx, et 


deux arcs élémentaires du contour, P,Q;, P,Q;. Dans toute cette 
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étendue, x, dx sont constants, et y croît depuis l’ordonnée pP,, que 
j'appellerai y,, jusqu’à l’ordonnée pP;, que j'appellerai y,. La somme 
sera donc 
Er 
as) de [dy = de [fe PR 2H = S(@y0 dr —S(r,70 dx. 
7 Yo 

Or concevons qu'on tire, aux divers points du contour, en P, et P, 
par exemple, la normale P,N, ou P,N, à ce contour, en la menant 
vers l'extérieur du champ s d'intégration: nous la désignerons, d’une 
manière générale, par ». Au point P,, correspondant à la limite infé- 
rieure, cette normale fera évidemment un angle obtus avec la parallèle 
P,P, aux y positifs, car elle s’y dirigera du côté des y négatifs où ne 
s'étend pas le champ 5 : au contraire, en P,, point où le champ est 
borné dans le sens des y positifs, la normale extérieure n» fera un angle 
aigu avec la même parallèle P,P, prolongée. 

Nous représenterons par cos(n, y) le cosinus, négatif dans le pre- 
mier cas, positif dans le second, de cet angle de la normale x avec les 
y positifs. Et, comme d’ailleurs l’angle en question est l’égal ou le sup- 
plémentaire de celui (ayant ses côtés normaux aux siens) du petit arc 
correspondant P,Q, ou P,Q, avec Ox, c’est par la valeur absolue de 
cos(n, y) qu'on devra, dans chaque cas, multiplier l’arc élémentaire 
limite ds, c’est-à-dire P,Q, ou P,Q,;, pour avoir sa projection sur O x, 
distance mutuelle pq — dx des deux ordonnées considérées p P;, qQ:. 
Si donc nous appelons 7, la normale P,N,, x, la normale P,N,, ds; 
l'élément P,Q, du contour, ds, l'élément P,Q,, il viendra 


(19) dx = cos(r, y) ds = — cos(no, y) dss. 


Portons ces deux valeurs de dx, respectivement, dans les deux termes 
du troisième membre de (18); et nous aurons, pour ce troisième 
membre, l’expression symétrique 


J(æ, y) cos(ru, y) dsi + f(x, Yo) cos( no, Y) dso. 


Donc la somme cherchée À pour une bande P,Q,0Q,P,, comprise 
(o} 


entre les éléments P,Q, et P,Q,, ou ds, et ds,, du contour, égale la 
somme des deux valeurs que reçoit sur ces éléments l’expression 
J(x,y)cos(n,7y)ds. Comme il en serait évidemment de même pour 
les autres parties analogues de l’intégrale proposée, le résultat total 
s’écrira f f(x, y)cos(n,7y)ds. 

La somme f ne s’y présente, il est vrai, que comme concernant les 
éléments ds du contour qui ne sont pas parallèles aux y et qui, par 
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suite, servent de limite inférieure ou supérieure à quelque bande, 
comme P,Q,Q,P,, du champ © : mais on peut l’étendre, sans incon- 
vénient, aux éléments ds parallèles à O y; car les termes 


J(æ,y)cos(n,y)ds 
ainsi introduits seront annulés par le facteur cos(n, y), égal à zéro 
quand la normale est perpendiculaire aux y. Ainsi l'intégrale obtenue, 


relative à tout le contour s, sera fer) cos(n,7y)ds; et un raison- 
S 


nement déjà bien des fois répété prouve d’ailleurs que celle-ci gar- 
dera la même valeur, de quelque manière que s’y fasse la division du 
contour s en éléments infiniment petits ds, ou, encore, quel que soit 
le point (æ,7y) de chacun d’eux pour lequel on évalue le facteur 
f(æ,7)cos(n,7y), fonction déterminée de (x,y), c’est-à-dire de l'arc s. 

En résumé, si l’on joint à la formule trouvée celle, de même nature 
que l’on a quand l'intégration immédiatement effectuable s'opère par 


rapport à æ, il vient, pour le cas des intégrales doubles, les deux rela- 
tions cherchées 


| LES 2 do = free vicos(n, 2)}4S, 


| Vs = fe M cos(n;, ») ds: 


Appliquons maintenant le même procédé à une intégrale triple, dont 


(OM 


l'élément, pris, par exemple, de la forme SELS. dx dydz, se rap- 


porte à tous Îles parallélépipèdes rectangles infinitésimaux dxdydz 
d’un volume donné, que j'appellerai w, et que limitera une surface dé- 
signée par o : cette intégrale, où l'intégration en z est immédiatement 
effectuable, pourra aussi, pour des raisons maintenant bien eonnues, 


1 SA d éd » Z Ci , , * , 
s’écrire [ET d5, les différentielles dù du champ w d’inté- 
CERTES 


graon étant des volumes infiniment petits en tous sens et de formes 
quelconques. Réduisons-les, comme il est permis de le faire, à celles, 
d'expression dxdydz, que donnent les trois systèmes de plans 
æ— Const., y — const., 5 — const.; et faisons la somme de tous les 


Er df É À c É 
éléments si dx dy dz se rapportant à un même filet prismatique con- 


unu, de section dxdy et parallèle aux z, terminé inférieurement 
et supérieurement à deux éléments do,, ds, de la surface limite du 


volume. Si ,, 3, sont les valeurs extrêmes correspondantes de 3, il 
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viendra 


rar dr ar | HER ds = f(x,7, 31) dx dy — f(x, y, 30) dx dy. 


= 


0 


Or dos, ds, se projettent (p. 127) sur le plan des æy sous les mêmes 
angles que s’ils étaient situés sur les plans tangents menés à la sur- 
face 5 en (x, y, 3%) ou en (x, y, 3,), angles égaux ou supplémentaires 
à ceux, que nous appellerons en général (7, 3), de la normale menée 
à s extérieurement, aux mêmes endroits, avec l’axe des z positifs, et 
dont l’un, en (x, y, 41), est évidemment aigu, tandis que le second, 
en (æ, y, ), estobtus. La projection commune dx dy, essentiellement 
positive, de ds, et de ds, sur le plan des æy, admet donc la double 
expression cos(7,,z)ds, et — cos(n,, 3) d5,; ce qui permet de don- 
ner au second membre de (21) la forme symétrique 


f(T, Y; 31) cos(n1,2) doi + f(x, y, 20) cos(no, z) dss. 


On raisonnera de même pour tous les autres filets rectangulaires, 
parallèles aux 3, qui-composent le champ w de l'intégrale triple; et 


celle-ci deviendra finalement Cr z)cos(n,z)ds, la somme h 
(e} (e} 


s'étendant à tous les éléments ds de la surface limite. L’on peut y 
comprendre, en effet, ceux qui, parallèles aux z, ne serviraient pas 
d'extrémité à des filets; car il s’y annulerait le facteur cos(n, z) qui 
est, comme f(x, y, z), une certaine fonction de x, 7,3, du moins sur 
toute l'étendue de 5. 

Donc, en joignant à la formule ainsi obtenue les deux pareilles 
qu'on aurait si l'intégration immédiatement effectuable était relative 
aux variables + ou y, il viendra: 


ax " 
| GR res 
(22) S LR = ff cos(, »)de, 
ET = | fcos(n,z)do 
TD dz (ox 
314*. — De la transformation des intégrales multiples : méthode ana- 


lytique, exposée sur un exemple, et interprétée géométriquement. 


Quand il y a lieu de substituer, à la variable x d'intégration d’une 


b 
intégrale définie simple 1 f(x) dx, une autre variable, £, liée à x par 
a 
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une relation continue æ —#(£), et que l’on a eu soin de prendre des 
limites assez peu éloignées pour que { varie sans cesse dans un même 
sens pendant que æ va de a à b, la transformation ne présente aucune 
difficulté. En effet, chaque élément f(x) dx devient f[e(£t)]+'(€) dt 
et la somme de tous les éléments pareils, obtenus en faisant changer 
graduellement & depuis la valeur, {,, qui correspond à æ,, jusqu’à la 


ë t 
valeur, £,, correspondant à æ,, est toujours fle(t)le'(e) dt. Mais 
LE LS 


la question devient plus complexe quand l'intégrale proposée est mul- 
tiple, et qu'il s’agit d’y remplacer les variables d'intégration, æ, y, ..., 
par d’autres dont plusieurs entrent à la fois dans l'expression de x, ou 
de yretc. 

Pour faire comprendre, de la manière la moins abstraite possible, 
comment se résoudra ce problème, je traiterai directement un exemple 
simple, qu'il est d’ailleurs nécessaire de connaître, et qui, tout en 
fixant les idées, nous éclairera suffisamment sur la marche générale à 
suivre. 

me M" Pile 
Soit une intégrale double de la forme %k az f 1(2: 7) dy, 0000 
0 0 
fonction sous le signe f, f(x, y), est supposée tendre assez vite 
vers zéro, quand æ ou y grandissent, pour que tous les éléments 
f(x, y) dx dy correspondant aux valeurs très élevées de + et de y 
aient, entre des limites quelconques ou sur des étendues quelconques, 
une somme insignifiante; ce qui assure évidemment à l'intégrale une 
valeur finie bien déterminée. On l'écrit encore, d’une manière ur peu 


TT E 00 


plus brève, Van f(æ,y)dx dy. Proposons-nous d’y faire figurer, au 
0 


e 


lieu de x et y, deux nouvelles variables, r et 6, liées à æ et à y par 
les deux relations æ — r cos, y — r sinô, ou, en d’autres termes, de 
substituer des coordonnées polaires r et 0 à æ et à y, considérées 
comme des coordonnées rectangles dans le plan æ0O y (p. 95°). 

On voit que chaque élément de l'intégrale, f (+, y) dx dy, s'obtient 
en multipliant l'aire, dx dy, d'un rectangle élémentaire MN N'M' du 
plan, par la valeur f(x, y) de la fonction en un point de ce rectangle, 
point pour lequel on choisit, d'ordinaire, son premier sommet, M, 
c’est-à-dire son sommet ayant les coordonnées les plus petites, æ, Y: 
Et l'intégrale entière, où æ et y croissent de zéro à l'infini, est la 


somme, fJ(æ,yds, des produits pareils dans tout le champ s con- 
Ce) 


situé par l'angle zO y des coordonnées positives. 
Procédons à la transformation. Dans la question proposée, il s’a- 
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ait, en premier lieu, d'intégrer, depuis y — o jusqu’à y — «, l’expres- 
sion /(æ, y) dx dy, sans faire varier ni +, ni dx. Comme il faut évi- 
demment, pour ne rien compliquer, remplacer y par une expression 
où il n’y ait qu'une seule variable qui change, nous exprimerons y en 
fonction d’une des nouvelles coordonnées, 0 par exemple, et des va- 
r'iables qui ne changent pas actuellement, c’est-à-dire de x. Doncil 
faudra, des deux équations données + — r cos0, y — r sin0, tirer y en 
fonction de x et de 6, ce qui donne y — ætang0; puis, æ conservant 
de : RUE ee À æ dû 
sa valeur actuelle positive et dy étant ainsi égal à ædtang0 — ete 
A £. , A , « Que 
on fera croître y et, par suite, tang, de zéro à æ, ou 0 de zéro à -: 
2 
La somme à évaluer deviendra 


per 


2 æ db 
(23) DA f(x, xtang0) FT ce: 


Il est aisé d'interpréter géométriquement cette expression, où d8 
désigne l'accroissement, MOM’, éprouvé par 6 le long de MM'— dy. 
Pendant que, d’un bout à l’autre de l’ordonnée mM prolongée, y gran- 
dit de zéro à l'infini, il y a ainsi, successivement, une infinité de valeurs 
de 6 qui se présentent, et chacune d’elles caractérise un rayon vec- 


Fig. 46. 


teur, tel que OM ou OM, dont l’équation est 0 — const. Or on voit 
que deux rayons vecteurs consécutifs, OMQ et OM'Q', interceptent 
entre les deux ordonnées fixes indéfinies mM, nN, d’abscisses x et 
x + dx, des surfaces élémentaires MM'Q'Q, assimilables à des paral- 
lélogrammes équivalents aux rectangles primitifs MM'N'N, comme 
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ayant avec eux un côté MM'— dy commun et le côté opposé, QQ' ou 
NN’, sur une même parallèle au premier. Et chacune de ces petites 
surfaces se trouve d’ailleurs parfaitement définie au moyen des quatre 
quantités æ, 0, dx, dû, c’est-à-dire au moyen des paramètres +, 0, 
æ + dx, Ô + dû, caractérisant ses quatre côtés. 

Ainsi, maintenant que les variables sont + et 0, au lieu de x et y, 
l'élément naturel du champ de l'intégrale n’est plus précisément le rec- 
tangle, dx dy, limité par des côtés ayant leurs équations de la forme 

; A: æ d9 dx . 
æ == const., y — Cconst., mais la figure exprimée par PE d’aire 
égale, dont les côtés MM', QQ', MQ, M'Q' sont représentés par les 
équations analogues æ — const., 0 — const. La somme obtenue (23) 
correspond toujours à la surface totale de la bande élémentaire de 
largeur dx, comprise entre les deux ordonnées indéfinies mM', nQ': 
seulement, cette bande se trouve divisée en parallélogrammes élémen- 
taires dont les côtés non parallèles aux ys'orientent tous vers l’origine O. 

Et comme, d’ailleurs, l'intégration par rapport à 0, effectuée entre 

Dot =; donne le même résultat quels que soient les inter- 


2 


valles dû, égaux ou inégaux, pourvu qu'ils restent infiniment petits, 
on pourra les supposer les mêmes dans toutes les bandes élémentaires 
parallèles aux y, afin que les rayons vecteurs OQ, OQ", ... déjà'tracés 
pour diviser la bande mnQ'M' en parallélogrammes élémentaires, 
remplissent aussi le même rôle dans toutes les'autres. 

Reprenons actuellement la transformation analytique de l'intégrale, 
devenue, d’après (23), 


VE © f= 


Ga hai 
VE LR AN RE ee 


et où 1l nous reste à remplacer l’ancienne variable x par la nouvelle, non 
encore introduite, 7. Or, pour éliminer +, nous n’aurons qu’à procéder 
comme nous l’avons fait pour éliminer y. Nous supposerons, par con- 
séquent, qu’on effectue d’abord l'intégration par rapport à æ, dans 
laquelle on ne fait pas varier 6, ni dô; ce qui reviendra à grouper en- 
semble les parallélogrammes MQQ'M' compris, non plus entre deux 
ordonnées 7#%2M', nQ', mais entre deux rayons vecteurs OQ, OQ' 
d’azimuts 0,0 + d0, parallélogrammes remplissant l’espace QOQ', de 
longueur indéfinie. Donc, dans la valeur de x, qui est 7 cos, 0, com- 


x * T SE 
Pris entre zéro et —; ne changera pas, et il viendra 


dæ'=\(cos0) dr; æ dx —(cos8)r dr: 


pr SR RUES SRRSS 
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De plus, r croissant, comme #, de zéro à l'infini, les éléments de l’in- 
tégrale, pour la bande angulaire QOQ", auront la valeur totale 


cos?20 .r dr dû 
cos?0.  ” 


ÿ 4 f(r cosô, r cosû tang0) 
= 0 


ou, en simplifiant, db f(r cos, r sin0)r dr dû. 
r= 0 


Il n’y aura ensuite qu’à effectuer l'intégration par rapport à 6, de 


— 


ir 


zéro à —, c'est-à-dire la sommation pour toutes les bandes angulaires 


D 


comprises dans l’angle æ0O y; ce qui donnera la formule cherchée, 


TH 


(24) [Ts J)dzx a = [as [7 ftre0st, r sin0)r dr. 
“ 0 0 


0 


Interprétons encore géométriquement notre dernière transformation, 
de + en r, comme nous avons fait plus haut celle de y en 0, Si nous 
observons que, pour Ô constant, mais pour æ croissant de mn — dx, 
l'augmentation dr du rayon vecteur est celle, MO, éprouvée par OM, 
et que, en outre, le produit 7 dB vaut l’arc élémentaire MP, de rayon, 
décrit, avec l’origine comme centre, entre les deux côtés de l’angle 
QOQ'— dû, nous reconnaîtrons que la nouvelle expression r dr dô ou 
x dx df 

cos? 0 
(MP)(MQ), c'est-à-dire, sauf erreur négligeable, la surface MQ P'P 
comprise entre les deux rayons vecteurs O0, OQ' et les deux arcs MP, 
QP’ des cercles qui ont les rayons vecteurs constants 7',r + dr, ou 
dont les équations sont de la forme 7 — const. Il est évident, en effet, 
que le parallélogramme MQQ'M' et le rectangle MO P'P sont équiva- 
lents, puisqu'ils ont base commune MO, et les côtés opposés M'Q, 
PP’ sur une même droite, sensiblement parallèle à cette base. 

Ainsi, l’effet de chaque transformation est de substituer, au pré- 
cédent élément du champ d'intégration, un élément équivalent, 
mais exprimé en fonction de la nouvelle variable et de sa différen- 
tielle, ou, ce qui revient au même, borné par deux nouvelles limites 
dont les équations s'obtiennent en égalant à deux constantes inft- 
niment voisines la nouvelle variable, au lieu des deux limites ana- 
logues relatives à l’ancienne variable éliminée : quant aux autres 
limites, qui correspondent aux anciennes variables conservées, 
elles y subsistent et s’y trouvent employées dans tout l’espace com- 


r dû dr, trouvée pour l'aire » nest autre que le produit 


B. — II. Partie complementaire. 7 
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pris entre leurs intersections les unes par les autres ou par les nou- 
velles. 

On sait d’ailleurs que, dans chaque espace angulaire tel que QOQ, 
l'intégrale aura la même valeur totale quelles que soient les valeurs 
successives, OM, OO, ... de r, pourvu qu’elles se suivent à des in- 
tervalles infiniment petits. On prendra donc ces valeurs pareilles dans 
tous les espaces angulaires, afin que les mêmes cercles, décrits autour 
de l’origine comme centre, servent pour tous, et qu'on puisse ainsi, 
à volonté, grouper les éléments, soit en bandes angulaires comme 
celles que l’on a considérées, soit en bandes annulaires comprises 
entre deux cercles cencentriques successifs avant les rayons 7 et 
r + dr. 

Il suffira évidemment de suivre pas à pas la même marche, pour 
introduire, de proche en proche, dans une intégrale multiple quel- 
conque, de nouvelles variables d'intégration, liées d’une manière dé- 


terminée à celles qui y figurent. 


315*. — Même transformation, opérée d'une manière purement géomé- 
trique, quand le champ d'intégration est figurable par une surface ou 
un volume; exemples. 


On voit que les deux formes (24) de l'intégrale [rte y)ds au- 
(e] 


raient pu être posées tout de suite, géométriquement, en décompo- 
sant l’espace æO7Yy (p. 95*), d’une part, en rectangles rectilignes 
ds — dx dy, comme MNN'M', par le double système des droites 
æ — const., y — const., d'autre part, en rectangles mixtilignes 
ds — rdûdr, comme PMQP’, par un système de droites (rayons vec- 
teurs) 0 — const., et par le système de cercles concentriques r — const.; 
puis en groupant, dans chaque cas, les éléments d’intégrale dont le 
champ dx dy ou r dû dr forme des bandes élémentaires comprises 
entre lignes d’une même famille. Seulement, cette méthode, pour 
ainsi dire immédiate, n’apprendrait rien, si l’on s’y bornait, sur le 
passage de l’une des formes à l’autre; ce que fait la méthode analy- 
tique beaucoup plus longue. 

Mais, ayant maintenant une idée nette de la marche à suivre pour 
déduire l’une de l’autre deux formes différentes d’une intégrale mul- 
tple, 11 nous suffira désormais, dans les exemples qui se présenteront, 
d'employer la voie géométrique, plus intuitive, qui, il est vrai, ne 
pourrait pas embrasser plus de trois intégrations à transformer si- 
multanément; car le champ y est supposé figurable ou par une sur- 
face, ou par un volume. Cette méthode géométrique consiste done à 
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prendre directement, pour élément du champ de l'intégrale, un es- 
pace infiniment petit en tous sens sur les diverses limites duquel une 
des variables d'intégration données reste constante, espace qui est 
sensiblement un parallélogramme dans le cas d’une intégrale double 
et un parallélépipède dans celui d’une intégrale triple. 

Par exemple, s’ils’agit d’une intégrale triple f f f f(x, y,z)dxdydz, 
à étudier au moyen de coordonnées polaires r, 0, © liées aux coor- 
données rectilignes rectangles æ, y, 3 par les relations 


(25) æ = rcosvo cost y = rcososiné 3 = rsino 
ï ) ] ; 127 


l'élément de volume dx dy dz deviendra le parallélépipède mixtiligne 
MEFG (p. 82*) du n° 308*, dont les six faces sont caractérisées respec- 
tivement par les valeurs 7, r + dr, 0, 6 + dû, ©, © + do des nouvelles 
variables, et dont l'expression (ME) (MF) (MG) n’est autre (p. 66*) 
que dr(r cos dô)(r de) — r?cose dû de dr. On aura donc 


SSS I (x,7, z) dx dy dz 
= SS[.f(r cose cosô, r cosy sin, rsino)r?cose dû de dr, 


les limites deyant, dans chaque membre, être fixées de manière que 
les intégrations s'étendent bien à tout l’espace w, à trois dimensions, 
assigné comme champ, ou de manière que les deux membres expriment 


la même somme limite HA z)dw, soumise à deux modes diffé- 
[a] 


rents de décomposition. 

Soit encore (comme dernier exemple général), étant donnée une 
intégrale double ff f(x, y) dx dy prise entre des limites quelconques 
sur un plan rapporté à deux axes rectangulaires des x et des y (p. 100”), 
à y remplacer les variables x, y par deux autres w, », définies au 
MOMCRDUCSTEURNEEETUINESMÉQUALIONS LT PL, 6); y du, p), el 
telles, que les courbes de chacune des deux familles & — const., 
e = const. se trouvent simplement juxtaposées (sans croisement) sur 
tout le champ d'intégration, avec paramètre & ou # croissant de l’une 
à l’autre. Supposons que AB, A'B', A'B”, ... soient ainsi des courbes 
successives de la famille p —const., et CD, C'D', C'D”", ... des 
courbes suocessives de la famille w — const. Les parallélogrammes 
élémentaires, comme MEGF, qu’elles forment en s’intersectant dans 
les deux familles, auront deux côtés, ME, FG, empruntés aux courbes 
v — const., et correspondant à un accroissement infiniment petit du 
éprouvé par la valeur du paramètre w entre CD’ et CD”, tandis que 
leurs deux autres côtés MF, EG appartiendront aux courbes & — const., 
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et seront corrélatifs de même à un accroissement élémentaire dv de 
la valeur de # entre A'B' et AB”. | 
Si donc nous appelons, pour abréger, ds l'élément ME d'arc, 


0s' l'élément analogue MF, dx et dy les projections du premier ME 
sur les axes, dx, dy celles du second MF, enfin 0 l’angle de ME avec 
Ox, compté positivement en tournant autour de M, dans le sens de O x 
vers O y, à partir d'une parallèle à O x, et 0’ l’'azsimut analogue de MF, 
il viendra évidemment 


x À dy 
| | dx ou dscos0 — du du. dy ou dssinô — du LU 
(27) d ly 
(CORP nb 220 
| dx ou ds'cos0"— Pr dy, dy ou 0s'sin0" — 7 d. 


Enfin, supposons qu'en attribuant aux nouvelles variables les deux 
désignations respectives w et #, on l'ait fait de manière que les côtés 
ME, MF (ou # = const., u — const.) émanés du point quelconque M 
se trouvent relativement disposés, au point de vue de leurs azimuts 8 
et 0", dans le même ordre que Ox et O y (dont les équations analogues 
sont y — 0 — const., æ — 0 — const.), c’est-à-dire de manière “que la 


différence 0'— 0 tombe, comme celle, ; des azimuts de O y et Ox, 
D} / 


entre zéro et r (à un multiple près de 27). Le sinus de 0’ — 6 sera dès 
lors positif et constituera la valeur absolue de sinEMF. 

Cela posé, le parallélogramme MEGF, élément naturel do d’aire 
dans le système des coordonnées curvilignes w et », a pour surface 


(ME)(MF)(sinEMF), ou bien 
ds 0s'sin{0"— 0) — ds ds'(sin®'cosû — cosf'sin6) 
— (ds cos0)(ds'sin o') — (ds sin0)(ds'cos0'). 
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Or remplacons, dans le dernier membre, ds cos0, ds'sin0’, ... par 
leurs valeurs (27), et nous aurons 


(28) 


RES ALI ITTAN 
RAT PT de du 


—— — — — 7) du dv. 


Donc la formule de transformation cherchée, pour passer des varia- 
bles æ, y aux variables w, », liées à æ et à y par les deux équations 
DER PT, Peu pr s0ra 


de d\ do dŸ 
/ - 2 " | Cr #1 1 
op) [ frenardr = [ frietuo) (a (DE DE DE DE) du de 


Il va sans dire que, dans le second membre, le groupement des élé- 
ments se fera, par exemple, en ajoutant ceux qui correspondent aux 
mêmes valeurs de «w et de du ou dont le champ total est une bande 
comme C'D’D/”C", le long de laquelle # seul varie; puis l'intégration 
du résultat par rapport à w donnera la somme cherchée. 

Cette formule (29) comprend bien comme cas particulier celle qui 
sert à passer des coordonnées rectangles æ, y, dans le plan, à des coor- 
données polaires r, 0; car 1l suffit de prendre æ — u cosy, y — usine 
(wets n'étant, par conséquent, autres que 7’ et Ô), pour que le second 
membre de (28) devienne 


[cosp(u cosp)—(— usins)sine] du de = udu dv, 


c'est-à-dire 7 dr dô, comme on l'avait trouvé. 

En terminant, montrons par une application très simple de la for- 
mule (24) [ p.97*] lutilité de ces sortes de transformations d’intégrales 
multiples, pour rendre parfois aisément intégrables en termes finis des 
expressions qui, sous leur première forme, ne l’auraient été par aucun 
des procédés connus. Cette application concernera la somme, d'éléments 


+ 00 
tous positifs, [ f ë 


0 
dans l’étude d’une intégrale simple appelée intégrale de Poisson. Sa 


(#99 dx dy, que nous retrouverons bientôt 


PEAU 
valeur limite sera, comme nous l’admettons pour f | Î(&;yY)dz dy; 
—0 


finie quel que soit le contour du champ dans sa partie s’éloignant à 
Pinfini de l’origine, si elle est trouvée telle pour le mode de groupement 
des éléments qui correspond aux variables r, 6; car on sait (t. I, 
p- 7, 3°) que toute somme d’une infinité de termes, pourvue d’une li- , 
mite dans un mode de groupement des termes, tend encore vers la 
même limite après changement arbitraire de ce mode, quand tous les 
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termes sont de même signe. Il faut donc ici prendre, dans (24), 
f(x,y)= e 4); ce qui, d’après le second membre de cette for- 


mule, donne à l'expression proposée la forme, en coordonnées po- 
TH 


19 æ 
laires, LÉ ds f el" rdr. Or, gràce au facteur 7 placé sous le second 
0 0 


signe f, factéur qui est la demi-dérivée de 7°, on peut poser r?=u 
et transformer la différentielle e—"*rdr en celle-ci, bien plus simple, 


I : , : : 
; “du, où l’exposant de e—! n’est plus un carré; ce qui la rend im- 


médiatement intégrable. En observant d’ailleurs que w ou r? croît de 
zéro à l'infini en même temps que 7, il vient successivement 


1 + 
TU e(L?#y") dx dy 


—0 
(30) 


eu T 


2 2 2 
AU as f e“du=} | d(—em = fa. 
© 0 0 É 0 2 0 4 


4 4 , . fie 
L'intégrale double proposée a donc la valeur finie +: 
A 


1 | 4 


316*. — Calcul approché des restes de séries doubles, triples, etc., 
par des intégrales d'un pareil ordre de multiplicité. 


On appelle série double une série (convergente) dont chaque terme 
est lui-même constitué par une série et remplacé par la suite des 
propres termes de celle-ci. En supposant que, s’il y a des termes de 
signes divers, on ait pu les combiner en nombre fini, soit deux à 
deux, ou trois à trois, etc., de manière à ne laisser subsister en défi- 
nitive, comme nous l’avons admis dans le cas des séries simples(p.50*), 
que des termes tous de même signe, positifs par exemple, ceux-ci, 
ayant leur somme absolue totale finie, garderont évidemment cette 
somme limite de quelque façon qu’on les dispose; et il sera naturel 
de les grouper d’après leur ordre de grandeur décroissante, chaque 
groupe ne contenant que des termes comparables entre eux, dont le 
nombre augmentera à mesure que leur petitesse commune deviendra 
plus grande ou l’ordre du groupe plus élevé. 

Or, si l’on divise un plan, par deux ou trois systèmes de droites pa- 
rallèles, en compartiments égaux, soit carrés ou rectangulaires, soit 
même, suivant les cas, triangulaires ou hexagonaux réguliers, puis 
qu’on inscrive le terme principal, constituant le premier groupe, au 


f 


PAT 
m1 
D 
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centre de gravité d’un premier compartiment donné, les termes du se- 
cond groupe, rangés convenablement, aux centres analogues respec- 
üifs de compartiments contigus au premier ou les uns aux autres, et 
formant tout ou partie d’une zone concentrique au compartiment pri- 
mitif, de même ceux du troisième groupe, encore suivant un certain 
ordre, dans une pareille bande de compartiments contigus entourant 
la précédente, et ainsi de suite, toujours à raison d’un terme par com- 
partiment, 1l arrivera souvent : 1° que tous les termes se trouveront, 
de la sorte, grâce à un choix approprié du mode de division du plan, 
inscrits à côté de ceux que l’analogie de leurs expressions, non moins 
que leurs valeurs, en rapprochent naturellement, et à des distances 
r du centre du compartiment primitif sensiblement égales pour tous 
les termes d’un même ordre de petitesse; 2° que l’ensemble des com- 
partiments ainsi consacrés aux divers termes de la série double cou- 
vrira sur le plan un espace infini en longueur et largeur, dont les 
zones très éloignées du compartiment primitif ne contiendront que 
des termes ayant leur somme totale, jusqu'aux distances r infinies, 
évanouissante. 

Cela posé, rapportons le plan à deux axes rectangulaires des æ et 
des y se croisant au centre du premier compartiment et, de plus, pour 
simplifier autant que possible les formules, adoptons une unité de 
longueur telle, que la surface de chaque compartiment égale 1. Les 
divers termes de la série pourront être évidemment distingués les 
uns des autres au moyen des coordonnées +, y du point où l’on aura 
inscrit chacun d’eux; et il sera naturel de les regarder comme tout 
autant de valeurs d’une fonction f(x, y) de ces paramètres. Cette 
fonction f(x, y), au moyen de laquelle on écrira la série, d’une ma- 
mière abrégée, 22 f(x, y), ne se trouvera, il est vrai, déterminée de 
la sorte que pour les couples de valeurs de x et de y répondant aux 
centres des compartiments. Mais elle admettra, dans les cas les plus 
intéressants, auxquels nous nous bornerons, une expression analytique 
continue, ne variant, aux distances r de l’origine suffisamment grandes, 
que de fractions très faibles de leurs valeurs entre les centres de com- 
partiments voisins et, à plus forte raison, entre un tel centre (x, y) 
et tout point (æ +u, y ++) du même compartiment. Alors nous 
pourrons, dans l’étendue restreinte de celui-ci, développer la fonction 
très graduellement variable f(x + u, y + v) par la série de Taylor, 
suivant les puissances des accroissements relativement petits &, #, qui 
sont les coordonnées locales des divers points du compartiment par 
rapport à des axes ayant les directions de ceux des x et des y, mais se 
croisant en son centre (x, y). Et il viendra, avec une approximation 
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généralement très grande si r est considérable, 


f(æ+u;y ++) 


df GA OREN EE 


Po = f(x,7)+ Lu To 


af... df 
NE TD TT ER Re 
dei °° Ge dy s*). 


Or cette formule, où le trinôme final entre parenthèses sera très petit 
devant f(x, y), rend facile une sorte de répartition continue, presque 
exacte, sur tout le compartiment, de la valeur f(x, y) du terme qui en 
occupe le centre (x, 7), de même qu’une formule pareille, dans le 
cas d’une série simple dont le terme général était f(n), nous a (p. 51*) 


fait remplacer f(n), pour évaluer approximativement le reste de la 
1 


2 
série, par l'intégrale TA n + u) du. C'était bien opérer une substi- 
tution analogue; car, si l’on se représente les termes f(n), f(n +1), 
f(n+o2),... de la série, écrits, le long d’un axe des +, aux points 
équidistants dont les abscisses æ sont 7, n +1, n +2, ..., ou au 
milieu de divisions, égales à l’unité, ayant pour limites respectives 
I I I 3 
n—-etn+-;, n+-etn+-); ..., le remplacement de chaque 
2 2 2, 


m1 


terme par une intégrale f f(x) dx s'étendant à toute la division cor- 
respondante revient à répartir graduellement sa valeur d’un bout à 
l’autre de cette division. 

Ainsi, nous décomposerons le compartiment considéré, dont l'aire 
s égale r, en éléments ds, comme du dv par exemple, ayant leurs situa- 
tions définies par les coordonnées locales w, # relatives au centre (x, y), 
et, après avoir multiplié par ds l’expression (31) de f(x + u, y +o), 


nous ferons la somme J des résultats pour toute l'étendue os —7+r du 


compartiment. Les deux termes te ds, TJ vd seront nuls, 


d’après la définition même du centre de gravité du compartiment, en 
vertu de laquelle les deux produits respectifs, par f ds ou 1, des va- 


leurs nulles de w, 6 qui lui correspondent, égalent les sommes fu ds 
(o] 


et fe ds. D'ailleurs, pour abréger, nous appellerons A, B, C les 
(e} 


trois quantités 


[3 
(32) A= f was B— fus do, G= f vds 
o ç q, 
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évidemment les mêmes pour tous les compartiments; et il viendra, en 


écrivant simplement f pour la valeur f(x + u,y ++) de la fonction 
f sur l'élément, 


“ ÉROE OR S 
fre f(&,7)+ - (A be 0 al 


On pourra donc substituer, au terme f(x,y) de la série, l’inté- 


grale fra prise dans l’intérieur du compartiment consacré à ce 
(o} 


terme, avec une erreur absolue par excès exprimée très sensiblement 
d? d? 
par = AS Sex 2 B J + OC As 
dx dy dy? 
re a les 1dées sur le degré de petitesse de cette erreur, bor- 


nons-nous au cas, le plus simple, de compartiments carrés, ayant leurs 
côtés, de longueur 1, parallèles aux axes et, par suite, leurs centres 
définis par des coordonnées égales aux divers nombres entiers, posi- 
üfs ou négatifs. Les formules (32) de À, B, C seront, respectivement, 
1 1 
2 2 
Î du (u?, uv, p?) dv, intégrales qui s'obtiennent sans difficulté 
RU 
S 


et valent = D = _ Le dernier terme triple, de (33) se réduit donc alors 


d? 2 AS  V) 
A f, æ Feu) 
dx? dy? 21 


et l’erreur relative, par excès, 


commise en substituant à f(x, y) l'intégrale [ fds, est, à peu près, 
(o} 


A f(x, y) J'Cn) 
24 f(%,7) 24 /(n) 
trouvée (p. d1*) pour le cas particulier où f(x, y) devient simple- 
MED COIE= Sr) CE) 


Cette expression ou celle, plus générale, que donne le quotient par 


» valeur comprenant bien celle, que nous avions 


(:) À part le coefficient numérique TS cette formule de l’erreur relative sub- 
siste dans le cas de compartiments non plus carrés, mais triangulaires équilaté- 
raux ou hexagonaux réguliers, c’est-à-dire ayant une forme possible quelconque 
de polygone régulier; car on obtient, pour tous ces cas, B— o et CG — A, soit en 
invoquant la théorie de mécanique rationnelle relative aux moments d'inertie, 
et observant que A, C sont les moments d’inertie de la surface os par rapport aux 
deux axes des v et des w, soit, ce qui revient au même ici, en effectuant une ro- 
tation des axes des uw et des égale à l’angle au centre (toujours inférieur à 7) 
du polygone régulier, de manière à retrouver avec les nouveaux axes les mêmes 
valeurs de A,B, C qu'avec les premiers, et en exprimant les anciennes coordonnées 
et intégrales w, v, A, B, C en fonction des nouvelles. 
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f du dernier terme (trinôme) de (33), tend d'ordinaire vers zéro 
quand on considère des compartiments de plus en plus éloignés de 
l’origine; car, si nous supposons la grandeur des termes exactement 
pareille à même distance r de l’origine, ou f(x, y) de la forme œ(r), 


: 
et tendant vers une expression monôme — = quand T1 croît, il vient 


PR RE EAU re 
(ÉD A RE x ox TN ou, pour r très grand, 
(34) su 


quantité positive qui tend bien sans cesse vers zéro lorsque r augmente. 

Par suite, si l’on décrit autour de l’origine une circonférence d’un 
assez grand rayon R, et que l’on remplace, dans le calcul de la série, 
les petits termes inscrits hors de cette circonférence ou hors d’une 
circonférence peu différente, par l'intégrale f f(x, y) ds étendue à tout 
l'espace infini que comprennent leurs compartiments, l’erreur relative 
commise sur la somme de tous ces termes, rapport de la somme des 
erreurs absolues commises sur leurs valeurs à la somme de ces valeurs 


mêmes, sera comprise mi la plus grande et la plus petite des valeurs 
m? :| 
Si Re duandion aus 


A5 
correspondantes de » ou n’atteindra pas ——> 


fa r)=e(vVr+r)=e(r) 


, A : 
avec w(r) tendant assez vite vers ‘— pour 7 croissant. 
£ 


D'ailleurs, si, pour fixer les idées, l’on admet que tous les compar- 
timents.du plan soient employés, ce rayon Rse déterminera, après avoir 
ajouté les N termes de la série (les plus sensibles ou inscrits le 
moins loin de l’origine) que l’on jugera devoir calculer directe- 
ment, en prenant le cercle rR? égal à N, c’est-à-dire équivalent 
à la somme des N compartiments occupés par ces termes, afin que 
l'ensemble des autres compartiments, sur lesquels se fera linté- 
gration f f(x, y)ds — fo(r)ds, ait son contour intérieur partout peu 
distant de la circonférence 27R et coupé par celle-ci de manière 
à laisser vide, hors de la circonférence, autant d’espace superficiel 
f ds qu'il y en aura d’occupé au dedans. Alors on pourra, en ne faisant 
varier o(r) que dans un rapport très faible, remplacer les éléments 
o(r)ds dont le champ ds est intérieur au cercle, par d’autres, 
o(71) ds, d’un champ égal do, — do choisi dans l’espace extérieur 
inoccupé par les compartiments, et substituer ainsi, au contour angu- 


à. 
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leux ou brisé limitant intérieurement l’espace où doit se faire l’inté- 
gration, la circonférence 27 R elle-même. 

Cela permettra de prendre, comme éléments d’aire do, des parties de 
couronnes Circulaires et même, puisque nous admettons que les termes 


de la série s'étendent à des azimuts 0 allant de zéro à 27, des cou- 
0=—2T 
ronnes complètes ie r df dr = 27r dr, de rayon intérieur r et de 
0=0 
largeur dr. Le terme complémentaire ou reste de la série, c’est-à-dire 
l’ensemble des termes convertis en intégrale, sera donc sensiblement 


Le] 
2m | o(r)rdr, ou bien, en supposant R assez grand pour qu’on 
R 
: ne ? A 
puisse attribuer à ow(7) sa forme limite monôme 5 
= 


2TAÀ Z=UUN ©? 
Reste = 27TA — —_ 
e Ni — 2 r'n—2 R 


(35) { 
an o7R2 A SIN 


 (m—2)R#2  m—o R%  m—2 R" 


On voit par cette formule l'importance du reste ainsi évalué, puis- 


& : 2N 
qu'il vaut environ es (nombre assez grand, comme N) termes de 
=") 


l’ordre des plus petits directement calculésde la série, quisontà fort peu 


ÉTA ; , , . NRne ) 
Près Sauf l’altération commise sur l'intégrale, l'erreur absolue, par 
27 A 
(m re 2) Here 
Tr A m? 
EE Se VE EN = 
Le 12(Mm—2)R" 
à m? SR à RACINE 
environ ——— fois l’un des plus petits termes conservés —-. 
A(Mm — 2) R’ 

Ce sera là, du reste, l'erreur due uniquement à la conversion opé- 
rée, en intégrale, du terme complémentaire. Or elle se trouvera 
effectivement réduite de l'erreur, de sens contraire ou par défaut, due 
aux variations des éléments &(7) ds où r était un peu moindre queR, 
c'est-à-dire de la forme R — €, et que l’on a changés en w(7r,) do,, avec 
ds, — ds, mais avec r, un peu supérieur à R, c’est-à-dire de la forme 

1 1 
R + &,. Ces éléments ont donc décrû de [e(R—£©)—(R+%)]ds 
ou, sensiblement, de 


— PCR) + G)de = — 9 CR)(E do + Gi dos); 
ce qui donne, en tout, l’erreur, par défaut, — ©'(R) f € ds, où l’inté- 
grale s'étend à tous les éléments do de surface compris entre la cir- 
conférence 27kR, que j'appellerai, pour abréger, S, et le contour den- 


excès, n’atteindra pas le produit du résultat par la limite 


supérieure de l'erreur relative, produit qui est 
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telé, entourant une aire équivalente, de l’ensemble des N compartiments 
les plus voisins du centre. Cet ensemble comprend tous les comparti- 
ments qui se trouvent entièrement dans la circonférence Set, en outre, 
un certain nombre de ceux qu’elle coupe. Par conséquent, la distance 
£, à la circonférence S, des éléments do dont il s’agit, a pour limite 


supérieure la diagonale, ÿ/2, d’un compartiment; et si, par des nor- 
males à S, on divise l'aire qu'interceptent les deux contours, en 
bandes étroites, d’une largeur dS sensiblement uniforme d’un bout à 
l'autre de chacune, tout élément rectangulaire ds — dS d& de bande 
donnera, dans l'intégrale f£ds, un terme (4S)Cd£, qui, joint aux 
autres termes analogues pour une même bande, fournira la somme 
partielle (dS) f € d£, inférieure à dS; en effet, l'intégrale f € dE ayant 
ici ses éléments pris en valeur absolue et ses deux limites, que j'ap- 
pellerai €, &, toujours contenues dans l'intervalle de zéro à la distance 
maxima \/2, comme on vient de voir, son expression +(€? — {%), même 
le plus souvent réduite à 1€?, n’atteint, évidemment, jamais l'unité. 

Donc il viendra, pour l’erreur totale par défaut —%'(R) f Eds 
due à l'arrondissement du contour, une quantité inférieure à 


—%/'(R)f dS—--27rR&'(R), expression qui, pour o(r)=— ne : est 


rt 


À à ; ; 
27 M jp OÙ Environ la valeur de 6m termes des plus petits directe- 


ment calculés 


fe Cette erreur par défaut se trouve, comme on voit, 
du même ordre que l'erreur par excès tenant à la conversion opérée du 
reste complémentaire en intégrale; et, par suite, l’expression obtenue 
(35) pourra être fort approchée. En conséquence, son emploi, ou, plus 
cénéralement, celui d’une formule équivalente de ff ds pour toute 
l'étendue des compartiments assez éloignés dont on ne voudra pas 
avoir à part le contenu exact, rendra praticable le calcul de séries 
doubles qu'il serait, autrement, impossible d'utiliser, par suite d’un 
nombre de petits termes, ayant une influence totale sensible, trop 
grand pour en effectuer l’évaluation et la sommation directes (1). 

Le changement approché, en une intégrale f f(x, y) ds, des petits 
termes d’une série double EE f(x, y), supposés tous positifs et inscrits 
aux centres (+, y) de divisions équivalentes d’une étendue plane con- 


(*) On peut voir des applications de cette méthode de calcul, relatives à l’écou- 
lement de l’eau que contient un vase prismatique percé d’un petit orifice au mi- 
lieu de sa base, dans une Note de MM. de Saint-Venant et Flamant, insérée en no- 
vembre 1883 aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences (t. XCVII, pp. 1027 
et 1109). 
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tinue os, peut servir, comme on l’a vu (p. 53*) pour la transformation 
analogue des petits termes d’une série simple f(x), à reconnaître la 
convergence ou la divergence de la série. Il est clair, en effet, que la 
somme d'autant de termes que l’on voudra, hors d’un cercle rR? de 
grand rayon décrit autour de l’origine, sera évanouissante pour R 
croissant, ou ne le sera pas, suivant que sa valeur relativement très 
approchée f f ds le sera ou ne le sera pas elle-même. Si, par exemple, la 
série s'étend à tout le plan, etqu'onait f(x, y)—=e(Vx?+y?)=œ(r), 
avec tendance de ©(7r) vers la forme Ar” quand r grandit, la formule 
(35) montre que ce reste s’évanouit à la limite, et que la série con- 
verge, lorsque la valeur absolue de l’exposant négatif — m dépasse 2. 
Mais, pour m-— 2, le second membre de cette formule donnerait le 
reste cherché proportionnel à logo, c’est-à-dire infini; et la série est 
divergente. Ainsi, tandis qu'il suffisait, pour assurer la convergence, 
d’avoir m>>1 dans le cas d’une série simple, il faudra m >> 2, ou une 
décroissance des termes plus rapide qu’en raison inverse du carré de 
la distance r au terme principal, dans le cas d’une série double. 

Une série triple, de la forme SEE f(x, y, z), provenant de la décom- 
position en une série 2f(æx,y,z3) [avec z variable | de chaque terme 
F(x, y) d’une série double, pourra parfois encore, après sa réduction 
à des éléments tous de signe pareil, positifs par exemple, se construire 
de manière à avoir ses termes de même ordre inscrits à égale distance 
r Var + z? de l’origine; et, cela, au moyen d’une division de 
l’espace 5 triplement étendu en compartiments équivalents, de vo- 
lume 1, cubiques ou seulement rectangulaires, par trois systèmes de 
plans normaux aux axes des +, y, 3. Il sera évidemment possible alors, 
en procédant comme nous l'avons fait pour les séries simples ou doubles, 
de remplacer à très peu près ses petits termes, plus éloignés de l’origine 
que les N principaux que l’on veut évaluer directement, par l'intégrale 
S f(x, y,3)d5, prise dans tout l’espace 5 s’étendant, par exemple, hors 


dela sphère r = R dontle volume SrRala VaRUEN ST; 7,2) —=@(r) 


et quev(r)tende vers Le pour r très grand, on adoptera comme éléments 

de cet espace des couches sphériques 4rr? dr de rayon intérieur 7 et 

d'épaisseur dr; ce qui donnera, pour la valeur approchée du reste, 
ce] 

es f o(r)r?dr, ou bien, R étant assez grand, 


R 
PA  n aanur de. NU 
nt 17 4 rm? m—3 R-3  m—3 ER m—3 R" 


Et la série ne sera convergente que si rm dépasse 5. 


RL 2, LL: 


110* SUR LA CONVERSION APPROCHÉE DES SOMMES EN INTÉGRALES. 


On concoit la possibilité d’une conversion analogue des restes de 
certaines séries en intégrales, même quand ces séries sont plus que 
triples au point de vue de la multiplicité ou de la variété des termes, 
quoique la Géométrie nous refuse alors pour elles une représentation 
complète. C’est, au fond, un exemple d’une telle réduction, que nous 
a fourni, au n° 308" (p. 85“), le calcul des influences ou actions exer- 
cées à travers l’unité d’aire d’un élément plan. Aussi, la série y étant 
quadruple, à cause des quatre variables +, y, 3 et u, ou r, 6, et uw, 
qu'il fallait y considérer, avons-nous reconnu que, pour la conver- 
gence, la rapidité (quand 7 grandissait) du décroissement des termes, 
c’est-à-dire de l'expression f(r,0,®) de l'influence de l'unité de vo- 
lume sur l’unité de volume qui y multipliait le produit dx dy dz.du, 
devait être non seulement plus grande que dans la loi de la raison 
inverse du cube 7 de la distance (ce qui aurait suffi si l'intégrale 
avait été seulement triple), mais, plus même que dans celle de la rai- 
son inverse de la quatrième puissance r*. Et, cependant, les somma- 
ions ne s’y étendaient pas, comme dans les cas des séries doubles et 
triples que nous venons d’examiner, à des valeurs allant pour chaque 
variable æ, y, z, u depuis — œ jusqu’à + æ, mais seulement à des 
fractions plus ou moins grandes du champ total possible, 

La transformation, en intégrales, des termes assez petits des séries, 
n'est pas moins naturelle, remarquons-le en terminant, que la dissé- 
mination fictive de la matière d’un corps dans tous ses vides intermo- 
léculaires, en vue de rendre de même calculables par des intégrales 
sa masse ou diverses sommes s’y rapportant. Toutes ces opérations 
dérivent, en effet, du grand principe d'unité et du besoin de simpli- 
fication, qui nous font introduire, le plus souvent à notre insu, la 
continuité, l’uniformité même, partout où c’est possible sans altération 
notable du caractère apparent des objets et des phénomènes. 


COMPLÉMENT A LA TRENTIÈME LECON. 


INTÉGRALES DÉFINIES DIVERSES; DIFFICULTÉS QUE PRÉSENTENT LA 
DIFFÉRENTIATION ET LA TRANSFORMATION DE CERTAINES D’ENTRE 
ELLES. 


319*. — Des difficultés que présente la différentiation de certaines 
intégrales définies. 


Les raisonnements qui ont conduit à la règle de différentiation 
b 
d'une intégrale définie UE f(x, c)dæx reposent sur la considération 
« 


des divers éléments f(x,c)dx, et impliquent, par conséquent, que 
l’on puisse avoir une certaine vue directe de leur ensemble; ils sup- 
posent donc, spécialement, des limites a, b bien déterminées et une 
fonction sous le signe f, f(æ,c), finie tant à ces deux limites que 
dans leur intervalle. Or admettons, au contraire, que a, b soient in- 
finis ou, encore, que f (+, c) devienne infinie aux limites a, b données. 


b 
Nous savons qu'alors l'expression f J(x, c) dx, dépourvue, par elle- 
« 


même, de toute signification précise, est néanmoins susceptible, grâce 
au principe de continuité, de représenter une quantité finie et parfai- 


tement déterminée si l'intégrale f J (x, c) dæ, à limites a, 8 variables, 
œ 


tend vers cette quantité quand «x, 6 y grandissent en valeur absolue 
ou y tendent vers a et b. La règle de différentiation applicable à 


8 b 

Î f(x, c)dx s’étendra donc à sa limite / f(x, c) dx, pourvu que 
œ a 

la différence, constamment évanouissante pour toutes les valeurs con- 


B 
sidérées de c, par laquelle f. f(x,c)dx se distingue de sa limite 
œ 


b 
. , A “ ’ 
7 f(x,c) dx, varie graduellement, c'est-à-dire ne présente pas, 
[14 


quand on y fait changer c, des accroissements et des décroissements 
successifs assez rapprochés pour empêcher sa dérivée de tendre vers 
zéro en même temps qu'elle. 


1r2* DIFFICULTÉ QUE PRÉSENTE LA DIFFÉRENTIATION 


b 
En conséquence, cette extension de la règle ordinaire à PULL 
[44 


sera légitime, dès que, parmi toutes les manières possibles de faire 
varier, en fonction de c, les limites « et 8 supposées constamment ou 
aussi grandes qu’on le voudra en valeur absolue, ou infiniment voi- 
sines de & et b, il y en aura une laissant subsister, même à la limite, 
la graduelle variation de la fonction; ce dont on s’assurera en consta 
tant si la dérivée obtenue reste bien une intégrale finie et déterminée 
quand on y pose finalement &« — a et 8 — b. Car, lorsqu'une fonction 


b 
de if f(x, c)dæx, par exemple, est définie comme la limite com- 
«a 


É 
mune de diverses fonctions, f. f(æx,c)dx, dont les unes sont affectées 
œ 


d’inégalités de plus en plus courtes nuisant (quoique évanouissantes) 
à l’uniformité de variation de ces fonctions, tandis que d’autres ont 
une marche plus graduelle, on doit, en vertu des principes de sim- 
plicité et de continuité, la réputer la limite de celles-ci et non des 
premières dès qu'il s'agit d'étudier son mode de variation. Si même 
on ne la connaissait que comme limite des premières et que, par suite, 
elle ‘s’offrit à l’esprit dépourvue de dérivée ou affectée d’inégalités 
infiniment courtes, 1l faudrait chercher à rendre sa variation graduelle 
en lui ajoutant une quantité sans cesse infiniment petite, mais d’une 
rapidité de changement infinie, à laquelle on attribuerait des inéga- 
lités juste capables de faire compensation aux siennes. Simplifier 
ainsi son mode de variation donné, sans altérer ses valeurs effectives, 
ce serait, au fond, compléter ou rectifier son idée, en la corrigeant 
d’une imperfection due à la voie suivie pour la définir, plutôt qu'à 
sa nalure propre. 

Quand a et b seront infinis ou, encore, ne dépendront pas de €, la 
manière la plus simple de faire varier « et $, supposés soit extrême- 
ment grands en valeur absolue, soit extrêmement voisins de & et b, 
sera de les prendre constants (indépendants de c); ce qui donnera 

. bg 
JE dr tou, a la limite, f de. IT sufjira donc que 
la différentiation sous le signe [ conduise à une intégrale de va- 
leur finie et déterminée, pour que cette intégrale soit la dérivée de 
la proposée. 

Dans le cas contraire (où ne réussit pas la différentiation sous le 


3 | . df(x,c) 
signe f ), les éléments sie dx correspondant aux valeurs de x 


soit très grandes (au signe près), soit très voisines de a et b, auront 


pour dérivée, 
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leur somme absolue infinie; sans quoi cette somme absolue et, à 

plus forte raison, leur somme algébrique à considérer, tendraient 

évidemment vers des limites : conséquence en désaccord avec la sup- 
a0 7 
d 

J dx 
de 

De plus, ces éléments seront affectés de signes variés ou formeront 


position faite d’une absence de valeur déterminée pour | 


+” [14 


des groupes alternativement positifs et négatifs, se succédant sans fin, 
et dont la valeur totale, non convergente par hypothèse, ne deviendra 
pas non plus continuellement infinie, du moins avec un signe constant 
quel que soit c; car il en résulterait évidemment, pour l'intégrale 


b 
’É f(x, c)dx, une dérivée sans cesse infinie qui rendrait infinie cette 
1. 


intégrale elle-même, contrairement à une supposition fondamentale 
de la question. 


26 
RE : PARC e 
Ainsi l'expression l pe quand elle ne tendra pas vers 
C 


A 
une limite pour x — a et 6 — b, y prendra, en général, des valeurs non 
infinies, de l’ordre même de celles des groupes positifs ou négatifs de 
ses éléments; et l’on conçoit qu’en faisant varier convenablement x et 8 
avec €, c'est-à-dire en ajoutant ou retranchant sans cesse plus ou 
moins des éléments f(x,c)dx dont la dérivée en € compose les 
groupes extrêmes, 1l soit possible d'obtenir une dérivée totale 


B df(x,c) de . da 
(9) Je dB So 


assez transformée par les deux derniers termes (ou termes aux limites), 
pour rester finie et déterminée quand on fera tendre finalement x vers « 
et 8 vers b. Ce sera cette limite de l’expression (9) qui constituera la 


b 
dérivée de l'intégrale proposée [ FARMER RES 
SE 


Du reste, au lieu de l’évaluer de cette manière, ïl sera parfois plus 
simple de modifier, pendant que € variera, la situation æ et la gran- 
deur dx du champ de chaque élément, afin d’avoir toujours le même 
nombre d'éléments f(x, c) dx à considérer, conformément à la pre- 
mière méthode que nous avons indiquée (p. 159) pour différentier une 
intégrale définie dont les limites varient. Alors on pourra toujours 
concevoir les divers éléments de l'intégrale numérotés d’une manière 
continue, pour les distinguer les uns des autres, comme cela se fait 
pour caractériser les différentes courbes d’une même famille (t. I, 


p. 129); et, en appelant & la variable qui à pour valeurs la suite des 


B. — II. Partie complémentaire. 8 
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numéros d'ordre ainsi imaginés ou affectés aux divers éléments, la si- 
tuation æ de chacun de ceux-ci sera évidemment fonction, à la fois, 
de w et de c, tandis que son champ dx, accroissement de cette fonc- 
tion corrélatif au passage d’un élément à l’autre ou au changement 


| , dx Fe 
du du numéro d’ordre (avec € constant), sera a Les éléments 


HA dx x 
f(æ,c)dx pourront donc s’écrire J(x, c) 7 du, expression de la 


forme d(u,c)du, après substitution à + de sa valeur en &w et c; de 
sorte que, Si &,, &, désignent les numéros d'ordre du premier et du 


Un 
dernier élément, l'intégrale devient f. V(u,c)du, ou a ses limites 
9 


constantes. 
En d’autres termes, le premier procédé de différentiation des inté- 


orales indiqué au n° 317 (p. 159) revient à échanger la primitive va- 
riable + d'intégration contre une autre w ayant ses deux valeurs ex- 
trèmes indépendantes de c. Il suffira donc de la choisir telle, que 


x 


3 dUtu,c) ; SE à 
l'expression SPAS du reste déterminée, même quand on y fera 
a 
1 


b s 
2 DRE AIR “Ve d'f(æ,c 
4 — a et 8 — b. Si, en particulier, l’indétermination de Le ES dx 
Et 


tient à la présence, dans f(x, c), d’un facteur &(x,c) trop rapide- 
ment variable en fonction de c quand x devient soit très grand en va- 
leur absolue, soit très voisin de & ou de b, on adoptera une fonction 
de ce facteur pour nouvelle variable w, afin qu'il devienne indépen- 
dant de c ou contienne seulement «w dans la nouvelle forme de l’inté- 


orale; ce qui dispensera de l’y différentier. 
À 


Le) e N 2 
à : ex \ . c? À 
Prenons comme exemple l'expression [| 1e sin (£ CE ) dx, où 
2 2 
. — 


/ 


la fonction désignée par f est arbitraire, à cela près qu’on la suppose 
sraduellement variable partout et finie ou, du moins, pas trop rapide- 
ment croissante (comme l’on verra) même pour + —. Le facteur 


"ADS , . . Ve : ; 
n(De-r), toujours compris entre 1, se réduit sensiblement à 


A 


c? 21e 
l'arc correspondant -e-* pour les grandes valeurs positives de æ; et, 
2 
par suite, du côté de la limite supérieure, les éléments sont de l’ordre 


et e£: co 
de ff ) e* dx =f(*) d(— 2-*)ouont,comme fl mg 2 EU ie 


EE 
' 4 À ex AU: 
leur somme evanouissante pourvu que Fr 2) le grandisse pas trop 
2 4 


avec +, en valeur absolue; ce qu'on admet. Mais, du côté de la limite 


AVANT DE POUVOIR LES DIFFÉRENTIER SOUS LE SIGNE f. 1 

b] 

infé 1 x ) à-dir Re l’ar G —X ù e-* d rs AE 

inférieure, c est-a-dire pour æ — — , 1 arc — e*, où e7* devient tres 
2 

grand, varie de plus en plus vite. Or, comme le sinus correspondant 

change simplement de signe chaque fois que cet arc croît de 7, c’est- 


à-dire à des intervalles très courts et qui le deviennent de plus en plus, 
, ’ ® ’ A L = c? Fi 
les éléments, sensiblement égaux à /(o)sin (£ a) dx, y forment des 
2 


groupes de grandeur insensible, à signes alternés, et décroissants jus- 
qu'au delà de toute limite par suite du changement de plus en plus fré- 
quent de signe du sinus à mesure que x s'éloigne de zéro. Donc l’inté- 
grale est finie et déterminée. Mais la somme absolue des éléments y est 
infinie; car, pour les fortes valeurs négatives de æ, le sinus se trouve 
généralement comparable à l’unité et, à moins que le facteur f(o) ne 
soit nul, ces éléments sont de l’ordre de leurs champs respectifs dx, 


#4 
dont la somme f dx est infinie. 
— © 


Dans ces conditions, il y a lieu de craindre que la différentiation sous 
le signe f, par rapport à c, n’aboutisse pas; car les éléments dont il 
s’agit, se trouvant, pris en somme absolue, infinis et infiniment varia- 
bles, peuvent, par la combinaison de leurs signes, amener des dérivées 
de toutes les grandeurs. Et, en effet, il vient 


N 


expression où le facteur e—*, infini à la limite inférieure, rend, de ce 
côté, les éléments de plus en plus grands, de manière à y compenser 
la diminution de champ des groupes et à empêcher la convergence de 
la série formée par ceux-ci. 

La recherche de la dérivée de l'intégrale exige donc qu’on fasse 
varier, avec €, la limite inférieure, tenue de devenir —%, mais pas 
plus astreinte d’ailleurs à être qu’à n'être pas constante. A cet effet, 
changeons, comme il a été dit, la variable d'intégration, de telle sorte 
que la différentiation sous le signe f, effectuée ensuite, donne comme 
résultat une intégrale parfaitement déterminée. Nous y arriverons en 


FES 5 : 0 JLCe 
choisissant une nouvelle variable, w, fonction du facteur sin (= e*) 


dont la trop rapide variation est cause des difficultés et qu'il faut, par 
suite, éviter de différentier. 
Posons, par exemple, 


ne Lodiobs ere) eus log(et)n et: dis du, 
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L'intégrale proposée deviendra, en y intervertissant les limites et 


\ 


À OC ARE k 
changeant le signe, il “LE ET ( sin —- ) du; ce qui donnera, pour 
RARE ON RES 


la dérivée cherchée, Pexpression 


Le) C2 \ et" 
(10) [ J'(F eo" }(ce-")( sin TJ 
CSS PRNE LEe À D 
parfaitement déterminée. En effet, les groupes d'éléments dont la dé- 
rivée totale ne pouvait, tout à l'heure, s’obtenir, ou qui correspondent 
aux valeurs infinies négatives de x et infinies positives de w, donne- 


2 


Éo * - Ë c2 
ront ici, grâce au déplacement de leur champ dx et vu que — e=t y 
2 2 LA 


ce] \ 
. “ « , 4 ® ’ . eut 
diffère très peu de zéro, la dérivée (en c) fe OT CR (sinT) du, 
2 
SM ù 


formée de groupes à signes alternés et rendus, par le facteur 
e7%, plus rapidement décroissants encore que ne sont, dans l’inté- 
orale non différentiée, les groupes analogues composant la somme 


Le +] 
AAC : > ie 
[ f(o) (si =) du. La transformation n’a d’ailleurs fait naître au- 
u 


U 


cune difficulté à l’autre limite x — © où uw —— x; car, sin — y deve- 
2 


4 eu de 
nant sensiblement ou les éléments correspondants de (10) se ré- 


: Ce LC . : ë 
duisent à /” ( = à à du, expression incomparablement moindre que 
\ 
c? \e I / ; 
Je (Z e*) = et du = — : 51 Ta = e" ), et dont la somme sera, par 
: . . L f 1} Ï e , 3 
suite, infiniment faible, si, comme nous l’admettrons, la somme 
absolue des variations de la fonction f pour les très grandes valeurs 


positives de sa variable reste finie ou, en devenant même infinie, ne 


\ 


dépasse pas un certain ordre d’infinitude. 
On aura donc, en définiuve, 


N 


/ d 2 : ex \ À c? l Rd ; 2 \ : OU 
| “e ‘L J (©) sin (= e*) dx = A TER (5 e#) an (2) Li 


\ 
(1) 
(11) = Jos , 20 
EL 58 RCA (ant )e-rau. 
2 
0 


Cet exemple est relatif au cas de limites à, b infinies; mais il le 
devient au cas d’une limite finie, avec valeur infinie correspondante 
de Ja fonction sous le signe f, quand on y pose e* = y où x —log y, 
et, en même temps, e“—# ou uw — loge; ce qui change la relation 


AVANT DE POUVOIR LES DIFFÉRENTIER SOUS LE SIGNE 1 1 lo, 


æ+u—log(ce?) en yr—c?. La formule (11) se transforme alors, terme 
à Lerme, en celle-ci : 


V4 a 0 1 VAUT e?\ dy 1 D tee CUP fe 
ErAOIOET ESS III EE 
22 / ,9 \ / " , 
ac Î patent 
20 OPROE 


On reconnaît aisément que le dernier membre est fini et bien déter- 


tra) 


miné malgré la présence, sous le signe f, du dénominateur 6? infini à 
la limite inférieure zéro, pourvu que la fonction f, pour les valeurs 


USA re . c? . rte 
très élevées de sa variable — ;, soit d’un ordre de grandeur inférieur 
26 ra 


à 1, c'est-à-dire n’atteignant pas l’ordre de cette variable, ou pourvu 
que, par suite, sa dérivée f' tende vers zéro en devenant comparable 
à une puissance de cette même variable dont l'exposant soit négatif. 
Telle est donc la condition imposée à la fonction f, dans l'intégrale 
différentiée ici. 


b 
Mais revenons, en général, à l’expression Î CNE 
da € 


En se bornant, comme on le fait, aux fonctions f(x,c) dont la 
variation ne cesse pas d’être graduelle, sauf tout au plus pour des 
valeurs isolées de æ et de c, il est encore un cas (outre celui de limites 
infinies et celui d’une fonction sous le signe f devenant infinie) où une 


b 
intégrale 11 f(x, c)dx ne peut être considérée directement, mais 
ST LT 


seulement comme limite d’autres. 

Il se présente quand la fonction f(x,c) cesse, tout en restant finie, 
d'être déterminée pour une valeur de x égale à une limite ou comprise 
entre Îles limites, comme il arrive, par exemple, dans l'intégrale 


Un) 
CRC RUE RC ; ; 
[ { sin — ) dx, où, à l'approche de x — 0, sin — oscille une infi- 
\ VAL VAL] 
ul, 


nité de fois (si 2 est positif) entre — 1 et +1, sans se fixer près 
d'aucune valeur intermédiaire. Alors l’indétermination accidentelle de 
la fonction n'empêche évidemment pas l'intégrale d’être parfaitement 
définie; car les éléments, dans une petite étendue voisine de la valeur 
critique de x rendant la fonction f(x,c) indéterminée, n’ont qu’une 
somme absolue infiniment faible à cause de l’étroitesse de leur champ 
total fdxr. On appliquera évidemment à ce troisième cas les mêmes 
considérations qu'aux deux premiers; elilest clair, par exemple, que, 
st la différentiation sous le signe f donne comme résultat une inté- 
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grale finie et déterminée, celle-ci exprimera la dérivée de la pro- 


posée. 
Or cela devra arriver le plus souvent. Car, la somme absolue 


b 
des éléments de *f f(x,c)dx voisins de la valeur critique étant, ici, 
«a 


toujours insensible, la dérivée en c de cette somme l’est d'ordinaire 
(sauf parfois pour des valeurs de c isolées); et, quoique cette dérivée 
soit généralement inférieure à la somme absolue des dérivées des mêmes 
éléments (vu les variations possibles, en sens inverse, des valeurs ab- 
solues de certains d’entre eux), cette dernière somme pourra, néan- 
moins, être encore infiniment petite, ou assurer, par le fait même, 
*af(æ,c) 
te 


contraire, infinie dans lesdeux premiers cas (delimites infinies ou d’une 


une valeur déterminée au résultat si dx. Elle aurait été, au 


«a 


b 
fonction sous le siene f devenant infinie}, si l’intéerale æ,Cc\dx 
o > oO 2 
« 


y avait dù sa valeur déterminée à la succession des signes des groupes 
d'éléments et non pas seulement à leur décroissement absolu. 
On aura, par exemple, au moyen d’une simple différentiation sous 


le signe /f, 


b 
d TC 6 cd 
(13) ut (an 5 )de= f (cos 5) ee 


En effet, le second membre de (13) peut, à un facteur constant près 
= 0 2 c 
mc, s'écrire je æd sin —; intégrale dont les éléments æd sin —- 
HAL K am 

RER À) 
se succèdent bien, à mesure que x décroît, par groupes (à signes 
alternés) de plus en plus faibles, les changements élémentaires du 
sinus, pareils dans tous les groupes, s'y trouvant multipliés par le fac- 


teur æ de plus en plus petit. 


*sinbr 
dr. 


321*. — Calcul et propriétés de l'intégrale 1 


0 


ns u 
sin bxdx 


ca 
NE Ye: € 
On remarquera que, dans l'intégrale précédente f 
0 


(p- 164), où nous supposerons, pour fixer les idées, b > 0, les élé- 
ments forment des groupes alternativement positifs et négatifs, de 


ua 


même champ L° mais de plus en plus faibles; car le facteur sin bx, 


d'abord positif, de bx — 0 à bx —+,ychangesimplement de signe quand 


SinbT 
(y #4 


te, 110* 


VALEUR DE L’'INTÉGRALE fa 
0 


era ; Ur 
, essentiellement positif, 


bæ croît de +, tandis que l’autre facteur, 


y Lend sans cesse vers zéro, méme lorsque a est nul. L'intégrale con- 
stitue donc une série de termes décroissants à signes alternés, toujours 
convergente; en sorte que sa valeur ne dépend pas des termes infini- 
ment éloignés, qui correspondent à æ:— . Et si l’on fait décroître le 
nombre a jusqu’à lerendre presque infiniment petit, ce qui donne, à très 
' ue, b T 
peu près, pour la valeur (16) de l'intégrale (p. 164), arctang Aout 
2 
tous les éléments tant soit peu influents sur la somme deviennent sen- 
siblement les mêmes que poura—0o ou pour e-**—7,quoique d’autres, 
incomparablement plus éloignés, pour lesquels e-4* tend encore vers 


zéro si faible que soit a, restent bien moindres que dans cette hypo- 


sind x 
dx, non seu- 


(+) 
thèse a — 0. Il suit de là que l'expression | eT7ax 
0 


#15 ; . . : 
lement tend vers - quand & s’évanouit, mais, surtout, reste continue 
2 
** sinbx 


méme à cette limite, ou n'y diffère pas de / — dx. 
VA 
A1) 


Remarquons cependant que la suppression de l’exponentielle dé- 
croissante €e7%* constitue, si près que soit a de s’y évanouir, une 


modification profonde, accusée par la discontinuité des valeurs abso- 
SIDE 


lues totales des éléments. En effet, tandis que, dans / Tee on: 
0 d 


1 0 , e , \ dx 
les éléments très éloignés, comparables à — — dlogx, ont leur somme 
T 


ee] 3 | 
: : ee .Sinbx 
absolue infinie, les éléments analogues de f NE riens dx sont, abs- 
0 


traction faite de leurs signes, incomparablement plus faibles que 


= eTuiT k x A 
CAE NEA ——,— étont, par suite, leur somme absolue infiniment 


petite, celle des valeurs de e-4% dx étant finie et mème évanouissante. 

Malgré cette différence, nous pouvons évidemment, grâce à la 
continuité démontrée de l'intégrale, poser a — 0 dans (16), contrai- 
rement à l'hypothèse essentielle a > o exigée par la formule (14) qui 


a servi de point de départ; et il vient 


inor T 
(17) [ = Etes (pour b => 0). 


0 
Le paramètre b a été supposé positif; mais, comme chaque élément 


sinbxr : 3 — a 
—— dx change simplement de signe avec b, l'intégrale (17) elle-même 


*sinbr 
2 


dx 


120* CONSTANCE, EN VALEUR ABSOLUE, DE L'INTÉGRALE fe 
0 


we . Tr L VE 
en change tout entière et devient — = pour b négatif. Elle est donc une 


. . . \ , : His 
OnCLION 7 À arc [e ü nsStal CR 
fonct npaire de son paramètre b, égale à une constante + ; pour 


toutes les valeurs de b qui ont le même signe + ou — et, par suite, 
brusquement croissante de 7 quand sa variable devient, de négative, 
positive. 

On s'explique aisément l’invariabilité de sa valeur absolue, en fai- 
sant varier, avec b, le champ d'intégration dx des éléments, de manière 
qu'un même élément corresponde, quel que soit b, à une même valeur 
de sin bx. Cela revient à prendre l'arc bx comme nouvelle variable w 
d'intégration, donnant 

sinbr sinbr sin w 


dx = —— d(bx) = du ; 


T bx 


et l’on à par suite, vu que « et x, nuls ensemble, deviennent infinis 
positifs ensemble (quand à est plus grand que zéro), 


2sinb0zr HS 
(pour b>0o) li du, 
u 


+p * 210 


expression où b n'entre plus. 
Quant à la discontinuité de l'intégrale pour b —o, on peut la 
regarder comme consistant en ce que, si l’on fait immédiatement 


as 

sin br ur : Au 

b — o dans Î . dx, il vient, par l'annulation de tous les élé- 
AT) 


; : T : VE 
ments, zéro comme valeur totale, au lieu de Æ — que l’on aurait si D 
2 


n arrivait qu'avec continuité à la valeur zéro, à partir d’une autre 
quelconque. Quand b, supposé, par exemple, d'abord positif, devient 


à At Es ; du 1 
extrèmement voisin de zéro, le champ cxz— 7 de chaque élément 


sin & 


du se dilate dans un rapport immense; et toute l’étendue com- 
prise depuis æ — 0 jusqu'aux valeurs finies les plus grandes de x est 
. 1e sinu , L 
comme envahie par les premiers éléments —— du, savoir, par ceux 
u 
où le facteur sinu — sin bx se trouve presque nul, tandis que les élé- 
1 | sin 4 Per k s AU 
ments influents —— du, où l'arc & a des valeurs sensibles, s’éloi- 
F 


gnent jusqu’à l'infini. 


L'intégrale, pour b évanouissant, constitue en quelque sorte, tout 


ET DISCONTINUITÉ DE CETTE INTÉGRALE. CALCUL DE l' ( }- T0 


[ME 


à la fois, une série conrergente, égale à + É et une série semt- 


convergente (1. 1, p. 3), ayant la valeur approchée zéro. Autrement 
dit, la somme des éléments, ajoutés en faisant croître x à partir de la 
limite inférieure, s'y maintient très longtemps voisine de zéro, comme 
si la série qu'ils forment ne devait pas quitter cette valeur; et c’est 
parce que le moment où s’y dessine enfin la tendance vers la limite 


+ = finit par ne plus arriver qu’à l'infini, ou cesse effectivement de se 
2 


produire, que la valeur zéro répondant à la semi-convergence devient 
la vraie quand b s’annule tout de suite dans l'intégrale, au lieu d’ar- 
river graduellement à zéro. 


n LA 4 e L . . Tr 
En résumé, l'intégrale a, pour b—o, trois valeurs, savoir : + se 


ee cileur moyenne arithmétique zéro, suivant que D atteint la va- 
2 


leur zéro après avoir été positif, ou l’atteint après avoir été négatif, ou, 
enfin, recoit immédiatement et isolément cette valeur zéro. 

Nous n'avions pas, jusqu'ici, rencontré de fonction, définie analyti- 
quement, qui présentàt un parei ace brusque d’une valeur finie à 
l t, qui présentàt un pareil passage brusque d 
une autre valeur finie, ou qui, en d’autres termes, impliquât l'existence, 
pour une seule abscisse, de deux points d'arrêt, dans la courbe repré- 


dx 


Sn 0T 


sentative de l’ensemble de ses valeurs. L'expression ( 
L 
20 


montre donc que les intégrales définies, à éléments même très simples, 
constituent une catégorie de fonctions plus complexe, plus variée, que 
tous les types précédemment obtenus, et propre à exprimer des cir- 
constances échappant à ceux-ci. La propriété, non moins remarquable, 
dont jouit la même expression, d’avoir sa valeur absolue indépen- 
dante de son paramètre, est aussi très importante; car elle permet, 
comme on verra dans une prochaine Lecon, d'exprimer toutes les fonc- 
tions périodiques par certaines séries, dites érigonométriques, procé- 
dant suivant les cosinus et sinus affectés de la même périodicité que 
ces fonctions. 


324*. — Application de l'intégrale de Poisson au calcul de certaines 
valeurs de la fonction l'. 


On voit que les résultats précédents (p. 163), dérivant de ce que 


+- 00 


. 


œ . 
le carré de [ e-* dx est l'intégrale double / | er dr dy, 
QU e e” 


Q 
résultent aussi de la formule (24) de transformation démontrée dans 


129% INTÉGRALES EULÉRIENNES DE PREMIÈRE ESPÈCE; LEUR RÉDUCTION 


la dernière Lecon (p. 97“), formule qui nous avait déjà donné 


T . ; 
(p. 102*) la valeur - de cette intégrale double. 


L'intégrale de Poisson devient, si l’on en double la valeur, une de 
ces intégrales eulériennes, dites de seconde espèce, que l’on repré- 
sente par l'(2), et dont l'expression peut, comme l’on à vu [p. 36*, 

Le 
formule (23)], se mettre sous la forme 2 13 u?22—1e-* du. Celle-ci, en 
EGa0) 


I 
y posant 7 — -, donne, en effet, 
“ 2 


I N ce] à re) 4 . 
(23) hi Si +2 er du = 2 ee? dx = V7. 
W D} % 


0 A0 


La formule de réduction (21) [ p. 35° ],savoir F(n)=(n—1)T (7 —1), 

permettra, par suite, d'obtenir f > puis I a > etC.; ce qui, Joint 
LE: ù = 

aux valeurs déjà trouvées 1 ou 1.2.3 ...(n—1)deT(7) pour les va- 

leurs entières de 7 (p. 36*), fera connaître la fonction T (x) pour tous 


, ! ; ’ ; I 
les cas où 7 sera un multiple pair ou impair de 


325*. — Deuxième exemple : évaluation des intégrales eulériennes de 
première espèce, ou à deux paramètres, en fonction de celles de 


seconde espèce l'. 


On appelle, après Legendre, intégrale eulérienne de première 
1 


espèce, etl’on représente par B(p,q), l’expression fl 2P-1(1— 291 dx, 
SE 


où p, qg sont deux paramètres positifs : æ et 1— x, compris entre 
zéro et 1, y égalent les carrés respectifs du sinus et du cosinus d’un 


A z! , « T L 0 e 9 
même angle 0, variable de zéro à —-+ En posant ainsi æ — sin? et, par 
2 


suite, dx — 2sin0 cos0 d0, il vient, après des réductions évidentes, 


w1 A 


(21) BV; 9)E-2 f sin??—106 cos?7—10 d0. 


ee 0 


Cette intégrale se ramène, de la manière suivante, à la fonction T,. 


ce) 
Dans l'expression, 2 1 u#%-le-% du, de T(n), remplacons d’abord 
0 
ñn par p et u par y, puis À par g et uw par æ; enfin multplions entre 


A CELLES DE SECONDE ESPÈCE OU A LA FONCTION T'. 1250 


elles les deux intégrales ainsi obtenues T(p), T(g), que nous savons 
ètre bien déterminées. Il viendra, comme avant la valeur limite finie 


Le 
r(p)rT(g), l'intégrale double 4 if DIT Véro le dr dy, à êlé- 
La e_ 0 
ments tous positifs, et indépendante, par suite, de la forme que rece- 


vra la partie du contour de son champ destinée à s'éloigner à l'infini 
dans l'angle des æy positifs. On pourra done y effectuer, conformé- 
ment à la formule (24)[p. 97*], les transformations et le groupement 
d'éléments correspondant à l'introduction des coordonnées polaires 
r, 0, avec remplacement des deux côtés rectilignes du contour paral- 
lèles aux axes par un quart de la circonférence de rayon infini décrite 
de l’origine comme centre; ce qui donnera pour résultat 


3 œo 
sf a f sin??—16 cos 29-10 r2(p+9)-1e-r dr. 


0 0 


Enfin, observant que cette intégrale double se décompose immédia- 
tement en deux facteurs où r et 8 sont séparés, l’on aura 


\ 
T S 
2 


(25) T(p)T(g)=4 Î sin??-16 cos?9-10 «0 G Der) : 
0 0 « 


Or, ici, la dernière intégrale entre parenthèses est ce que devient 


2 
Ï c 2 
= T(A), ou f u??-le" du, quand on remplace w par r et x par p + g; 
? 0 
I Le ® , , » e 
c’est À T(p + q). EL d'autre part, l'intégrale précédente, aussi entre 


I | 
parenthèses, égale, d’après (24), - B(p,q). Donc la relation (25) 


revient à T(p)T(g) —B(p,q)T(p + aq); et elle donne l'importante 
formule, due à Euler, 


HO DINCAN 


26 B(p, 4) = 
(26) AA ares 


On voit que, dans ce deuxième exemple du calcul d’une intégrale 
simple par transformation et décomposition d’une intégrale double, 
celle-ci se résout en facteurs sous chacune de ses deux formes, et que 
lPun des quatre facteurs obtenus est précisément l'intégrale B(p,q) à 
évaluer. Quant aux trois autres, ce sont trois valeurs différentes de la 
fonction l. Aussi est-ce par leur moyen que s'exprime, symétrique- 


: 2) 
124% CALCUL DES INTÉGRALES É ea? (cosbæx? ou sinbx?) dx 
70 


ment en p et q, l'intégrale eulérienne à deux paramètres p, q, ou de 
première espèce. 
2 


326*. — Troisième exemple : intégrales fe et cos Era 


0 


œ 
et [ et? sin br? dr. 
a 1] 
Prenons, pour troisième exemple, les deux intégrales 


pe) 2 
(27) [te 1 er"*cosb x? dr, J== 12 eat sin D Cds 


AN (0 


où e** sera, comme dans l'intégrale de Poisson, une exponentielle 
décroissante, et où l'on pourra se contenter de supposer positif, comme 
a; le paramètre D, vu que le changement de b en — b laisserait à la 
première intégrale, de même qu’à cos bx?,sa valeur primitive, et ferait 
simplement changer de signe la seconde, avec le facteur sin b x°. Nous 
avons déjà reconnu (p. 106) que cette seconde intégrale représente la 
somme, positive, d'une série à termes décroissants alternativement 
positifs et négatifs. 

Changeant, dans (27), æ en y et donnant en même temps à I, J les 
noms |,, J,, écrivons 


a ce) 
(28) = JL eTuY" cos by? dy, — [ eTtY°sin by2dp, 


SA0) et) 


puis formons les expressions, en intégrales doubles, des produits I;, 
JJ,, 1, JL et, enfin, des deux sommes algébriques IL, — JJ,, 19, + JL, 
ou PF — J? et 21J. Les deux intégrales doubles obtenues pour ces 
sommes seront encore transformables en 7 et 6 par la formule (24) 
[p- 97*]; car la valeur absolue de chaque élément s’y trouve infé- 
rieure au produit er") dx dy, auquel elle se réduit quand le facteur 
sinus ou cosinus qui y figure atteint Æ 1; et, par suite, la somme limite 
de toutes les valeurs absolues pareilles n’égalant pas l'expression bien 


2 Die 2 \ 2 \ 
déterminée / | ere dy ( Î croi de) [ Pat à ay | 
sr 9 : ot PARC : { 
(] 
carré de la quantité évidemment finie [ e“* dx, ces deux inté- 
e 0 


grales doubles constituent des séries convergentes en vertu de la pe- 
utesse absolue de leurs termes, dont on peut dès lors modifier le 


ET DE CELLES DE LA DIFFRACTION QUI S’'EN DÉDUISENT. 12) 


groupement à volonté. Il viendra 


x 
17 Fr à 
= | do [ ET UECOSOrTET dr. 
(29) pe A L 
2 1J — Î era 3) sin b(x? + y?).dx dy 
& 9 


q «1 
_ 1 d5 f et sinbr?.r di. 


0 0 


Or, si l'on pose 7? — u, d'où rdr — - du, et si l’on observe que « 


D | = 


croit de zéro à l'infini en même temps que 7, les deux inté- 


2 ee 
grales f e“*cosbrè.rar el fe" sinbre.rdr deviendront 


2 ( e 0 
ANT CHE ID” I a 
— fl e 4 cos bu du et - Î er“ sin bu du,ou, finalement, - — - et 
Pile 20 > a? + L? 
l b ; : sta 
ar pe: d’après la seconde et la troisième des formules (20) de la 
page 68. Les derniers membres de (29) égalent donc respectivement 
T a Te b LLBESAN Fe fe ; 
: > — et. Hiuitanlies, L'un. pars (a 40") l'autré/par 
D Dar bp? | | op = \ RARE me 
?) . 
= (a? b?), ils donnent 
LAS 
j(a? + b:)Pr i(a? = b?)J? {(a? + b?)TJ b 
( 30) nn ) — «a, ER SAS RS =, —4 
T TT T 2 
r 


B(a?2+b?} 
est positif et que, par suite, l'intégrale I a le mème signe que l’inté- 
srale J, ou est, comme J, positive. 

Nous avons ainsi, pour compléter la détermination de Let J, les 
deux équations (30). Si, en vue d’abréger, nous posons 
ACat + b2)J? 


4e 


NA Se —_ 


2 


4(a?-+ b?)1P® 
= - 9 


LE 


ces deux équations fourniront immédia'ement la somme X!+ X”, 
A(a2 + 67) [JE v, J b? 
» égal à — —. 


LE 


égale à a, et le produit X’X’, où | 
3 ; 4 


126* VALEUR BIEN DÉTERMINÉE DES INTÉGR. DÉFINIES DE LA DIFFRACTION, 


4(a? + b?)1?2 ed 4(a?+ b2)J? 


T T 


sitive et la racine négative de l’équation 


Donc sont respectivement la racine po- 


X2— (X"+ X')X + X'X” = 0, ou X2—aX — — — 0: 
ce qui donne: 


sta? + b?)12 te 
i{ => (a+V 


LE LE + SAR 4 2 + p2}J2 ; _ . 
a? + b?), LARAA QUE = = (—a+var 6} 


ee 


Enfin, isolant PP, J? et extrayant les racines carrées positives, 1l 
vient 


| ; < I r a+ Va? +b? 
| I ou ï CEMPÉCOSD TE DE == = — 5 ) 
À 2 2 a? —- b? 
FT) 4 
pe » 
LR I r —a+Va?+b? 
| J ou [ Cr SInVT dre = ue —_—_——— ——. 
\ 70 A AD 
327*. — Application aux intégrales de la diffraction f- cosbx?.dr 
40 


et É sin b x°?.dx. 


À la limite & — o, les deux intégrales I, J deviennent égales et ont la 


1 T A UN Heat 
valeur ; VS comme on le déduirait, sans recourir à leurs expres- 
2 
sions générales (31), des formules (30), alors réductibles à 1 — J?= 0 


* \ T Q A 
etale TE Or I, J sont continues même pour & — 0, en ce sens que 


tous leurs éléments tant soit peu influents peuvent, quand & est, non 
pas nul, mais extrêmement petit, s’évaluer dans l'hypothèse ax? — 0, 
et être ainsi égalés à (cosbx?)dx ou à (sinbx?)dx, sauf erreur 
aussi voisine de zéro qu’on le veut. En effet, dans cette hypothèse, 
les deux intégrales se trouvent encore formées de groupes alterna- 
tivement positifs et négatifs d'éléments, groupes où la fonction 
sous le signe f cesse, il est vrai, de Héctottre de l’un à l’autre pour 
prendre indéfiniment dans tous, à partir du second si c’est cosbæ?, et 
dès le premier si c’est sin bx?, la même suite de valeurs absolues, mais 
dont l’atténuation incessante (d’un groupe à l’autre), et indéfinie, reste 
assurée par le rétrécissement de plus en plus grand, à mesure que 
l’ordre du groupe s'élève, de son champ partiel fdx, compris dans 
l'intervalle de deux valeurs de + entre lesquelles bx? croît de 7. 


MALGRÉ L'INCOMPLÈTE DÉTERMINATION DES INTÉGR. DOUBLES CORRESP.  127* 


Ainsi les éléments de plus en plus éloignés, et finissant par se neu- 
traliser entre eux, pour lesquels ax? conserve des valeurs sensibles 
quelque petit que devienne 4, sont les seuls dont la grandeur absolue 
soit accrue dans un rapport notable par la suppression de l’exponen- 
uelle e**, Et elle l’est même, il faut le dire, à un degré tel, qu’il en 
résulterait une discontinuité infinie pour & —0 sans les changements 
de signe de cos bx? ou de sin bx?; puisque, les éléments étant moyenne- 

» 
ment comparables à e-“"* dx, leur somme absolue l’est à f. et due 
0 
quantité finie tant que a dépasse zéro, mais infinie pour a — 0. 

Il vient donc, à la limite, malgré ces différences de valeur absolue 

qu'annihile la fréquence croissante des changements de signe, 


_— 
/ in 


207 


32 Fe bad = [ snbr aa 
Co) Î cosbr? dr sin b x? dx AV 


A 5 
résultats d’un emploi indispensable dans la théorie physique de la 
diffraction. 

On remarquera qu'ils n'auraient pas pu se déduire directement des 
relations (29) spécifiées pour a — 0. Car, la suppression de l’exponen- 
elle décroissante ayant rendu infinie la somme absolue des éléments 
des deux intégrales simples I, Jet, par suite, de leurs produits ou com- 
binaisons de produits qu'expriment les seconds membres de (29), 
on n’a plus le droit d'introduire, dans les intégrales doubles, à champs 
rectangulaires, dont ces seconds membres égalent les valeurs limites, 
de nouveaux éléments, les uns positifs et les autres négatifs, en pro- 
portion inégale, de manière à pouvoir remplacer les deux côtés 
y = etæx— du champ rectangulaire par l'arc d’un quart de cercle 
æ ayant son centre à l’origine, et rendre de la sorte, 


circonscrit 7 — 
dans les troisièmes membres, les intégrations en r effectuables jusqu'à 
une limite supérieure r constante, où le champ divisible en quarts de 


. TT . n , . , ss 
zones concentriques — 7° dr, comme il a été admis dans l'évaluation de 
2 


ces troisièmes membres. En elfet, les groupes alternativement positifs 
et négatifs, formés chacun par les éléments de même signe qui corres- 
pondent à des zones contiguës, ont leurs champs respectifs, aussi en 
forme de fragments de zones circulaires, accrus d’un groupe à l’autre 
par le fait de la substitution du contour circulaire circonscrit au con- 
tour rectangulaire, à partir du premier fragment de zone dont l'arc 
n’atteignait pas un quart de cercle; et voilà pourquoi les groupes, qui 
finissaient par devenir décroissants dans le cas du champ rectangu- 
laire, cessent de tendre vers zéro après l'arrondissement du contour. 


128* MODES DIVERS DE CALC. POUR CERT. INTÉGRALES DÉFINIES : APPLICATION A 


Aussi les troisièmes membres de (29), que l’on peut, & étant nul, 
écrire (en se réservant d'y faire finalement 7 infini) 


= 0 E P=T 4 . 2 
FT à x sin br? T r(1— cos br? 
- Î dsinbr?= - PET et TE d(— cos0r) = b }, 
NAS 4 LA Sue À 
; TC S à pra EUR cie 1 ; ee 
oscillent-ils indéfiniment, l’un, de — DOTE l’autre de zéro à ES 
À À 2 


s'accroissant ainsi de groupes alternativement positifs et négatifs 
(d'éléments), qui, loin de tendre vers zéro, ont tous la valeur abso- 


lue Li 
née 
20 


Mais on voit qu'il suffirait de changer la forme de ce contour limite 
circulaire (en larendant, par exemple, elliptique, rectangulaire, etc.), 
de manière à réduire graduellement jusqu'à zéro le champ et, par 
suite, la valeur des groupes successifs, à partir de l’un d’entre eux 
d'un ordre déjà fort élevé ou d’une largeur Ar de champ très petite, 
propre à assurer la continuité des changements ultérieurs de grandeur 
absolue des groupes, pour que la somme de tous ces groupes décrois- 
sants se réduisit à la moitié de celui-là (T. I, p. 13), et fixât ainsi la 
valeur définitive de l'intégrale juste au milieu de l'intervalle dans 
lequel elle aurait, sans celte circonstance, indéfiniment oscillé. On 
s'explique donc que, dans le cas d’un contour rectangulaire, les ex- 
pressions (29) de FP— J? et de 21J, pour & — 0, soient bien respecti- 


nn 
de 
e 
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vement zéro et 


328*. — Calcul de certaines intégrales définies par introduction d'un 
paramètre, suivie d'opérations diverses sur les résultats : application 
à 1) eT*cohoazr dx et à 1 ÉTCOS LM T. 
0 


AQU 


Il existe encore quelques autres procédés pour évaluer certaines 
intégrales définies sans passer par les intégrales indéfinies. Le plus 
simple consiste à effectuer un changement de variables capable d’in- 
troduire un paramètre dans une intégrale donnée, et à effectuer en- 
suite sur l’intégrale ainsi obtenue, déjà un peu plus générale que 
la proposée, diverses transformations propres à en faire connaitre 
d'autres, comme, par exemple, un nombre quelconque de différentia- 
Lions par rapport au paramètre introduit. On arrive, de la sorte, à 
une infinité d'intégrales distinctes, qui, combinées par voie d’addition, 
peuvent en fournir encore de nouvelles, très importantes que'quefois. 


oo œ œ 
sk er dour, À di. e—x*coh(2ax) dx ET A f ex cos(2ax)dx. 129* 
0 0 


“0 
Le PE re. “AAA 
Considérons, par exemple, l'intégrale de Poisson, COLLE <a 
0 


Si, Va désignant une constante positive, nous y posons w —æ\/a 


(d'où du —Vadx), il est clair que æ variera, comme w, de zéro à 


u se 
: ‘ p T : 
l'infini; en sorte que nous aurons / CRE Va ire z » et, par suite, 

0 


en divisant par Va, 


(33) he CE = Va 2 vr te 
0 


Différentions par rapport à a, un nombre indéfini de fois, les deux 
membres de (33). Il viendra, en changeant chaque fois le signe des 
résultats, 


co = 3 
x TI. -? 
AS MT V AURA 
À 2 


2 
æ s 5 
x*e—ax* dx — Vr 1.3 PTE 
not : 


90 = 
° En 1 NE LOS © 27 — 1] _2n+1 
sf great dr = ts ETC CHR 
0 a} 2 


Faisons maintenant, dans (33) et (34), a —1; ce qui donnera 


a _ 
4 T 
e* dx = Vz , 
0 2 


IR Vr ce 

0 Je 9) 

(35) [Üare-var = VE 
à 2092 


c’est-à-dire les intégrales 1T (1), 1T(3), 1r(5),..., dont on connais- 
sait déjà, explicitement ou implicitement, les valeurs (p. 122*). Puis 
(2a}  (2a)t 

PET RTE 
B. — II. Partie complémentaire. 9 


multiplions respectivement les relations (35) par 1, + 
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(22) 
[12.108002 
quelconque; enfin ajoutons les résultats et observons que, aux se- 


conds membres, les expressions de la forme 


» et ainsi de suite jusqu’à l'infini, « étant une constante 


+ Ve 1:9,5.(27-=1) (2 a)tr 


Fi lee) 


se simplifieront par la disparition des facteurs impairs communs 
1.3...(272 — 1), pour donner successivement 


A Vr et 2a)?2n Dar Vr 2x2 


PAR Fe Pa tal Ve 7 CO AN, Tate 


Réunis, les seconds membres seront donc, à la limite, 


r / 2 % aô Fr < 
(610 ee es +. )= M our, 


Re RAR ES 


On voit que, méme en prenant tous leurs termes en grandeur absolue, 
ils constituent une série convergente, dont la valeur limite égale fi a 
Ainsi les sommes à évaluer se composent de parties assez rapidement 
décroissantes pour que les termes suffisamment éloignés y donnent, 
de quelque manière qu’on les groupe en nombre quelconque, un total 
aussi faible qu'on le veut. Donc, comme d’ailleurs les éléments des 
intégrales (35) sont tous positifs, ceux d’entre eux qui se rapportent 
aux valeurs très élevées tant de x que de x ne pourront avoir que des 
sommes négligeables à la limite, du moins après leur multiplication 
par les facteurs respectifs introduits. Par suite, il importera peu 
qu’un nouveau mode de groupement fasse prendre plus ou moins de 
ces éléments très éloignés et notamment, dès l’abord, des éléments se 
rapportant aux valeurs infinies de »?. Autrement dit, l’on aura le droit 
de grouper, dans la somme des premiers membres, qui est 


(36 bis) i} ex° az [° ni ne nil ex D des PE 


tous les éléments correspondant au même champ dx compris entre 
les deux valeurs x et x + dx de la variable; ce qui donnera 


co 2 % 6 
f es [re QE 4 ER Le OR +... Jar, 
0 


122 PJ 14259 44100 


Le] 
ou bien sf e*coh(22x)dx dans le cas des signes supérieurs et 
Q 


RÉFLEX. SUR LES CAS DE LENTE CONVERG. OU MÊME DE DISCONTINUITÉ. 131* 


Le) 
1: e*%cos(2ax) dx dans celui des signes inférieurs. Vu les valeurs 
0 


(36) du second membre, il viendra donc les deux intégrales, ne se 
réduisant à celle de Poisson (prise comme point de départ) que 
pour 4—0o, 


Le] : TL ; ee] : ” 

(37) [ e-**coh2ax dr = Hi er, f ba oa lree Vr et. 
AE À 0 2 

329*. — Réflexion sur les transformations d'intégrales peu convergentes 


et sur l'introduction provisoire de facteurs exponentiels décroissants, 
destinée à y garantir l'exactitude des résultats. 


On remarquera que la transformation consistant à faire entrer 1m- 
médiatement, dans la somme (36 bis), les éléments relatifs aux valeurs 
les plus élevées de n, après avoir obtenu cette somme pour le cas où 
l’on n’y comprend immédiatement que les éléments relatifs aux va- 
leurs les plus élevées de æ, ne serait pas légitime, si, comme dans un 
exemple précédent (p. 119*), la somme ne devait d’être finie et déter- 
minée qu’au mode de groupement choisi, ou à ce qu’elle exprimerait 
l'excédent de termes d’un certain signe, et d’une valeur totale infinie, 
sur d’autres de signe contraire; car l’interversion dont il s’agit pour- 
rait changer la proportion des termes positifs aux termes négatifs, 
et faire, par suite, varier le total dans un rapport quelconque. 

Aussi est-il bon d’avoir sous les signes f, pendant toutes les 
transformations de ce genre sur une intégrale à éléments les uns po- 
sitifs et les autres négatifs, quelque exponentielle décroissante, 
comme er ou e—“*, dont la présence assure d'ordinaire la conver- 
sence des valeurs absolues. Cela n'empêche pas de se débarrasser 
finalement de l’exponentielle, en posant & — o dans les résultats ob- 
tenus, poureu que l'intégrale sur laquelle auront porté les rai- 
sonnements reste bien continue à cette limite a — 0. Il faudra donc 
que les éléments correspondant aux très grandes valeurs absolues 
de æ, pour lesquels, quelque faible que soit a, l’exponentielle e—«* 
ou e4* différera beaucoup de sa limite 1, n’aient pas d'influence 
appréciable sur l’intégrale, même à l’instant où l’on pose a —0, afin 
que la réduction finale de e7** ou e—*** à 1, quoique modifiant ces 
éléments dans un grand rapport, ne modifie pas sensiblement l’inté- 
grale. C’est ce qui arrive dans les exemples étudiés aux n°5 321 et 
A0 (pp. 119 0et-r208) 


* 
ro . A sn a4T . 
Mais il n’en serait pas de même dans f ETF —— dx, qui a pour 
0 ' 
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ANRT : ‘ 
valeur, d’après (16) [p. 164], arctang = Ou 33 car, suFonsfan 


tendre a vers zéro, l'influence principale y passe à des éléments de 
RE 
sin ax 


plus en plus éloignés, comme pour l'intégrale Je il (p”120%} 
À 0 
Aussi l'hypothèse a — o y produit-elle une brusque diminution, égale 


sin œ 


.T æ 
à -, en annulant la fonction e# —— placée sous le signe f. 


330*. — Calcul, par le même procédé, de 11 cosæ? cos2ax.dx 
= 0 


Le +] 
et de fl sin æ?C0S24T. 47. 
0 


Nous avons, par des opérations diverses où figuraient des différentia- 


Le) 
tions sous le signe f, déduit les deux intégrales 4 e * coh237 "ar 
0 


æ 
f e-* dx, en effectuant 
270 

une transformation qui, sans changer les limites zéro et , revenait à 
multiplier la variable + par un paramètre constant. Donnons encore 
un exemple de ce fécond procédé d'évaluation des intégrales définies, 
mais un exemple où le paramètre introduit vienne simplement s’ajou- 
ter à la variable, et où, d’ailleurs, l’on n’ait pas besoin d’effectuer de 
différentiation d’intégrale. Pour que les limites de l'intégration ne 
soient pas changées, ce qui, dans les cas les plus intéressants, les ren- 
drait moins simples, il faudra qu’elles soient infinies; car les valeurs 
+ sont les seules que ne modifie pas d’une manière appréciable 
l'addition d’une quantité finie quelconque. 

Partons des deux intégrales (32) [p. 127* |, où nous ferons, pour 
simplifier, b —1, et que nous doublerons afin de pouvoir leur attri- 
buer les limites Æ, vu la nature paire de la fonction cos bx® ou 
sin bx? y figurant sous le signe f. Alors leur valeur commune sera 


=> et si, pour en définir le champ d’une manière précise, nous y 


Le) 
ui e-*%cos2ax.dæ de celle de Poisson 
0 


remplaçons provisoirement les limites Æ © par Æ m, où m désignera 
un nombre positif très grand, nous aurons, avec une approximation 
indéfinie, en appelant d’ailleurs w la variable d'intégration, 


mi px m F 
(38) fl cos u? du — V7 Je sin u? du = =: 
—1n 2 _—m 2 


Effectuons actuellement la transformation qui consiste à ajouter un 


(39) 


+] ce) 
APPLICATION A JE COST?COS2aT. AT ET A f sinæ?Cos2ax.dx. 133* 
0 0 | 


LEA 


paramètre « à la variable, en posant &u = x — «x ou, par suite, du = dx. 


Comme x, identique à w + x, variera entre les limites + m + «, et 
que, d'autre part, cosu?, sin u? seront 


cos[a?+(x?— 2ax)], sin[a?2+(x?—2ax)|], 
c'est-à-dire 
cos a? Cos(æ?— 24xx) — sina?sin(x?—24x) 
et 
sina?Cos(x?—2ax) + cosa?sin(x?— 24%), 


les relations (38) deviendront 


m+x m+%x 
(cosa?) Cos(x?— 2ax)dx—(sina?) sin(æx?—92ax)dx a 
©” —(r7—0@) 7 — (nn —) 


m+x 114% 
(sin &?) j cos(at— > a) de + (cosa?) [ sin(r—sar)de =(/T: 
” 


—(1n—Q) ** —Im—A) 


Isolons-y les deux intégrales ayant pour éléments cos(x?— 24x)dx 
et sin(x?— 24æx)dx, en ajoutant ces deux relations respectivement 


multipliées soit par cosx? et sinx, soit par —sinæ et cos». Il 
viendra | 
m+x ui 
| f cos(aë- ax) de = |/F (cosat + sin? ), 
D 
© —(m—%) 
(40) À ï 
nm+a Fr 
| 4 sin(z?— 247) dx = (/E Cost — sine). 
— (17—0) L 


Or l'arc x? — 24x, dont le cosinus et le sinus constituent, dans ces 
intégrales, les fonctions sous le signe f, a pour dérivée 2(x% —%), et 
varie très lentement dans le voisinage de la valeur æ —%, mais de plus 
en plus vite à mesure qu’on s'éloigne de cette valeur. Comme son co- 
sinus et son sinus changent simplement de signe chaque fois qu’il 
décroît ou croît de 7, l'intégrale comprend, tant en deçà qu’au delà 
de ses principaux groupes d'éléments (dont le champ correspond évi- 
demment aux valeurs de æ voisines ou peu éloignées de x), une suite 
d’un très grand nombre de groupes alternativement positifs et néga- 
tifs, de moins en moins étendus et, par conséquent, de plus en plus 
faibles, qui ont leur somme algébrique évidemment négligeable. Il 
est donc clair que les derniers groupes, relatifs aux valeurs absolues 
très grandes de æ, donnent, à la limite ou pour 2 infini, un total éva- 
nouissant; ce qui permet de remplacer simplement par € 7», ou mieux 
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par +, les valeurs extrêmes + m + + de +. Et l'on a 


Ke : 
T + 
[ cos(æ?— 2ax) dx = = (cos a? + sinx?), 
2 
PE 00 


(41) : 
Y T , 
ll sin(æ?—92ux) dx — ve (cosa?— sina?). 


© —0 


Ajoutons enfin, respectivement, ces relations avec celles qui s’en 
déduisent par le changement de « en — x, et, observant que les nou- 
velles fonctions sous le signe f, 


cos(æ?— 24x)+cos(x?+ our), sin(æ?—92ax)+ sin(r?+2ax), 


sont les fonctions paires 2cosx?cos24x, 2sinæ?cos24x, ou que 
leurs produits par dx peuvent, sauf à doubler ensuite les résultats, 
n'être intégrés que de o à , divisons finalement par 4. Il viendra 


ù . Tr Cosa?+sina? rx T : 
cos æ?Cos24x dx — a ——— — —— COS = —42)e 
: 2 5, 3) 4 


TUE ARE T Cosa? — sin a? RO ENT . 
sinZz?cos2axr dx — ET it (ES 
® : 2 4 


(En Ait 


(42) 


Ainsi se trouvent calculées simplement, pour des valeurs quel- 
conques de leur paramètre «, les deux intégrales 


Le] 
11 (cosæ? ou sinx?)cos2ax dr, 
0 


A e L . I fr 
à partir de leurs valeurs particulières - \/ — pour æ —0. 
A VO 


331*. — Intégrales déduites d’autres par l'attribution, à certains 
paramètres, de valeurs imaginaires. 
On remarquera que la seconde formule (33) [ p. 131°] se déduit de 


la première par le changement dexenxÿ—1, qui transformecoh(24x) 
en cos(2aæ) et e* en e-*; que, de même, la relation (33) [ p. 129” |, 


en y faisant &« —— b|/— 1 et, par suite, 
ARR I V1 LI 
rl — EF. EE 
Va EVENE: vo v20 
devient 
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ou bien 


F =", I T — 1 T 
jh (cosba?+ y 1sinbæ?) dx + EN Kg ET. 


2 4 


et donne les deux formules (32) [ p. 127*], par l'égalité, dans les deux 
membres, des parties réelles aux parties réelles et des parties imagi- 
naires aux parties imaginaires, sous la réserve de prendre le second 
membre avec son signe supérieur, à raison de la valeur évidemment 
œ 
positive de f sin bæ?dæx; etc. Donc le passage du réel à l’imagt- 
20 

naire, par l'introduction de valeurs de la forme «a + bÿ/—1 dans les 
paramètres d’intégrales déjà déterminées, peut faire découvrir de nou- 
velles intégrales à éléments cependant réels, grâce à la séparation 
finale, effectuée comme on vient de voir, du réel et de l'imaginaire, 
tant dans les éléments de l’intégrale d’où l’on part que dans sa valeur 
donnée. On l'avait, du reste, déjà vu (pp. 14° et 17°) pour certaines 
sommes de différences finies et pour certaines intégrales indéfinies. 

Or ce genre de transformation constitue précisément l’un des moyens 
de calcul des intégrales définies, qu’il nous restait à mentionner. Il 
a une véritable importance comme procédé d'invention, et les ana- 
lystes y ont eu très souvent recours; mais on conçoit que son emploi 
nécessite, en général, le contrôle d’autres méthodes plus démonstra- 
üves et plus sûres. Il ne repose, en effet, par lui-même, que sur une 
analogie parfois assez vague et sujette à erreur, comme le calcul des 
séries divergentes qu’utilisaient souvent aussi les géomètres du siècle 
dernier. On conçoit que des transformations effectuées soit sur ces 
séries, soit sur celles que forment l’infinité d'éléments imaginaires 
d’une intégrale de l’espèce dont il s’agit, gardent fréquemment cer- 
taines traces de propriétés présentées par d'autres séries ou sommes 
d'éléments analogues, mais convergentes ou réelles, et puissent être, 
en quelque sorte, un fil conducteur, plus ou moins saisissable, pour 
découvrir ces propriétés, tout en n’éclairant pas l'esprit au point 
d’écarter complètement les chances d’erreur. 

Le surcroît désirable de lumière, en ce qui concerne un emploi 
régulier des imaginaires dans le calcul des intégrales définies, résul- 
terait d’une étude, faite au point de vue spécial considéré, des fonc- 


tions où l’on introduit le symbole ÿ— 1. Mais une telle étude, bien 
digne de tenter les efforts des géomètres, excéderait les limites de ce 
Cours, au but duquel elle se trouve presque entièrement étrangère, 
du moins dans l’état actuel de la Science. 
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332*. — Calcul de certaines intégrales par le moyen d'équations 
différentielles qu'elles vérifient. 


Enfin, un procédé de calcul qu'il est indispensable de connaître et 
dont d'importants exemples seront donnés ultérieurement, consiste à 
différentier une ou plusieurs fois l'intégrale définie proposée, par rap- 
port à un de ses paramètres, et à transformer les résultats de ces dif- 
férentiations de manière à mettre en évidence, entre l'intégrale définie 
et une ou plusieurs de ses dérivées, quelque relation finie, assez 
simple pour pouvoir conduire à la forme de l'expression de l'intégrale 
en fonction de son paramètre. La connaissance de certaines valeurs 
particulières de cette expression ou de ses dérivées les moins élevées 
suffit ensuite pour déterminer les constantes qui y figurent et pour 
achever, par conséquent, de la rendre explicite. 


œæ 
Soit, comme exemple, à évaluer l'intégrale / er COS AGREE 
0 


que nous appellerons I, et que nous supposerons connue seulement 


, . \ . , . 1 
pour « — 0, alors qu’elle se réduit à l'intégrale de Poisson, —. On 
2 


reconnaît immédiatement, en y remplaçant le facteur cos24x par son 
maximum absolu 1, qu’elle est bien déterminée; car ses éléments cor- 
respondant aux grandes valeurs de x y ont une somme moindre que 


a 
jf e-*dx et, par conséquent, évanouissante lorsque ces valeurs 
x 


croissent sans limite. Ayant ainsi posé 


(43) I JL eT*cos22% d>, 


e/9 


différentions sous le signe f par rapport au paramètre 4: ce qui, 
malgré la limite supérieure infinie de l'intégrale, donnera bien un ré- 
sultat déterminé et, par suite, exact (p. 112*); car la nouvelle fonc- 
. tion sous le signe f obtenue sera, malgré la présence d’un facteur +, 
infiniment pette d’un ordre supérieur à tout nombre donné pour les 
valeurs de æ croissantes, à cause de l’exponentielle e-**, Il viendra 
donc, en effectuant finalement une intégration par parties évidente : 


L'=@ 


di L* ; 
| SE f er (sin2ar)2Tdr— je sin24x,de-*? 
0 RES 

(44) à ae 
dsin2aa: 


a 
| — ( CT ASILET c'en = f e 2° dx. 
ñ dx 


\ 
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Or, dans le dernier membre, le terme intégré, dont les deux facteurs 
e*,sin2aæ n'y dépassent jamais la valeur absolue 1, s’annule, avec 
e—*, à la limite supérieure æ et, avec sin2ax, à la limite inférieure 
zéro. Ainsi, ce terme ne donne rien, tandis que le suivant, évidem- 


20 
ment égal à — 24 { e*cos2:x dx, n’est autre que — 221. Telle 
est donc la valeur, bien finie et déterminée, de la dérivée de I; ce qui 
prouve la parfaite continuité de cette fonction I, puisqu'il en résulte la 


relation dI=— 241 da. Enfin, celle-ci, écrite £ — — 24 da — d(— «?), 


montre que, si « s'éloigne peu à peu de zéro, le logarithme népérien 


. CC ’ « - , . , T , 
de 1, initialement égal à la quantité bien réelle log —; éprouvera, 
2 


di 
Lo 
d(— x), de la quantité initialement nulle — x, ou, en d’autres 
termes, que l’on aura constamment 


ne VT —%? 


(45) logI — log — —— 4? —loge-*#, c'est-à-dire | = — e-*, 
2 


d’un instant à l’autre, des variations, dlog[ — — , identiques à celles, 


. à ; a : di 
On voit comment l'équation différentielle obtenue, a = — 2al, a 


pu, en se combinant avec la connaissance que l’on avait déjà de la 
valeur de I pour 4 —0, conduire à la véritable expression générale 
de [, trouvée autrement plus haut par la seconde formule (37) [p.13t*]. 

Mais les équations différentielles qu'introduit l'application du pro- 
cédé ne se traitent pas toujours d’une manière aussi simple; et c’est 
pourquoi nous serons obligés de renvoyer d’autres exemples, utiles 
dans quelques applications physiques, après l'exposé de la théorie gé- 
nérale de ces sortes d'équations, à peu près indispensable pour lé- 
tude de celles qui s’y présentent. 


TRENTE ET UNIÈME LECON. 


EXPRESSIONS ASYMPTOTIQUES DE CERTAINES INTÉGRALES DÉFINIES 
ET USAGE DE CES EXPRESSIONS. 


333*. — Premier exemple d'une expression asymptotique d’intégrale 
définie : cas de la fonction l, ou formule de Stirling. 


Quand la valeur d’une intégrale définie, fonction d’un paramètre 
donné », n’admet pas de forme simple, il lui arrive cependant quel- 
quefois de tendre, à mesure que le paramètre grandit, vers une telle 
forme, qui finit par l’exprimer avec une approximation relative indé- 
finie. Une pareille expression, dont le rôle vis-à-vis de l'intégrale rap- 
pelle celui de lasymptote par rapport à la branche infinie de courbe 
qui s’en approche, peut être appelée la forme asymptotique de l'in- 
tégrale ; et elle constitue souvent, comme on verra, un point de départ 
ou de repère précieux, pour évaluer l’intégrale, même alors que sa 
variable » n’est plus très grande. 

Cherchons, en premier lieu, lexpression asymptotique de la fonc- 

æ 

tion eulérienne T(n +1) EU æ'e-*dx, où nous supposerons, par 
conséquent, À très élevé. La on teE æe-* sous le signe f, ayant sa 
dérivée, (n— æx)xt-le-*, de même signe que 7 — x, grandit depuis 
æ — 0 jusqu'à æ— An», pour décroître au delà, et les éléments les plus 
forts de l'intégrale correspondent aux valeurs dex voisines der. Comme 
leur importance est capitale, il y a lieu de simplifier leur expression 
le plus possible ; ce que nous ferons en posant æ — n + 'anu. Cette 
substitution de « à æ donne, en effet, 


/ ; . — n\? € 9 n 7 
(1) T(n +1) = yon (2) Î TTL = e-uy2n du ; 
CAES _f n 


\ 


. Z e. 
et, en y observant que, pour les petites valeurs absolues de w 2: le bi- 
/ 
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— 9 2 
À 2 NES 
nome 1+u ; peut s’écrire e 7 


à , | u? _2Vaus 
d'après l'expression « RSS Van .de log(1+u “ 
n n 3nVn nm) 


qui résulte du développement en série, (11), de la page 78]. la nouvelle 


, avec: de l’ordre Le PEL 


RON LI 
fonction sous le signe /f, ( + u =) e-u?2r, devient simplement 
n, 
et, c'est-à-dire e—"*, sauf une erreur relative négligeable tant 
4 LE? : : AE er 
que w?s ou —-= resteront de petites fractions de l’unité. 
nm 
C'est ce qui a lieu même pour de grandes valeurs absolues de w, 
si l’on a pris À suffisamment fort; et, par conséquent, dans l'intégrale 
figurant au second membre de (1), les principaux éléments, réduc- 
tibles à la forme e—"* du, ont, pour nr assez grand, leur somme aussi 


Le] — 
peu différente que l’on veut de : e—"®du, ou du double, Vr, de l'in- 


ee 00 


tégrale de Poisson. Ce sont, par exemple, tous les éléments compris 


entre les deux limites Ne lesquelles, rendant l’expres- 


CES 


uÿ o 
sion —— égale à Æ { 2 | ; laissent bien sa valeur absolue inférieure 
n TA 


à toute petite fraction donnée, si » est assez grand, et néanmoins ré- 
duisent la fonction sous le signe f', ou, à fort peu près, e—", à la quan- 


tire : I 
üité insensible e1982 — —. 
mn 


I 
Il suit de là que cette fonction est au plus de l’ordre de hors des 


limites u—#+Vlogn et que, par suite, tous les éléments compris, 


7e x \ . I . . . fs 
extlérieurement à ces dernières, depuis u = — /: > limite inférieure 
2 


Se , A 4 A I 
de l’intégrale à calculer, jusqu’à la valeur u=a4/7 ayant leur 
2 


. n . « It 0 
champ total inférieur à 3 VE auront leur somme moindre que 
2 


; n 3 HET Le TE À 
& 72 ou ——; c’est-à-dire négligeable. Et il en sera de même des 
21 


autres éléments non encore évalués, dont le champ s'étend de 


Im 
2 


11) ve à l'infini; car, si on les intègre PEREMEN HOUSE 7 
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n PAL n 
à u=3/#, puis de u—34/2 à = 44/7 etc., le facteur 
2 2 


2 
2 112 
( + u 2) n'atteindra pas 4* dans le premier intervalle, ni 5” 


dans le second, ni 6* dans le troisième, etc.; en sorte que la somme 
totale de ces éléments sera inférieure à l'expression immédiatement 


intégrable, 
ñ Îñ 
3V5 :V= 
(lu 1k eu? du + 5 1] eur du +... < ljjne-2n + 5ne-in + Gre-in+ ..], 
e n e FA 2/1 
2 3 3VS 


Or, dans le second membre de cette inégalité, obtenu en remplaçant 
par + æ les limites supérieures des intégrales qui figurent au pre- 
4+k 1 


mier, le rapport, É PA 
Le 


n 
) , du Æ-+rième terme au ième, décroît 


À It 
, . . , . J , 
évidemment lorsque Æ grandit et n’égale par suite (à) qu'au début. 
4 


Donc ce second membre se trouve moindre que la progression par 
à I 2 \27 5 \zx 5 \2n ’ & 
quotient — | - 1 + — |) +(-—}) +...{, formée à parur 
Van \e 4e, 4e 
du même premier terme, et d'une somme négligeable à cause de e > 2. 
Ainsi, quand » est très grand, l'intégrale qui paraît au second 
membre de (1) tend à se réduire à ses éléments principaux, dont le 
champ s'étend entre les limites  —#Vlogn, et dont la somme con- 
verge vers Vx. La formule (1) devient, par conséquent, en appelant 
fa e , ° , , e 
Vr(1+:) la valeur exacte de l'intégrale ou : une quantité évanouis- 
sante, 


Em 
Le) 
ur 


{n° nm LAS ARR 
n+1)= | — 2TN(I+E 
Dore) (4) V (ee), 


et l’on peut dire que la forme asymptotique de la fonction T(n +1) 


HO NC . x 
est V2rn (2) » en ce sens du moins que le rapport de T(x2 +1) à 


cette expression très grande tend vers l'unité. 

Prenons les logarithmes népériens des deux membres; et il viendra 
comme formule asymptotique, exacte à la limite, de la fonction 
logT(n +1), 


(3) logT (na +1)=nloga—n+logy/2rn (pour ninfini). 


Lorsque, en particulier, la variable x est entière, F(n +1) a la 
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valeur 1.2.3 ...n. Le second membre fournit donc une expression 
approchée du logarithme du produit des 7 premiers facteurs entiers à 
partir de 1, pourvu que leur nombre soit un peu grand. Ce second 
membre constitue alors la partie principale d’une série semi-conver- 
gente célèbre, appelée formule de Stirling, qui permet d'obtenir avec 
une grande approximation le logarithme dont il s’agit, à la condition 
de n’y prendre que le nombre de termes convenable. 


334*. — Expression indéfiniment approchée (sous forme de produit) qui 
résulte, pour toutes les valeurs de l'(2), de la forme asymptotique 
de cette fonction. 


Connaissant maintenant T'(n +1), à une erreur relative près éva- 
nouissante, pour toutes les valeurs très grandes de x, nous pourrons, 
par la formule T(n +1) =nT(n), que nous avons déduite (p. 35*) 
d’une intégration par parties, rattacher T'(2) non plus aux premières 
valeurs de cette fonction, comprises dans l’intervalle allant de 7 — 0 à 
n —1, procédé qui nous a réussi seulement pour les valeurs de z mul- 


. I L] ° 1 ° . e e e 
tiples de -; mais bien aux dernières (si l’on peut ainsi dire), en ajou- 
2 


tant successivement à z2 un nombre indéfini d'unités au lieu d’en 
retrancher. Il viendra de la sorte, pour l(7), la suite d’expres- 
sions 
DORÉ RUTLEE 2) 0 … T(n+p+1) 

n NT ne 10 2) Vi OU 


(4) T(n)= 


Supposons que, 2 étant une valeur positive quelconque de la va- 
riable, on lui ait ainsi ajouté un nombre très grand, p +1, d'unités, 
de manière à avoir, par la formule (2), 


| T(p+n+i1)= (£ - 2) V2r(p+n)(i+ €) 
or Pi 
= (2) (res 2)" (+2) Varp(i +e). 
CRE P, 

Nous pourrons, dans le troisième membre, remplacer VTp par la 
valeur s : : AU rer > que donne pour cette racine, avec une erreur 
relative négligeable, la formule de Wallis (t. 1, p. 29°), et qui peut 
s'écrire aussi Hire D'autre part, (+5) tend vers 


1 


. n+- 

. JL . n 2 nr 

lim (+ =) ou vers e*, tandis que Le =) tend vers l'unité. 
m 
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Donc, en appelant es’ une quantité évanouissante, comme €, pour p in- 


fini, la formule (5) revient à 


me ee 2P(1.2.3...p) pe, !) 
e CRÉPPRARTERNE | 


F(r+ p +1) 


| Pl AD) RL ire 1 - 
| ue ( ) PE Go UNS 


(6) 


Or, si l’on avait simplement, dans cette formule, 2 —0, son 
) f] J 
premier membre serait 1.2.3 ...p, et, son troisième membre, 


P . Le CAO R , Sue 
(22) _ = — V2(1 +2). L'égalité des deux membres dans 


ce cas particulier montre que, sauf erreur relative négligeable, 


\ 


2p P I en è DNS 5 
LÀ "| /9 vaut l'unité: et, par conséquent, la formule 
(2) Re TU EE À : 


(6) peut encore s'écrire, en appelant &, une nouvelle quantité éva- 
nouissante, analogue à & ou à &’, 


(7) T(n+p+i)=T(p+i)pt(i+e)—=p"(1.2.3...p)(1+e). 


Transportons enfin cette dernière valeur de T(n + p + 1) dans (4), 
et il viendra, pour définir (72) comme limite d’une fonction algé- 
brique, 


, , CLS 2 3 he 
(SJ) Tr se se PE (pour p infini). 
RR+InN+2nN+S n +p 


Onremarqueraque, dansle facteur p” du second membre, le très grand 
nombre entier p peut être accru d’une constante k quelconque sans 
changement du résultat limite; car remplacer p” par (p + k)"* revient 
x Le k\n nk n(n—1)#? 
à multiplier par (1+ -) —=1+ 

P P 122,0: 
tendant vers 1 pour p infini. Si la formule (8) devait servir au calcul 
numérique de T(7), on choisirait naturellement Æ de manière que, p 


., expression 


étant un entier donné, assez grand, mais fini, le second membre se 
trouvât déjà le plus près possible de sa limite, ou fût le moins modifié 
possible par les changements de p en p +1, en p + 2, etc. Or le chan- 
gement de p en p+i multiplie l'expression dont il s’agit, savoir 
(PP ORNE P CCD EURE PA) R DES 


n D+H+In+2 TL Le (p+k)t n+p+i 


, . \ k n A = 2 1\ FL A \ a | L LA ’ 
équivalent à (: +. ) (: +- ) (: +- » et qui aisé- 
P+i P +1 P+1 


ment développable, par un triple emploi de la formule du binôme, 
ÆE — 1 n 
DD EE LANDE 


; facteur 


suivant les puissances des petites quantités » C’est- 
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à-dire suivant les puissances négatives de p+1, devient la série 
n(i+n—2k) 


ce ., ou, sous forme d’exponentielle (toujour 
TEE ou, I e (toujours 


n(1+n—2#k) 
développable suivant les puissances de son exposant), e 2?#À 


Un changement ultérieur de p +1 en p + 2 introduirait de même, à 


n(Â+n—2}) 
x os rose . . . 

fort peu près, le nouveau facteur e ?P+2° , et ainsi de suite; en 

ee DAMES 2 
sorte que le résultat approché, RTE SP LIRER RU. 

n SEEN LEE) nm Sn) 
besoin, pour devenir l'(x2), d'être multiplié par 
n(1+n—92#) 1 1 
e 2 anegers |". 


On devra donc, quand il faudra rendre ce facteur correctif aussi voisin 
DEEUTT 


que possible de l'unité, choisir Æ — » afin d’y réduire l’exposant 


“ I 
de e à des termes de l’ordre de PT. seulement. 


CRE EC) 


Mais la relation plus simple (8), où Æ— 0, est préférable comme 
formule théorique. On en déduit aisément les propriétés de T' (7) déjà 
démontrées plus haut. En premier lieu, si l’on change 7 en x + 1 dans 
le second membre, celui-ci gagne un facteur p au numérateur et un 
facteur z + p + 1 au dénominateur, mais perd un facteur x au déno- 
NS 
n+p+I 
rendant p infini, T(n+1)=nT(n7), comme on le savait. En deuxième 


minateur. Il vient donc T(n+1) =nT(n) > c’est-à-dire, en 


lieu, si l’on fait successivement nr —1 et —#f{, le second membre de 


(8) se réduit, dans un cas, à no fraction qui devient bien l'unité 
3) F 2 D, 

_2VP_ É LA -), ne 

DER EES 2D—1 

tité où le produit entre parenthèses peut être, à la limite, remplacé 


pour p infini (1), et, dans l’autre cas, à 


par Vrp, d’après la formule de Wallis; ce qui donne bien, finale- 


ment, Vr. 

La formule (8) conduit encore, presque sans calculs, à une relation 
simple qui, dans l'intervalle compris de ñ7 — 0 à n —1, existe entre 
les valeurs de T correspondant aux valeurs de z équidistantes du mi- 
lieu 7 — { de l'intervalle, et qui permettra, par suite, de déduire F, 


(:) Ce second membre (8), rendu plus convergent par la substitution, à p", 
de (? Pe cu 


7 
) » est alors exactement (1) = 1. 
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pour toute une moitié de l'intervalle, de ses valeurs dans l’autre 
moitié. À cet effet, supposant » plus petit que 1, multiplions le se- 
cond membre de (8) par ce qu'il devient quand on y substitue 1 — » 
à n. Si nous associons deux à deux, dans le résultat, les facteurs p”, 
P'TIT ER ER ER DENTS ETUI 


4 | m2 I 


n I=n4— n° p?—rn 1—n+p 


| mL T0 ne n2\. 
Ni Je NES 
IEEE 


Or la formule qui permet de décomposer un sinus en ses fac- 
teurs élémentaires (t. |, p. 27*) montre que le produit indéfini 


TA) D EE lin EC eES 


n? n? : sinnT de RARE 
n (: — Fi ( I — a) -.. égale ———. Donc il vient, en définitive, 
LEA T 


(9) T(n)T(1—n) = È 


———— ; 
SIN 2T 


relation due à Euler et qui, pour 7 — +, donne bien l(1)?— 7. 
se ; : .T(n)T(1— n) 
Le produit T(2)T(1— 7), identique à DO) 


rès la formule (26) de la page 123*, l'intégrale eulérienne de première 
P D ) 5 P 


» exprime, d’a- 


Îl 
espèce B(n,1— 7) ou de æ"1(1— x) "dx. Posons, dans celle-ci, 
(0 


Net 
RER) 


1\1—2 1 GTS Ps 1 
5 I > el re +. 
| d'où AL 7 (; + uñ) u" duet x se + u) à | ce qui fait 
croître la nouvelle variable & de zéro à l'infini pendant que x va de 


Se Leu : 
zéro à 1. Nous aurons B(n, 1— n) — = J ——— ;"êt la relations 


0 1+ un 
multiphiée par », donnera la formule, remarquée également par Euler, 


EXT 
; u nT 
(10) (Pour 7 compris entre zéro et 1) — = ——. 
: 1  sinnr 
1+u” 


Pour x égal à 1 et, à plus forte raison, pour nr > 1, l'intégrale du 
premier membre, dont tous les éléments éloignés grandissent avec n», 
est infinie. 


à REA * 
CAS DES INTÉGRALES DE LA FORME 1/9 


4 coh"æz 
339”, — Deuxième exemple : expressions asymptotiques de fan 
” f(æ)dx 
et de f(æ)dæ 
coh?> 
Considérons, en deuxième lieu, l'intégrale / PAU dont le pa- 
: ercohrzr 


ramèêtre positif z est supposé très élevé, et où f(x) désigne une fonc- 
tion continue, toujours finie, ou, au plus, de l’ordre de coh#x pour 
les grandes valeurs absolues de æ, # étant un exposant positif donné. 
De part et d’autre de x — 0, le dénominateur coh*x croîtra très ra- 
pidement, de sorte que les éléments principaux de l'intégrale corres- 
pondront aux petites valeurs absolues de x. 

Afin d'exprimer le plus simplement possible ces éléments princi- 


Re Ce me 

paux, réduisons-y cohx ou 1 + Arr +... [en prenant son lo- 
garithme naturel, savoir 

2 æ* 1./@? œ+ Ne LEA 

— + at el hi Re — = R.. 

2 ROUE AT) CRE 2 12 

Lee A D t+e 

à l'exponentielle e? 1?  , que nous pourrons écrire e? , Sie dé- 


signe une petite quantité, de l’ordre de x?. Les éléments dont il s’agit 
n 


—-H2€ n . 
CAM RCTiTantiqQue 2 æ?e, qui est de 


mp2 
2 


deviennent alors f(æ)e 


l’ordre de nx*, reste une très petite fraction de l’unité, ils sont ré- 


A 


rm 9 
. NE . ° 
ductibles à f(xæ)e ? dx ou, sensiblement, vu la petitesse de x, 
2 


à f(o)e 2” dx. Pour y simplifier l’exponentielle, posons + = VE 


(aroù Ur VE du), et ils deviendront f(0) VE e— du. Cette forme 


au ER : 
est une minime fraction de 


simplifiée, applicable tant que næx* ou 


Punité, subsiste, comme dans le calcul précédent de T (72 + 1)[p.139*], 


même quand « atteint les valeurs u — ÆVlogn, déjà très éloignées 


À LR . LOS 
de zéro; car alors 7; nest encore que la petite quantité [ —2— | ; et, 
n 


par conséquent, pour = de plus en plus considérable, la somme des 


B. — II. Partie complementaire. 10 


M 


f(x) dx 
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oh"æ 

—æ@ 


éléments principaux dont il s’agit tend vers 


OIVE J_ eau = fo)/ 


. N . . I 
C'est dire qu’elle est très petite, mais seulement de l’ordre de ——: 
Im 


Or il est facile de voir que l’on n'obtient qu'une quantité d’un ordre 
de petitesse supérieur en ajoutant tous les autres éléments, où 


2 . I . . 
coh-2x — er#l+) atteint au plus sa valeur, 7 environ, relative aux 


limites précédentes u —+Vlogr embrassant les éléments regardés 
comme principaux. 

Pour le reconnaître, partageons le champ total de ces éléments en 
deux, dans l’un desquels, borné parles valeurs x= Ælog2 —0,693..., 


on ait eV** 2, tandis que, dans l’autre, étendu de —c à + en 
:) ? 4 


dehors des limites + = + log2, eV" dépassera 2 (1). Tous les éléments 
compris dans le premier, qui n’égale pas 2, et où le facteur f(x), in- 
dépendant de x, ne dépasse pas une certaine grandeur, tandis que 


à M eo : 
l’autre facteur sous le signe f, coh-"*x, y atteint à peine ms fourni- 


I r Je ’ 
ront au plus une somme de l’ordre de “ négligeable, par conséquent, 


en comparaison de la précédente. Quant aux éléments pour lesquels eV"? 
dépasse 2, la fonction cohæ — 1(ev# + e-v#), supérieure à 4 eV, y 
donnera coh-?x < 2%e-"V#; et, d'autre part, f(æ) y sera, par hypo- 
thèse, tout au plus comparable au produit d’un certain nombre M par 


l’'exponentielle e{V**, Ces éléments, pour l’un quelconque des deux 
intervalles allant soit de æ—log2 à æ—, soit der 
à æ——log2, auront donc une somme inférieure à 


—10g2 — 


co 2 k 
7 a e-e-Re de = M [e-n-nr pes, = M 2" ont = 2°M 
n— k n —k° 


n —k% 


log 2 


et cette somme est encore, au plus, de l’ordre de l’inverse de n, c’est- 
à-dire négligeable. 


(:) Comme on ne considère ordinairement que la valeur arithmétique ou posi- 


tive des radicaux réels, la notation ÿx* est employée ici pour désigner la valeur 
absolue de æ, c’est-à-dire + æ ou — x suivant que z est positif ou négatif. 
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Il vient, en résumé, pour l’expression asymptotique cherchée de 
l'intégrale 
O ) 


J(x)dx = f(o) Vs (quand 7 est très grand). 


coh?x 


(r1) 


Eee 


On voit que, lorsque x croît de plus en plus, l'intégrale, tout en se 
rapetissant, se concentre autour de æ—0o. Si donc on lui assignait 
d’autres limites que oo, de manière à lui ôter une partie de ses 
éléments, sa valeur, pour » très grand, ne changerait dans un rapport 
appréciable qu’à l'instant où le rétrécissement de son champ, attei- 
gnant les valeurs de æ voisines de zéro, lui ferait perdre ses éléments 
principaux. Ainsi l’on pourra, par exemple, écrire 
zéro (pour æ < 0), 


Ÿ f(æ)dx 
(12) (quand » est très grand) VIe — 


AE 
coh#x Lfo/ 7 (pour æ > 0). 


336*. — Développement en série, grâce à ces expressions asymptotiques, 
CRÉARS 

coh?x 
proportionnelle à sa dérivée seconde. 


des intégrales de la forme » quand /(x) est une fonction 


Lorsque f(x) est une fonction qui se reproduit, à un facteur con- 
stant près négatif ou positif = #?, par deux différentiations consécu- 
tives, des intégrations par parties ramènent aisément l'intégrale 


(13) ln — 


où l’exposant ? du dénominateur est supposé positif, à une autre de 
même forme, mais avec son paramètre x accru de deux unités, et 
par suite, de proche en proche, à une dernière, 1,,,, assez élevée 
pour admettre, avec une approximation relative indéfinie, l’expres- 
sion asymptotique (12). L'intégrale proposée I, se trouve, de la sorte, 
développée finalement en une série, qui provient des termes détachés 
ou intégrés à chacune de ces opérations, et en un résidu ou terme 
complémentaire, contenant ce que l'intégration par parties et les 
dédoublements auront été impuissants à extraire ou à résoudre, mais 
qu'évaluera la formule asymptotique (12). 

Changeons, en effet, dans (13), r en nr + 2, ou considérons 1,.,; et 
introduisons-y sous le signe f, à côté de f(x), le facteur coh?x—sih?x, 
égal à 1. L'intégrale I,,, se dédoublera en deux, savoir I, et 


‘3 
O* ? 7 : 2 Tiæ) dx 
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f(æ)sih?x dr 


f(æ)sihz y I 1e 


— f[*—— ;, que l’on peut écrire à 
coh®r?7 n+i coh#+1% 
cette dernière, intégrée par parties, donnera 
WW /(r)snr L f(æ)cohz +f(æ)sihæ, 
— M = — dr 
n+i coh#+ix n+I coh?+1x 
tr f(æ)sihæ L> 1 aus I 
ee Er + ——— | f(x)d ——; 
n +1 coh?+li> n +I (n+i)n coh?x 


et le dernier terme, traité de même au moyen de l'intégration par 


parties, deviendra 


, pe AE É= er, |. 


(na +i)n | coh*x coh?æ | (n—+1)n |coh*x 


On aura donc, en définitive, à une constante arbitraire près, 


PR es nf(æ)sihæ+f'(æ)cohz  n?+4 
n(n +1) coh?+1x% tar 


n° 


(14) Iso = 


La constante arbitraire à ajouter au second membre sera même 
nulle si, comme nous l’admettrons, on prend — pour limite infé- 
rieure. Car l'intégrale [, étant alors supposée finie même quand on la 
compte à partir de cette limite, il est entendu, par le fait même, que 
f(æ), lorsqu'il a la forme Asih(const.kx)+Bcoh(const. + kzæ) et 
qu’il devient, par conséquent, infini, comme cohÆx, pour æ — +, le 
devient infiniment moins que le dénominateur coh*x. Or, cohæ se 


trouvant comparable à ev** et coh®x, comparable à e*V* ou à coh nx, 
il suit de là que le nombre positif Æ est alors inférieur à 7, et que, 
dans (14), le double terme intégré, où f(x) et f'(x) deviennent de 
l'ordre de coh x pour x très grand, tend vers zéro, comme si f(x) 
et f'(x) étaient proportionnels à des sinus ou à des cosinus circulaires, 
vu le dénominateur coh*+!x, dont le rapport à un numérateur, 
nf(x)sihæx + f'(x)cohx, de l’ordre de coh£æcohx, grandit sans 
limite. Ainsi, le second terme de la formule (14) s’annulera pour 
æ —— , comme le premier et le troisième affectés de I1,,, et I,; en 
sorte que la constante arbitraire à joindre au second membre se trou- 
vera bien réduite à zéro. 

Cette formule (14) serait propre à donner 1,,, si 1, était connu. 
Mais, comme nous voulons ramener, au contraire, 1, à 1,,», 1l faut la 
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résoudre par rapport à [,. Il vient 


ae nj(æ)sibæ ET (æ)coh& ,n(n +1) 
(5 HN Te (RE A2)coh®t1> nLkr 
fa) ( 
| Con AT rte) Con nr) I 
ANA EEE: dx D ep a DD A Er à 


Supposons, par exemple, que l’on parte de 7 — 1 et que l’on emploie 
le second membre de (15); I, se dédoublera en deux termes, l’un, de 
f(æ)sihæz+ f'(x)cohæ à 
ITS RE US 

(1 Æ2)coh?2r 
celui-ci, par une application du même second membre de (15) faite 
en prenant »? — 3, donnera pareïllement un terme de forme finie, plus 


142 SA I 
1 40e 
décomposera en une série, complétée par le terme en quelque sorte 
résiduel, que j'appellerai T;, 


1.2 
Pa 


forme finie, » l’autre, égal à 


l'expression 5; et ainsi de suite à l'infini. Donc I, se 


152 s47 546 P(P +1), 
1H 42 92 2542  pi+kt 


(16) Li Lin 


Or, d’après (12), 1,2 y vaut, ou zéro, si la limite supérieure de l'in- 
/ 


r , . DITC . 0 0 CR 

tégrale est négative, ou f(oW/ si cette limite est positive; et, 
# p +2 

: 2T Ë T ; : 

d'autre part, — ou, sensiblement, ————;, peut, d’après la 
) LR rat / PE x 
T 
2 


ne Ye 
SAC ETES 
Le terme T,, donné par (16), devient donc : 1° zéro, si la limite supé- 
rieure de l'intégrale est négative, et, 2°, 


rf (0) rf(0) 


4 c2 2 2 pu K kr \? 
CRIER EE (coh ou cos “2 ) 
1 0 2 3 D 


si la limite supérieure de l'intégrale est positive, la dernière expres- 
sion (17) résultant, comme on voit, de la précédente (17), en vertu des 
formules (t. [, pp. 31* et 27*) qui donnent les facteurs du second 
degré d’un cosinus soit hyperbolique, soit naturel. 

Le résidu ou terme complémentaire T;,, qu'il faut, pour exprimer 
l'intégrale I,, joindre à la série obtenue, prend donc tout à coup, après 
avoir, jusque-là, été nul, la valeur (17), à l’instant où le champ de 
l'intégrale, compté à partir de æ ——, commence à atteindre les 
valeurs positives de x. Comme l'intégrale I; constitue évidemment 


formule de Wallis (t. I, p. 29*), être remplacé par x 


* fa) az 
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une fonction continue de sa limite supérieure, c’est non pas elle, mais 
sa partie développée en série, qui présente une discontinuité pour 
æ—oetqui, à ce moment, sans perdre définitivement sa conver- 
gence, décroît brusquement de la quantité (17). La question traitée 
offre donc l'exemple curieux d’une série convergente, qui, en deçà 
d’une certaine limite, représente une fonction continue, mais qui ne 
l’exprime plus au delà, si ce n’est à une constante près. 

Une fois I, connu, on pourra, par la formule (14), en déduire I, 
puis I;, etc. 

On évaluerait de la même manière L et puis L,, [;,.... Le terme 
complémentaire, que j'appellerai T,, du développement de L,, serait 
évidemment, dans le cas d’une limite supérieure positive, 


2.3 4.5 Dr DRE) or. flo). 
4 = 4? 16 + X2 per ee 
RE 
En y remplaçant > map EE 24/72 —, d'après la 
.A . 
formule de Wallis, par e 2478 7, 5n trouverait successive- 
P+H11.5...(p —1) 
ment 
22 42 
T, — ——© ——————— 0. 
TZR GER et 
(18) 48 krf(o) krf(o) 


kT k2 Æ2 k2\ 1 UT mr: 
ns + = mnrneolé cle de D et 
, (= =) (re " (ue 56) (sin ou sin e ) 


Il est évident que, sauf une complication plus grande des résultats, 
on obtiendrait de même les valeurs de I, correspondant à des in- 
dices n fractionnaires. 

Toutes ces intégrales se simplifient quand leur limite supérieure 
devient infinie et que leur champ s'étend, par suite, de æ — — 
à æ — æ. Alors, en effet, les termes déduits successivement du second 
de la formule (15) s’annulent, et la valeur de l'intégrale se réduit au 
terme résidu ou complémentaire T,. Les formules (17) et (18) donnent 
donc, notamment, 


[EE F nr f(o) 
“cohæ ( KT kr \° 
coh — ou cos à 
2 2 


 f(x)de krf(0) 
coh2%> ( … KT ; Eh 
host 
2 2 


[ 
(19) ; 
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; ; à kr AT £ 
formules doubles, où les dénominateurs coh —— et sih -— doivent se 
2 9) 


prendre quand f(æ) est un sinus ou un cosinus circulaire, c’est-à-dire 
quand f(x) =— kÆ f(x), tandis qu’il faut y employer les dénomina- 


kr vAT ; à 
teurs cos — et sin — » quand f(x) est composé de cosinus et de 


sinus hyperboliques, c’est-à-dire quand f"(x) — f(x). On remar- 
quera que, pour Æ infiniment petit, les variations de f(x) deviennent 
négligeables, cette fonction ne différant pas de f(o) dans tous les élé- 
ments tant soit peu influents des deux intégrales (19), ou qui corres- 
pondent à des valeurs finies de x. D'ailleurs, les seconds membres 
de (19) se réduisent alors à r/f(o) et à 2/(0); en sorte qu'il vient, 
par la suppression du facteur commun f(x) ou f(o0), 


de 1 dx Re 
20 — —="T — —2 
=. cohz ) “rCoH2r : 


e/ 


résultat dont le second avait déjà été donné à la page 68 [ deuxième 
formule (19)|. 

En vue d’une application ultérieure (n° 403") à l'intégration d’une 
équation différentielle importante, formons encore les expressions 


2 < , Q n, 
de I, et de 7 L,, pour le cas où, c étant un certain paramètre, on à 


f(æ) = soit sin(kc — Kx), soitsih(kc —Kx); 
(21) d’où 
J'(x) = soit — Æcos(kc — kx), soit — ÆAcoh(kc — Æx), 


et où les intégrations se font de æ — — « à æ — c. Dans le second terme 
de (15), f(x) et f'(x), où il faut poser x — c, deviennent respective- 
ment zéro et — k; ce qui réduit cette formule (15) à 


k n(n 1) 


z (n?Æ+ k2)coh?”c LE (n?+ K?) la+2; 


(22) 17 


et, vu que, d’ailleurs, pour x—o, f(x) devient, dans(17),f(o)—sinkc 
ou sih ÆC, on trouve aisément 


/ LT k na Æ 
#1 17 G+k)cohc " (GHA2) (9 <Æ2)cohc 
RAS je res Lo k | 
(23) METEO ETOTO RS 


r(sinkc ou sihÆc) 


( kT =) 
coh — ou cos — 
2 2 


avec T1= 0/pourie to et li pour c >o. 
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: 2, . . . . 
Enfin F I, s'obtient en faisant x —1 dans la relation (22), qui donne 


+ k2 à 
alors " L—=— nn —— I,, et en substituant à I, sa valeur (23). 
è 'HEGUS PU 
Si l’on appelle R le produit PAT T,, il vient 
2 TS ET I ONE. 3.4 Toner 
FCO IE Filconmc io ke 35 EVAIcohe ee 
162 304 (2 m—1)(2m) I ; 
To 25642 (om ++ 4 cohm#1c ON 
2 
(24) AVC = PDOUrE GC 10, Et 
+ K2 in Æ 1hÆc \ 
NT ARS ILE LA NES 
k kr ka 
coh — COS — 
2 2 


337*. — Troisième exemple : expressions asymptotiques 
T T 
2 7 + 
de î cos(r cosæ) dx et de fl sin? cos(r cosæ)dx, où r désigne 
e/0 0 
un paramètre qui grandit sans limite. 


Cherchons maintenant l’expression asymptotique d’intégrales, que 
nous appellerons, pour abréger, +, définies par la formule 


w| A 


(20) en= Î sin?” cos(r cosæ) dx, 
0 


où 2m désigne un exposant entier pair, au moins égal à zéro, etoù r 
est un paramètre très grand en valeur absolue, que l’on peut supposer 
positif, car cos(r cosæ) reste le même quand on change r en —r. 
Occupons-nous d’abord du cas le plus simple, celui où m—o. 
Alors, r étant d’ailleurs considérable, la fonction sous le signe f, 
cos(r cosæ), est le cosinus d’un arc, r cosx, qui décroît, d’abord très 
lentement et puis de plus en plus vite, de 7 à zéro, pendant que x 


à L , T Per , . . 
grandit de zéro à nr En effet, rcosæ a sa dérivée, — rsinx, crois- 


sante (en valeur absolue) depuis zéro jusqu’à la limite très élevée r. 
L’arc 7 cosæ variant ainsi de plus en plus rapidement, et, chaque fois 
qu'il décroît de +, son cosinus changeant simplement de signe, les élé- 
ments cos(r cosæ) dx de l’intégrale constituent des groupes à signes al- 
ternés, dont le champ se rétrécit sans cesse presque jusqu’à zéro, et 
qui ont, par suite, leurs valeurs absolues totales de plus en plus 


A 
| À 


p 
CAS DE je cos (rcosæ)dx ET DE A sin cos (rcosæ)dæ. 193 
0 0 


faibles. L'intégrale forme donc une suite de termes alternativement 
positifs et négatifs, ou négatifs et positifs, décroissants à partir du 
second, sinon même à partir du premier; et l’on aura sa valeur, avec 
une erreur relative négligeable, par l'addition algébrique des premiers 
termes, pris en nombre suffisant pour que le dernier d’entre eux soit 
insensible comparativement à leur somme. Il y a lieu, par conséquent, 
d'évaluer avec soin ces termes principaux, dans lesquels x est très petit. 


À cet effet, observons que 7 cosæ pourra, au moyen du développe- 


ge à RS r x? ra 
ment de cosæ en série, s'y écrire 7 — IG U 
; 2 NO 7 


r x? ; AE pe : 

— —— (1+c), sie désigne une quantité de l’ordre de petitesse de x? ; 
\ ' 

et, pour que cet arc, beaucoup plus vite variable que æ dès que sa 

dérivée (— rx +...) est sensible, décroisse de 7, il faudra, passé les 

premiers groupes, que æ grandisse d’une quantité, Ax, dont le pro- 


duit par rx égale à fort peu près x. On voit que, pour toute petite 
. r . , , . T . 
valeur assignée de æ, cette quantité décroissante A, 7x environ, sera 


déjà devenue très faible, au point de rendre négligeable, comparative- 
ment aux premiers, le groupe d'éléments qui l’aura pour champ, si le 
paramètre r se trouve être assez considérable. Et alors l'expression r +?, 
incomparablement moindre que rx, devient, elle-même, aussi grande 
que l’on veut, avant que le produit beaucoup plus faible rx?e, de 
Et vd - - : T ne 
Pordre der ages soit une fraction sensible de -: Ainsi, pour 
r 2 
r assez grand, les groupes relativement négligeables d'éléments se 


présentent avant que l'arc décroissant rcosx, dont il s’agit de 


; : re : : TR ANENS 
prendre le cosinus, ait cessé d’être réductible à 7 — a malgré les 


à k 1e Nr Lo : nl l 
grandes valeurs qu'y atteint ——; et l’on peut, par suite, dans tous les 
5 
éléments à évaluer, écrire 


2 


; ra x? rx? 
COs(r COST) = Cos | r — — | — cosr cos 
à 


+ sinr sin 


= - 
rx? 4 2 2 
En y posant finalement —,. —U?, Où æ—u VE Ch RE : du, 


ces éléments cos(r cosæ)dx valent donc 


/: [cosr(cos.u?)du+ sinr(sin.u?)du], 
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et, vu que « y croît de zéro à des valeurs considérables (quand rest 
assez grand), leur somme diffère, relativement, aussi peu qu’on veut 
de l'expression 


s ER œ, œ 
», . . 
2 (cos FAIR cos u? du + sin #40 sin w? du), 
AU 
0 0 


1 
= 14 I Te . \ 
qui égale SAT 7 (cosr + sinr), d’après les formules (32) de la der- 


nière Leçon (p. 127*). Il vient donc, en définitive, pour l’expression 
asymptotique cherchée de l'intégrale v,, 


2] 
(26) fé 


Cela posé, il sera facile de déduire successivement, par des diffé- 
rentiations en 7, %1,%2,..., de w,. La relation (25) différentiée donne, 


(pour r très grand) 


w| A 


F COSr7 + sInr T 


ñ / it TT 
cos(r cosæ) de = {/ su ae cos (r— 2). 
A 4 2 AN à H 


en effet, 


don : ; 
_… = — sin? cosæ sin(r cosæ)dæ 
0 


PA LRE,SA 


I : UT 
= — —— 1 sin(rcosæ)dsin?"+1, 
X—0 


ou bien, en intégrant le dernier membre par parties, et en n’écrivant 
pas le terme intégré parce qu’il s’annule tant pour æ — 0, à raison du 


. T « . ° \ 
facteur sin?”+!l%, que pour æ — —; à raison du facteur sin(rcosæ) : 
; 2 


ë 
do r Au r 
LE PE ee jk sin?"#27 COS (Tr Cosv) dr =— 072 
: dr 2.7, 2Mm +I 
Résolvons par rapport à 6,1, et il viendra 
/ 2M+I dom 
HIS ; 

re 7” CIE 
(27) Ati OÙ 

2 1 d? 3 dy: 5 do: 

1 TE mere | | @ Cr te on , See) ee en D * 
; l'or: ie ro0r: 73 roûr 


D'ailleurs, en évaluant la dérivée en r de l'expression asymptotique 
de , donnée par le troisième membre de (26), on n’aura pas à diffé- 


LES 


T T 


2 2e de 
CAS DE j! cos(r cosæ) dx ET DE a sin?” x cos (r cosæ) dæ. 1007 
0 


0 


CAL 


rentier le petit facteur r ; ce qui n'introduirait, en effet, qu'un 
3 


terme de l’ordre de r *, négligeable à côté du terme où r , non dif- 
férentié, paraît; et, de même, en différentiant +, pour avoir ©,, puis 
Ya pour avoir ©3,..., On pourra traiter comme des constantes les fac- 
teurs analogues. Il viendra donc, successivement, 


| I ve d T 
Dr Ja cos | r —— |); 
fe | ANR 


I 3 T 2 ê T° 
x Oo — ——— COS T — — 
(28) (pour r très grand) de r2 \ or dr? / }» 


Ki 


Nous verrons plus loin (n° 419*), en étudiant certaines équations 
différentielles auxquelles satisfont les intégrales o,, w,, 2,..., com- 
ment ces expressions asymptotiques (26) et (28) peuvent servir de 
point de départ pour évaluer à très peu près les fonctions w;, w,,w,..., 
ou d’autres analogues, dès que leur variable 7 atteint des valeurs un 
peu grandes. 


398". — Du calcul approché des intégrales f e dr, 16 cos x? dr, 
; 0 0 


js sinæ?dx, quand elles différent modérément de ce qu’elles sont 
CA; 


pour « infini. 


En résumé, la connaissance de l’expression vers laquelle tendent 
les intégrales définies quand leurs paramètres grandissent sans li- 
mite conduit assez fréquemment à des formules permettant de les 
évaluer dans des cas où ces paramètres ont des valeurs modérées, sinon 
quelconques. Or il en est parfois de même lorsque ce sont non des 
paramètres, mais les limites de l'intégrale, qui {grandissent indéfini- 
ment en valeur absolue : la connaissance de l'intégrale, alors qu'elle 
atteint sa valeur en quelque sorte asymptotique, c’est-à-dire alors que 
sa limite variable est infinie, peut servir de point de départ à des pro- 
cédés plus ou moins approchés de calcul pour les cas où cette limite 
ne s’abaisse pas au-dessous d’une certaine grandeur. 


(44 
Soient, par exemple, les trois intégrales importantes ÿ RE, 
0 


[44 te 
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0 0 


[42 14 
fa cosz'dr, f sinæ?dx, qui, pour wu—, ont respectivement 
0 0 


x - + 
T I T J T 7 de . 
les valeurs ver : Ve et - VE Il suffira évidemment d'obtenir ce 
12 m) 2 2 2 


qui leur manque pour atteindre ces valeurs, savoir les différences, 
que nous supposerons assez petites, exprimées par les intégrales 
Le] [e] 20 
;l EC JL COST PIE ï sinx?dx. Or des intégrations par 
LU [LA [42 
parties, où l’on prend e—*, sinx°? et cosæ? pour facteurs intégrés, y 
conduisent aisément. L'on a, en effet, 


(29 


et, pareillement, 


> . 
4 CHATONS Sin 4211 NE fe NN 
Cosr?dxr —- =dsnri— + — SIN LT? — » 
A d'A æ 2 L x? 


D j le 


2U 


[74 — L 


(#0) 


C2) LE=00 2 Ce 
ES I I  HCOSU I dx 
SINViAr = ——- — dcosæx?— = COS x? —. 
ï 2 RATE au 20 a? 


D’ailleurs, en appliquant la même méthode de décomposition aux 
derniers termes de (29) et (30), il vient 


L= 
; RENOM 1 MST POS SN . dÆ 
SINT? — —— - — dcosr?— — — —- COST? —» 
x? 2 a 2 U> 2 æ* 
zu CATLEU u 


Ve . 
* AU AAR Nr ge Sin 4? "ACT ONLUSS 
COST? — — - — dsinx? = — — + - SInT? —; 
x? LA PRE 2 2 U> Fe Da 


d’où, au lieu de (29) et (30), 


[+] Le) 
>. EN 1 I 1,3 dx 
ea dr = eË — — —— ) + — ETÈ — ; 
AU 22 uÿ 22 œ x* 


[4A 
za L 2] 9 LE 
sin w? cos u? 12 dx 
(31) ) if cos x? dx — — + ALP COS T2 — » 
LL 


Dr 22 uÿ 22 h æ* 


Ce cos u2 sin 2 125 rs VA dx 
sin +? dx — — + = — — sin æ? — + 
Fe QU 22u3 22 £ a 


| u 


POUR LES VALEURS ASSEZ FORTES DE LEURS LIMITES SUPÉRIEURES. Pont 


Dans ces formules (31), les intégrales qui figurent aux derniers termes 
comportent encore le même genre de dédoublement, et ainsi de suite 
à l'infini. Seulement, ce dédoublement cessera d’être avantageux, 
quand la différentiation des facteurs à exposants négatifs croissants 
æT$, æ71, æ *,... aura fini par introduire, malgré la présence d’un 
nouveau dénominateur 2 à chaque intégration par parties, un coeffi- 
cient numérique 1.3.0.7.9... assez grand pour rendre le dernier 
terme intégré supérieur à l’avant-dernier (abstraction faite des fac- 
teurs périodiques cos w? et sin uw? dans la seconde et la troisième for- 
mule). Il faudra s’en tenir alors, comme valeur approximative cher- 
chée, à la somme de l’avant-dernier terme dont 1l s’agit et de ceux 
qui le précèdent : ce qui n’entraînera qu’une erreur inférieure, en 
valeur absolue, au même terme, dans lequel on remplacerait les fac- 
teurs cosu? ou sin w?, s'ils y figurent, par l’unité. 

En effet, l'intégrale définie terminant à chaque instant l’une quel- 
conque des trois formules, et qui constitue, en quelque sorte, son 
terme complémentaire, est plus faible que le terme précédent ou 
dernier alors intégré, quand on y met pour les facteurs périodiques 
cosu? et sinu? la valeur maxima 1. Car ces deux termes résultent 
toujours, solidairement, de l'intégration par parties qu’exprime la 
triple formule, où K est un coefficient numérique approprié, 


se 
K ns (er, ou cosx?, ou sinx?) 
4 
XL 


(et, ou cosu?, ou sin uw?) 
u271+1 


(32) Diet 


X=D 
I 
24 RE 2 ] 2 de 0 
K (e—x*, ou cosx?, ou sinæ errant 
X=U 

et l’on voit que le dernier terme, inférieur (en grandeur absolue) à ce 
qu'il devient quand on y remplace e**, cosx?, sinx? par leurs plus 
fortes valeurs respectives e7, Æ1, £1, se trouve compris entre 


zéro et 


À = ro re 
I CMP OLEE x) 
Ç (p—u? — Re. . 
TL OMAN te d LimHi K u2m+1 
IE 
C’est bien dire que le terme non intégré, que l’on négligera, n’atteint 
pas, en valeur absolue, le dernier terme intégré 


(e—*, ou cosu?,ou sin uw?) 
u2n+1 


— K 


2 


LA u 
158* CALCUL APPR. DES ivréar. / ex dx, 5e (cosæz? ou sinz?) dx. 
0 0 


dans lequel on remplacerait par 1 le facteur cos u? ou sin u®, s’il y pa- 


raît:ilest clair de plus que, lorsqu'il s’agit de l'expression Je ere dE) 


Lu 

l'erreur se trouve toujours de signe contraire au dernier terme calculé. 

Plus w sera grand, et plus sera nombreuse, à raison des puissances 
ascendantes #?”+1 figurant aux dénominateurs, la suite des termes dé- 
croissants, en même lemps que ces termes seront plus petits. On ob- 
tiendra donc des valeurs pratiquement très exactes, si uw est considé- 
rable. Mais l’effectuation des calculs montre que les résultats déduits 
de deux ou trois termes sont encore passablement approchés, même 
pour des valeurs de w assez peu supérieures à 1. Et, quant à celles 


qui seraient moindres (c’est-à-dire peu supérieures ou même infé- 


[14 
rieures à l'unité), on y développerait les intégrales f Tri 
0 


7 LU 


7 
J cosæ? dx, f sinæ?dx suivant les puissances non plus descen- 
L 0 e/ 0 
dantes, mais ascendantes, de w, en intégrant indéfiniment par parties 
avec e*, cosæ?, sinx? pour facteurs non intégrés, ou, plus simple- 
ment encore, en remplaçant, sous le signe f, les fonctions e**, cosæ?, 
sin +? par les séries bien connues, alors assez avantageuses pour le cal- 
cul numérique, 
T2 Ai PA x? 26 


Le ee EEE ARE Rep RTE 
ñ 1.2 É 100 Jos 1.2.3 


et intégrant chaque terme. 


TRENTE-DEUXIÈME LECON. 


SUITE DES CALCULS D'EXPRESSIONS ASYMPTOTIQUES D’INTÉGRALES 
DÉFINIES : SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES. 


339*. — Autre exemple : développement d'une fonction périodique finie 
quelconque suivant les cosinus et sinus affectés de la même périodi- 
cité, intégrale définie dont cette fonction représente l'expression 
asymptotique. 


Les intégrales définies dont nous avons jusqu'ici obtenu des expres- 
sions asymptotiques, c’est-à-dire indéfiniment approchées pour les 
valeurs assez grandes de leur paramètre, avaiént la somme de leurs 


co 
éléments principaux évaluable au moyen des intégrales JK CA du; 
0 


a (ce) 
jh cosu? du et 1 sinw?du. Or il en est d’autres, également réduc- 
e 0 


üubles à des éléments principaux quand un paramètre x y croît indéfi- 
niment, où la somme de ces éléments se calcule par la formule 


ee b : GE * © 5, 
J£ —— T'du — T, b étant un facteur positif (p. 119°). Et il y a lieu 
0 


ZA 


de nous y arrêter plus encore qu’aux précédentes; car elles doivent 
une importance exceptionnelle à cette particularité que, dépendant 
d’un second paramètre x, elles admettent, suivant les cas, pour l’ex- 
pression asymptotique dont il s’agit (relative à n), telle fonction que 
l’on veut du paramètre +, du moins entre certaines limites. En d’autres 
termes, leur valeur pour » infini devient une fonction f(x) arbitraire 
dans un intervalle quelconque désigné d’avance; en sorte que leur 
emploi permet de donner à toutes les fonctions f(x) une forme ana- 
lytique commune, qui se trouve être avantageuse ou même indispen- 
sable dans certains problèmes. 

On arrive à ces intégrales en essayant de décomposer toute fonc- 
tion périodique donnée f(x), affectée de la période quelconque 24, 
ou telle, que f(æ+2a)—f(x), en termes proportionnels respecti- 


: ; : TT k 1 
vement aux cosinus et sinus des multiples de l'arc > qui croît de 


27 quand x croît de 24. 
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Soit donc f(x) une fonction /inie et périodique de x, pouvant, dans 
l'intervalle d’une période 24, de æx—— a à æ —=+ a, par exemple, 
recevoir des valeurs quelconques et présenter même un nombre fini 
de discontinuités : toutefois, dans ce dernier cas, on convient, pour 
que la fonction f(x) ne cesse pas d’être déterminée, de lui attribuer 
une valeur égale à la moyenne arithmétique de sa valeur précédente 
et de la suivante, moyenne représentée par [f(x —e) + f(x +e)|, 
où € désigne un infiniment petit positif. Il est naturel de chercher à 
exprimer cette fonction f(æ) au moyen des fonctions les plus simples 
qui admettent la même période 2a, c’est-à-dire au moyen des fonc- 


IT T « +: . 
AVE désignant un entier quelconque 


: IT TC : 
tions A;cos ES B;sin 


[qu’on peut supposer positif, sauf à changer le signe de B;] et À;, B, 
étant deux coefficients constants. Ainsi, proposons-nous de dévelop- 
per /(x) en une série de la forme 


(33) ftæ)= Ÿ (aicos EE + Brsin Æ) 


où les notations &{ — 0 et & — , inscrites au-dessous et au-dessus du 
signe de sommation >, signifient que les divers termes de la série se 
forment en donnant successivement à &, dans l’expression qui suit, 
toutes les valeurs entières, depuis (et y compris) zéro jusqu’à + 0. 

A cet effet, nous admettrons d’abord que le développement soit 
possible, ou que la fonction f(x) égale bien la somme limite d’une 
série convergente ordonnée suivant les cosinus et sinus indiqués; et 
nous déterminerons, dans cette hypothèse, les coefficients A;, B;. 
Puis, connaissant de la sorte la forme précise de la série, nous démon- 
trerons qu’elle convient pour toute fonction périodique f(x). 

Le calcul de AÀ;, B; se fait par une méthode due, en principe, à 
Lagrange et à Euler, mais que l’on appelle méthode de Fourier, en 
souvenir du géomètre français (du commencement de ce siècle) qui 
en a montré les nombreuses applications à des séries très diverses 
employées dans la Physique mathématique et spécialement dans la 
Théorie analytique de la chaleur, créée par lui. On multiplie l’équa- 


à : IT T . TT CE 
tion (33) par cos —— dx ou par sin —— dx, et l’on intègre les deux, 
a a E 


membres dans toute l’étendue d’une période, de æx=—aàx—+a, 
en observant que le second membre de (33) peut être traité comme 
une somme d’un nombre fini de termes, vu que l'erreur commise sur 
ce second membre en l’arrêtant à un terme assez éloigné est aussi 


FEU 


wl—= 


J 


A; 
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petite qu’on veut etne donnera, dans le résultat des intégrations, qu’un 
terme complémentaire inférieur, lui aussi, à toute erreur donnée. 


. . uw 2 . Li" 
D'ailleurs, les produits du terme quelconque A ; cos 12 + B;sin LES 
(& (42 


iTæ MN : 
du second membre de (33) par cos —— @L par sin —— sont, respecti- 


vement, 


T 


(22 [22 


(Tr EVITET ENT : AE RTE 2 ; PR NT 
[cos © Je Fa PAT 18 | “ 1) RU 


{sin SRDEE + 2] 18, | CNT Con 


a 7 


el se composent de termes proportionnels soit à des sinus qui ont 
leurs valeurs moyennes nulles, soit à des cosinus nuls aussi en 
moyenne, si ce n'est quand ils se réduisent à l’unité ou qu’on 
D O0 Cest i-dire OU 7-0, ou, du/moins, 7 —4. Or il est 
évident que tous ces termes, multipliés par dx et intégrés dans l’in- 
tervalle 24 qui comprend une ou plusieurs de leurs périodes, donnent 
pour résultats les produits de 2a par leurs valeurs moyennes. Il vient 
donc simplement : 1° pour les valeurs de z qui diffèrent de zéro, 


«a . «Œ . 
uv à Une 
f(x) cos ÉD ENTE Î f(æ)sin = dx = aB;; 


1 LL 
et 
2 
(22 


4h SAGE PASSENT ES 


29 pour {—0 (ce qui annule le terme B;sin 


On voit que, grâce aux multiplicateurs choisis et aux intégrations 
effectuées, Les diverses constantes à déterminer se sont séparées 
d’elles-mêmes les unes des autres; et l’on a ainsi, Vour chacune, une 
équation qui la donne en particulier. Le même fan se produit dans 
toutes les séries analogues auxquelles s'applique le procédé d’élimina- 
tion de Fourier, qui consiste à choisir, toujours de même, pour multi- 
plicateur, le produit de la fonction figurant dans le terme dont on veut 
isoler et déterminer le coefficient, par l'élément du champ où existe 
la fonction développée, puis à intégrer le résultat dans'toute l'étendue 


‘de ce champ; ce qui revient évidemment à le faire entre les limites 


d'une seule période, quand les mêmes valeurs se représenteraient 
indéfiniment au dehors. 
Afin d'éviter plus loin une confusion qui serait à craindre, appe- 


B. — II. Partie complémentaire. 11 
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lons &, dans les formules trouvées, la variable d'intégration, et posons, 


de ef SE)dE, 


«a ver 
(34) A;— AL SE) cos + d?, 


2 

TE 
N'a Era CE )su ae dé. 
» 

2 «a 


La formule (33) deviendra celle que l’on se proposait d'établir et qui 
s'appelle série de Fourier : 


fe [ fE)dt+ = DE MOT 


(9) Æh 
ef f)sin de. 


LE 


en conséquence, 


Le Fa 


On la rend un peu plus symétrique en y introduisant les valeurs né- 
gatives de #, auxquelles on fait correspondre des termes de même 
crandeur qu'aux valeurs positives. Comme le changement de à en — & 


TE . iTT TT 1 


4 . iT T 
ne change rien aux produits COS pee COS DA et Sin — Sin —; 1] 
“a a 


suffit, pour cela, de partager chaque terme du second membre, sauf 
le premier où £ — o et qu'il n’y a pas lieu de dédoubler, en deux par- 
ties égales, dont on attribue l’une à la valeur négative et l’autre à la 
valeur positive de £. Alors la formule (35), en y transportant d’ailleurs 


T . ; . 
> puis réduisant, de- 


: IT T 
sous les signes f les facteurs cos et sin 


vient 
(36) J@) == Y OR De HEC ENS 
À ÉPAE | n« A () 


et elle peut encore se simplifier par lintroduction d’exponentielles 


imaginaires. Ajoutons, en effet, au facteur cos RARES ce qui lui 
& 
IT (x x—t) . 
A 0 ee. UT CURE . 
manque pour devenir € ,Savoir \/—1 sin Fe addition 


n’altérant “a si second membre, car elle revient à lui joindre l’ex- 


=> 1e CE) si PRIE Aer _#) dt, dont les termes pour £ 


posituf et me L FT se neutralisent mutuellement à cause du 


pression Ÿ 
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: x 
. NTM MIE TE . . 
changement de signe de sin net avec &. Il vient alors la forme 


suivante, due à Cauchy, et aussi concise que possible, de la série de 
Fourier : 


. ER «& ini —Ë) Pen 
A A fs Vas 
J@=Z > Î FC NTaE 
; —à : 
2 T1——00 
(37) io 
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24 Lee © —« 


Mais revenons, pour la condenser en une intégrale définie unique, 
à la première forme, (35), qui est la plus utilisable immédiatement. 
Ne faisons varier d’abord #, au second membre, que depuis la valeur 1 
jusqu’à un nombre entier très grand n — 1; et, après avoir transporté 


L'ILANT. CT TT AEN C, 
RTE réduisons la somme ob- 
Q 


sous-les signes f les facteurs cos 


tenue d’intégrales, prises toutes entré les mêmes limites Æ à, à l’in- 
tégrale, entre ces limites, de la somme de leurs différentielles. 
La formule (35) deviendra évidemment 


i=n— 


1 k I | UD) 
(38) f (æ) — lim 4 [ F(E) ï + © cos” - = | d£ (pour n infini), 


(44 


le — (À " 
A 


c'est-à-dire, d’après la première formule de sommation (13) de la 


de > rx — €) 
page 19*, où il faudra faire £ — ————., 
9 d a 
a a # 
ALT f(E) MERE Date e) 
3 æ) = lim — [ SR SE ETS RQ Jour 7 infini). 
(39) f(æ) = RATES È (] ) 


Sin 
24 

En résumé, si la fonction périodique f (x) se trouve bien dévelop- 
pable, comme on l’admet, en une série procédant suivant les cosinus 
et sinus d’arcs proportionnels à æ et dont les périodes, de plus en 
plus courtes, soient des sous-multiples exacts de la sienne 2a : r° le 
développement ne peut se faire que d’une seule manière, ses coefficients 
A;, B; étant complètement déterminés par les formules (34); 2° cette 
fonction f (æ) constitue l’expression asymptotique, ou relative à n in- 
fini, de l'intégrale qui figure dans le second membre de (39). De plus, 
comme cette intégrale n’est qu’une transformation de la série (35) ré- 
duite à un nombre quelconque (de plus en plus grand) de termes, il 
suffit, en y supposant (6) une fonction périodique finie, quelconque 
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dans toute la période comprise entre les limitesx = + «, de con- 
stater que f(æ) en représente {oujours l’expression asymptotique, 
pour avoir établi, par le fait même, la convergence, vers f(x), du 
second inembre de (35), à mesure que le nombre de termes y gran- 
dit, et pour avoir ainsi reconnu, dans tous les cas, la légitimité de la 


série de Fourier. 


340*. — Démonstration de la série de Fourier ou série trigonométrique 
principale, par le calcul de l'expression asymptotique d’intégrale qui 
la résume. 


Nous avons donc à chercher l'expression asymptotique, ou corres- 
pondant à x infini, de lintégrale qui figure au second membre 
de (39): 

Comme la fonction sous le signe f n’y change pas quand æ varie 
de 24, nous pourrons admettre qu'on y ait réduit cette variable à ne 
pas sortr, plus que 6, de l'intervalle des deux limites <a, entre 
lesquelles nous commencerons même par la supposer comprise. Les 
éléments principaux seront, naturellement, ceux où le dénomina- 

r(æ— $) 


teur 25sin aura ses plus petites valeurs et où, par suite, la dif- 


férence æ — £ se trouvera très voisine de zéro. Appelons w cette dif- 
férence et prenons-la, au lieu de £, pour variable d'intégration, afin 
que les éléments principaux se rapportent, comme dans les exemples 
précédents (pp. 138*, 145* et 153*), aux petites valeurs absolues 
de w. Nous aurons £—zx—u, dé —— du, et u décroïîtra de Pa 
à æ— a pendant que 4 croîtra de —a à + a. L'intégrale dont il 
s’agit, second membre de (59), sera donc, après permutation des 
deux limites et changement corrélatif du signe, 


TU) (27 —1)Tr4 
. PE à , 5 F4 de = ’ . . 
’ sin du (à évaluer pour n» infini). 


4 
(0) 
(4 ) TU 
NON ON SIDE 
») 
à , Q (Tr — u) . , 
Sans la présence, sous le signe f, du facteur J 2 l'intégrale 
RTE 
24 Sin exe 
24 


exprimerait l'aire comprise entre un axe des abscisses w et les 272 — 2 
arceaux complets, accrus d’un fragment d’arceau à chaque extrémité, 
qu'offre en tout, de u — x — a à u — x + a, la sinusoïde ayant pour 


RO E Me dau - es 
ordonnée sin 27T%, La surface partielle limitée par chaque ar- 


24 
ceau est, en valeur absolue, comparable au produit de sa très petite 
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24 
base Tue. Pari sa hauteur 1; de sorte que la somme de toutes ces 


2n ] 
surfaces serait finie, comparable à 2@, si on les prenait en valeur abso- 
lue. Maïs, comme deux arceaux consécutifs ont leurs ordonnées égales 
chacune à chacune, également espacées et de signes contraires, ces 
aires, en très grand nombre, s’entre-détruisent deux à deux etontleur 
somme algébrique incomparablement plus faible que leur somme 
absolue; car elle se réduit finalement à l'aire, nulle pour x infini, de 
quelques fragments d’arceau situés aux extrémités. 


f(x —u) — u) 


TU 
24 sin 
24 


Or il est aisé de voir en quoi le facteur modifie le résul- 


tat. Ce facteur, où f(x — u) est toujours fini, ne peut devenir infini 


à 


: TU, : : ur TLC 
que pour &# — 0, car l'arc — n’y varie qu'entre les limites — [ — == 1) : 
24 2\a 


cest-à-dire, par hypothèse, dans une partie de l’intervalle compris 
entre —retz (puisque nous supposons æ d’une HAE absolue 
moindre que &). 

Faisons d’abord abstraction des valeurs de «w très voisines de zéro. 
Pour toutes les autres, le facteur dont il s’agit varie graduellement 
dans des intervalles comprenant un grand nombre d’arceaux de la 
sinusoïde. Ses produits par les ordonnées de celle-ci ont donc leurs 
valeurs finies et à fort peu près pareilles, sauf le signe, pour deux 
arceaux consécutifs; de sorte que les aires de ces arceaux continuent 
à s’entre-détruire sensiblement et à donner une somme algébrique 
sans comparaison plus faible que leur somme arithmétique, c’est-à-dire 
s’annulant à la limite. 

Il ne subsiste dès lors que les éléments principaux, ceux dans les- 
quels & est très petit et compris, par exemple, entre deux limites Eu, 
aussi rapprochées que l’on veut, assez pour que l’on puisse, dans leur 


, . TU | TU PRAGUE 

intervalle, remplacer sin Sa Par Parc nu? Mais indépendantes de ». 
a 2 

Si l’on appelle un infiniment petit positif, le facteur en question 


_- (THE 
Hate s'y réduit év idemment à RU 


TU “ RU 
2aSINn — 
D, 


quand « est négatif, et à 


—°) quand w est positif. Ces éléments valent done, en tout, 
TU 


. 0 / \ pe 
Dee Don Tr au DE AT ON CE à La 
(41) Run #2 18 RAA SL A ee + A fe sin Re LP — ; 
LAS C7 0 


24€ [42 T 24 (42 


ou bien, vu que la fonction sous le signe f est paire et que 
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f(æ+:) + f(x — =) égale toujours 2f (x), 


(42) 


24 u 


' ph ’ < 
of(æ) FF: (on—1i)ru du 
+ SI =—— 

T L2 


0 


Or, lorsque » est suffisamment grand, on peut remplacer la limite su- 
périeure p par linfini. En effet, on n’ajoute ainsi à l'intégrale (42) que 
les aires d’arceaux de sinusoïde analogues à ceux dont il vient d’être 
parlé, aires, très petites et à signes alternés, qui seront ici lentement 
décroissantes d’un arceau complet au suivant à cause du dénominateur 
u de plus en plus fort, et dont, par conséquent, la somme, toujours 
moindre qu’un seul des termes, sera négligeable. La valeur limite de l’ex- 


: y ph NOT NUE : 
pression (42)est donc 2e f sin 7 ou simplement f(x), 
un [A/ 
0 


2 d 


d’après la formule (13) de la page 119*; ce qu'il fallait démontrer. 
Jetons enfin un coup d’œil sur le cas où la variable æ, au lieu d’être, 
comme nous l’admettions, comprise entre les limites — & et + a de 
la période considérée, atteint l’une de ces limites, + à par exemple. 
Alors la nouvelle variable d'intégration u = x — £ — a — & décroît 
de 2 a à zéro dans le second membre de (59); et les éléments princi- 


. ; . . .. TU 
paux de l’intégrale, qui correspondent aux petites valeurs de sin vL 


se trouvent situés, les uns, encore dans le voisinage de la limite u — 0, 
mais seulement du côté des w positifs, où f(a— u) peut s’écrire 
f(a—=), les autres, dans le voisinage de la seconde limite w — 24, 
où f(a—u) prend de même la forme f(a—2a—+e), équivalente 


An MT 
à f(a +=), et où d’ailleurs, en posant u—2a=#+, sin =. égal à 


dut RAR A FE ee IR 
— sin —-, est réductible à — + La somme des éléments princi- 
24 ô 


paux se compose donc encore, comme (41), de deux parties, dont 
l’une a la forme du second terme de (41) et dont l’autre, destinée à 
remplacer le premier terme de (41), est 


? 


Here . (2n —1)ru du 
—_— sin — 


Tr 2 4 mn | 4 


2a—{ 


ou bien 


24 (9 


— 
de 


fa 09 fees (an —0ne de 


U 
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On voit que celle-ci revient exactement au premier terme de (41). 
Par suite, le second membre de (39) n’exprime pas moins la fonction 
f(x) aux limites x — + à d’une période, qu'entre ces limites. 
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341** — Séries trigonométriques dérivées de celle de Fourier et procé- 
dant, les unes, suivant les sinus, les autres, suivant les cosinus, des 
multiples ou quelconques, ou impairs, d’un arc. 


La formule (35) en comprend quatre autres souvent utiles. Les deux 
premières s’obtiennent en concevant que la fonction f(æ) soit ou im- 
paire, ou paire, c’est-à-dire telle, qu’on ait f(— æ) == f(x); ce qui 
n'empêche pas de lui attribuer des valeurs quelconques entre les 
limites —o'et ma: 

Si f(— x) = — f(x), les expressions (34) de À, et de A; sont nulles, 
vu que, sous les signes f, les éléments correspondant à deux valeurs 
égales et contraires de £ se détruisent. Quant aux éléments analogues 
de l'expression de B;, ils sont égaux et s'ajoutent. Il vient donc pour 
f(x) le développement, dû à Lagrange, 


. a 2 LH 
ARR EN. à LÉTIE iTE 
(43) ICT > sin Æ f FLE SRE GE) 
a Ge a 


développement constituant la première série trigonométrique qui ait 


URRS 


été connue. 

S1, au contraire, f(— æ) —f(x), c’est l'expression (34) de B; qui 
s’annule, et ce sont celles de A,, À; qu’on peut ne prendre qu’entreles 
limites zéro et a, sauf à doubler les résultats, On trouve 


0 


(44) ftæ)= re fE)dt+2Ù co À8E ff (cos À æ, 


2 


relation due à Euler. 

Les deux dernières formules cherchées se déduisent de (43) et 
de (44), en supposant que la fonction f(x) recçoive, à pareille distance 
des deux limites o et a, des valeurs égales et de même signe dans la 
formule (43), égales et de signes contraires dans la formule (44), c’est- 
à-dire en posant respectivement f(a — x) —== f(x). Alors, aux se- 
conds membres de (43) et (44), les termes pour lesquels £ est pair 


ue 
RO vu que les éléments respectifs d’intégrale f (4) sin TE dé, 


f(Ë) cos - mé ï dé correspondant à deux valeurs de £ également distantes 


de zéro et a, s’y détruisent. 
Au contraire, ces deux éléments s'ajoutent et sont égaux pour à 
impair. Si, afin d’abréger, on appelle b la moitié de a, la fonction 
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f(x), complètement arbitraire depuis æ —0 jusqu'à æ = b, compor- 


tera ainsi, entre ces limites, les deux expressions 


ec) | b ce 
a . (2t+i)rxr SN ee DT INR 
f()= 7 2 sin TOITS f J(E) sin Te — dé, 
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On passerait d’ailleurs de l’une de ces formules à l’autre, par le chan- 


gement de x en b —x, puis par ceux de Ë en b—£ et de f(b—x) 


en / (T). 


342*. — Formule de Fourier, permettant de donner à une fonction arbi- 
traire la forme d’une intégrale double à élément trigonométrique. 


Enfin l'équation (38) p.163" ] conduit à une relation importante dont 
nous verrons plus loin l’usage (XLIX® Leçon), la formule de Fourier, 
en faisant grandir indéfiniment la période 2 a; ce qui permet de sup- 
poser arbitraire la fonction f(x) depuis æ — —o jusqu'à æ — ©. 
Alors, quand on passe d’un terme de la série ? au terme suivant, 


: IT À : ; 
lPexpression —; que l’on peut appeler 4, croît de la très petite quan- 
(4 


UiLé Aa — => qui devient, à la limite, une différentielle dx; en sorte 


: : I da 
qu'il semble permis de remplacer, dans (38), le facteur - par —, 
«a rs 


se 
puis d'introduire dx sous le signe f et de transformer la somme E en 

. ; . < nr . ;1% 
unéintésralé prise dela 0e AMLEVIENt donc, sauf vérifica- 
Uon ultérieure, 


p4 
(46) (dE - FE) dé 1 cosa(æ—£#)da (pour «infini positif), 


(ce) e/ 0 


ou bien, en changeant l’ordre de groupement des éléments sans en in- 
troduire ni supprimer aucun, 


2 m 
(46 bis) f(x) = lim 1 da f f(E) cosa(x —E)d£ (pour æinfini positif). 
0  —o 


Cette formule n’offrant pas à l'esprit, par suite de la disparition, à 
infini, de la période 24, un sens aussi net que les séries précédentes, 


EN ÉLÉMENTS DE FORME TRIGONOMÉTRIQUE. 169% 


il est bon d’en fixer la portée par une démonstration directe. Effec- 
tuons, dans le second membre de (46), l'intégration par rapport à 4, 
en n'y ri ee pas encore infinie la limite supérieure 4. Ce second 


membre devient - = foi AE 


Lee 


æ — € 


pe) / 
I D D 
e Jr v] sinau du. 
Le lu À u 


Le nombre x étant très grand, on peut appliquer à cette expression 
(47) la discussion faite au n° 340° (p. 164) sur l'expression (40), 


- €) dé, ou, si l’on continue à poser 


Fr 
Pris SU, 


ESS 
SI 
et 


(æ 
cela près qu'ici le facteur -—— he = rm remplace le facteur plus complexe 
f(æ—u) 
… + On reconnaît de la sorte que les éléments de l'intégrale 
> a sin — 
2 4 


correspondant aux très petites valeurs absolues de w rendent à eux 
seuls, pour « infini, l'expression (47) égale à f (+). Comme d’ailleurs, 
d’après ce que l’on a vu au même endroit, tout groupe d’autres élé- 
ments, dont le champ comprend un intervalle fini quelconque, ne donne 
qu'un total nul à la limite, 1l faudra et il suffira, pour l’exactitude de 
la formule (46), que les éléments de l’intégrale (47) correspondant 
aux très grandes valeurs absolues de w soient eux-mêmes négli- 
geables. 

C’est ce qui arrivera, par exemple, si la fonction f est continue pour 
les très grandes valeurs absolues de sa variable et, de plus, telle, que, 


, 2; ; (T—u) 
+ uw y croissant sans limite, l'expression ae ou s’annule, ou 


tende vers zéro en finissant par conserver son signe. Alors, en effet, 
les éléments considérés de l'intégrale (47) se trouvent groupés de 
manière à représenter des aires alternativement positives etnégatives, 
toutes fort petites, et qui décroissent de l’une à l’autre à mesure que « 
marche vers + co ou vers — . Ces aires ont donc leur somme algé- 
brique moindre que la première d’entre elles, nulle pour « infini, et 
la formule (46) est bien exacte. 

Mais il importe d'observer que cette formule de Fourier, si on 
l'écrit, comme il arrive souvent, 


(48) PAIE 2 au [| F(&)cosa(z 2 L}ar, 
TC 0 A 


a pour second membre une intégrale devant en partie sa convergence, 
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sa valeur finie et déterminée, à l’ordre dans lequel se succèdent ses 
éléments (ordre qui y règle la proportion des éléments positifs aux 
éléments négatifs), et non à leur seule petitesse absolue; de sorte qu'il 
faudra ne la transformer qu’avec de minutieuses précautions et en 
vérifiant dans chaque cas si l’on n’altère pas sa valeur. Il faut se sou- 
venir que, d’après la démonstration précédente, la limite supérieure 
de l'intégration en « est supposée indépendante de £; de plus, elle ne 
doit devenir infinie qu’à la fin des calculs, quoique lintégration en a 
ait été effectuée la première. Heureusement, ces précautions devien- 
nent inutiles quand la nature de la question introduit (comme on 
verra dans la XLIX® Lecon) sous les deux signes f, avec une variable 
indépendante distincte de +, une exponentielle décroissante assurant 
la convergence dès que cette autre variable reçoit les valeurs qu’on 
veut lui attribuer. 


343*. — Exemples : développement de quelques fonctions simples, entre 
les limites zéro et 7x, en séries procédant suivant les sinus ou les 
cosinus des multiples de la variable ; remarque sur les séries trigono- 
métriques non susceptibles d’être différentiées; sommation de séries 
numériques importantes. 


Pour donner deux exemples très simples de l'emploi des séries tri- 
gonométriques, développons par la formule de Lagrange, (43) [p.167], 
entre les limites zéro et r, ou plutôt e et r —:, les deux fonctions les plus 


simples possibles, savoir f(æ)=— la quantité constante et FLN 


«a ee 
. . or . , LHC 
pression du premier degré E L'intégrale / f(&)sin et dE sera, dans 
0 
le premier cas, 


An TK . 

T St T T I— COST 
: CAC TEE ENTREE 

al sin LE dé = — — (costé)T — — ——— ; 

AE 


4i LA ’ 


c'est-à-dire =; Où zéro suivant que £ se trouvera impair ou pair, el, 


dans le second cas, 


TK y È . . . . 
M As éCOSLE  sinc£\T TCOSÈT 
= SINLE dE = | — 2 + < RE 
5 21 21? /9 21 


, n . TC « . TC 
c'est-à-dire — pour £ impair 'et — — pair 
à = P I e 5; Pour & pair. 


DIFFICULTÉS QUE PRÉSENTE LEUR DIFFÉRENTIATION. vaut 


Il vient donc, vu qu'ici & — 7 : 1° d’une part, 


LE PR OP NET" T sing sin3æ  sin5z 
49. Seat —-Ee)= = : DUREE 
r ï LAIT ME 
Te . . . . Tr I I I 
généralisation de la formule de Leibnitz + — RÉ CE (p.80), 
4 
? T | 
qu'elle donne pour æ — Ti et, 2° d'autre part, 
. g æ sin æ sin2æ sin 3x 
(Go) (der 0 ame rit = — — + —— — ..., 
; 2 1 2 d 


ou, plus simplement, en remplaçant cette dernière relation par sa dif- 
pe A 1 
férence, terme à terme, d'avec (49), 


4 k re NE sin27 sin 47 sin6x 
RO A D TO © À, 
\ | À, 2, mn 6 
On remarquera que, dans ces formules, les séries des seconds mem- 
bres tendent vers les premiers membres lorsqu'on y prend de plus en 


plus de termes, sans que leurs dérivées, 
COS X +- COSIT + COST + ..., COSY — COS2T + COS3Y — ..., etc., 


convergent vers aucune limite, les termes ne s’y approchant pas de 
_ zéro. Il arrive donc aux séries trigonométriques, même dans des 
cas très simples, de ne pouvoir être différentiées ; et, cela, comme on 
a vu dès le n° 13° (t. I, p. 2*), à cause de la variation trop rapide de 
leurs petits termes de plus en plus éloignés. On peut dire alors que les 


. , . KM . re AC 
fonctions développées =; -; ..., ont, comme 1l est évident, des déri- 
4 2 


: I pre 
pées, 0, =» ..., mais que leurs expressions en série n'en ont pas, 


faute d’une variation assez graduelle; et cette circonstance consti- 
tue, malheureusement, un grave défaut des développements dont il 
s’agit, comme, en général, d’autres séries, quelles qu’elles fussent 
d’ailleurs, qui procéderaient de même suivant des termes affectés 
d’ondulations se raccourcissant trop vite d’un terme à l’autre. Aussi, 
dans les questions où le rôle des dérivées sera essentiel, devra-t-on 
regarder comme insuffisante une solution constituée par des séries 
pareilles ; puisque, quel que soit le nombre de leurs termes qu’on y 
utilisera pour le calcul numérique, les dérivées qu’elles donneront 
n'auront, pour ainsi dire, rien de commun (sauf en moyenne) avec 
celles que l’on se propose d'obtenir. 

Mais revenons à (49), le premier des développements trouvés ci- 
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dessus, pour en déduire d’autres séries trigonométriques plus faci- 
lement, à certains égards, que par l'emploi direct des formules du 
n° 341*. A cet effet, multiplions-y chaque terme par dx et intégrons-le 
depuis æ — o jusqu’à une limite x inférieure ou égale à +. Nous aurons 


Cr 2 L— COS mu (002 [— cos 


(52) (dex=oàæx=7) Fc D ne To F2 ET 


. TT .. n" 
et, en faisant æ — —, de manière à annuler cosæ, cos3æ,..., 
2 


(53) rt CO 


me ; TUE COST MODS 0 CIMECOSNEN 
(DA) Po RER PERS = ——- _ es 
HE) 1 De CE 


Or multiplions de même cette dernière par dx, etintégrons encore 
chaque terme à partir de æ — 0. Il viendra 
sin æ | Sin 3 © sin 


(rx — x?) — Æ ï 53 RE TR 


oi A 


(65 (dez=04 2 ="7r) 


relation analogue à celle d’où l’on est parti, (49), et qui, en y posant 


K T 
de même æ — -, donne 
2 


ep il 
: 
56 En = + + - 
20 32 1° 
D'ailleurs, une nouvelle multiplication de (55) par dx, suivie d’une 
intégration effectuée sur chaque terme à partir de x —o, amène la 


formule, rappelant (52), 


(der =ottre Tr) 


(7) 


dia EE e Î 


TD d'a 1— COST I— COST  I—COS5T 
Gé 2% F1 
| Ye 2* De 


“ x T ’ e € A 
d’où l'hypothèse x — - déduira la relation, analogue à (53), 


Æ TL I ] I 
(58)  =—+ + —- 
96 1* De + 


Et, si l’on retranche (57) de (58), il vient encore, pareillement 
à (54), 
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En continuant de même, on voit que la série d’où l’on est parti, 


sinæ sin 3? à ET EAU : 
: dr US égale à — entre les limites o et +, conduit, 


entre les mêmes limites, à des expressions finies, rationnelles et en- 
uières (en æ) des séries trigonométriques rentrant dans chacun des 


ES 


nr COST C0S3T sin æ sin 3æ fees 
aeux types 22 AIET TOURS Ten Sen 01 et qu 1 en 


résulte l'égalité, au produit de facteurs commensurables par +?* ou 
par r°*+l, des séries numériques respectives 


I I I I Il I 


ù 7 2e CE  ———Ù — ———  — — 
(59 bis) 122 , 322 ne 522 Re ë 122+1 3272+1 “ 52n+1 2 


T 
dont la seconde n’est autre, pour 7 = 0, que l'expression de - trouvée 
4 


par Leibnitz. 

Un raisonnement très simple, exposé, pour le cas » —2, dans le 
n° 22* (t. I, p. 28*) où nous avions déjà obtenu d’une autre manière 
la formule (53), ramène d’ailleurs la série, que J'appellerai S,,, formée 
par les puissances d’un certain degré » des inverses des entiers 1, 2, 
3,..., à la série que composent les puissances analogues des inverses 
des seuls impairs 1, 3, 5, .... Ce raisonnement consiste à dire que 


s I 1 : I OS 
— ee ne mel el HS EE Rose 
FA LE PERS TE ar OM Meg on \ y DJ 


l’on a 


ou 


el, par suite, 


. G DEL I il I À 
(60) PARLE T2 5 ue k ET ce.) 


OUI [ 
_— / 


Il viendra donc, en particulier, pour »m — 2 et m— 4, vu les formules 
(53) et (58), 


I Tr? [ 1 I T* 


(61) Fa Er te or ct PONLEP TS ARE TPE RTE 


I 
12 22000 


Les sommes des séries numériques remarquables (61), (59 bts) ont 
été, en premier lieu, déduites (plus ou moins directement) par Euler 
de la décomposition de sinæ et cosæ en facteurs, qu'il avait lui-même 
découverte et qui rend évidente (t. 1, p. 23*) la plus utile de ces 
sommes, savoir, la première (61), relative aux inverses des carrés 


entiers. 
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344*. — Des séries trigonométriques, doubles ou triples, que donne le 
développement des fonctions de point dans un espace à deux ou trois 
dimensions constantes, et des intégrales soit quadruples, soit sextuples, 
auxquelles conduit alors la formule de Fourier, quand cet espace est 
indéfini en tous sens. 


Une fonction de plusieurs variables æ, y,..., LE ériodique par rap- 
port à chacune d’elles, peut se développer, si l’on n’y considère d’abord 
que +, en une série procédant suivant les cosinus ou les sinus d’arcs 
proportionnels à æ, avec des coefficients exprimés, comme le montrent 
les formules (35), (43), etc., par des intégrales définies simples, ayant 
la variable d'intégration que nous appelons £ et, sous le signe f, le 
facteur f(ê, y,...). Or, dans chaque terme de cette série, développons 
de même le facteur f(£, y,...) suivant les cosinus ou les sinus d’ares 
proportionnels à y, qui s’y trouveront affectés, en coefficient, d’inté- 
grales définies simples prises, entre des limites constantes, par rap- 
port à une nouvelle variable d'intégration n et où la fonction f aura 
la forme f (6, n,...). L'intégrale en Ë considérée se décomposera donc 
en une infinité d’intégrales doubles, d’où sortiront, pour passer à côté 
du cosinus ou sinus fonction de æ qui la multiplie, les facteurs cosinus 
ou sinus fonctions analogues de y; et, chaque terme de la série primi- 
tive étant devenu lui-même une série, la fonction f(x, y,...) sera expri- 
mée au moyen d’une série double dont les coefficients contiendront 
sous leurs deux signes f le facteur f(£, n,...). S'il y a une troisième 
variable z, ce facteur f(Ë, n, z) se développera encore en une série tri- 
gonométrique suivant les cosinus ou sinus d’arcs proportionnels à & : 
la fonction f(x, y, z) deviendra donc une série triple. Et ainsi de suite. 

Soit, par exemple, &, b, c désignant trois droites de longueur con- 
nue, /(4,7,2z) une fonction de point arbitrairement donnée, dans 
l’angle des coordonnées positives, de æ—0o à æ—a, de RO 
à y — b, enfin de z—0o à 3 —c, c’est-à-dire dans une étendue de 
dimensions constantes (ou comprise entre limites parallèles); et sup- 
posons qu’on veuille la développer par la formule de Lagrange (43) 
[p: 167*]. Trois applications de celle-ci donneront, en appelant € la 
troisième variable d'intégration introduite, et £, j, k trois entiers in- 
dépendants qui recevront successivement toutes les valeurs positives, 


100 À 


PSN FA AREN AUS kr z 
RE AR DD) sin © sin AT sin z 


(62) i=1 j—1 4=1 


E=a N=b Te À 
3 [ PE, C)sin ie sin eu SE > f S dE dn dt. 
n 


6=0 N—0 (=0 


DANS TOUT ESP. OU INDÉF., OU BORNÉ PAR DES LIM. PARALL. DEUX A DEUX. 1 


79° 

Si c'est dans tout l’espace ou plan, ou solide, que la fonction de 
point f(x, y), ou f(x, 7,3), est donnée, il faudra recourir à la for- 
mule de Fourier (46 bis) [ p. 168*], et, en appelant $, y des variables 
d'intégration analogues à æ&, comme n, € le sont à £, il viendra, par la 
même méthode : 


f(æ, >) = ap das [Fe n) cosa(æ — E) cosB(y -- n)dEdn, 


e 0 + 


(63) anses [ff ad 
DA AE 


RUE A 
“YAE CE nm C)cosa(x — E) cosy — n)cosy(z — C) dé dn dK. 


La formule de Fourier décompose donc, d’une manière régulière 
(mais sous les réserves exprimées au n° 342*, p. 170*), une fonction 
f(x), ou f(x, y), ou f(x, 7,3), ..., arbitrairement donnée dans tout 
l’espace, en éléments d’une forme déterminée très simple, qui est 
celle d’un produit de cosinus dont les arcs dépendent, chacun, d’une 
seule variable, x, ou y, ou z, ..., et en sont des fonctions linéaires. 


Nous verrons dans la Lecon XLIX quelle peut être l'utilité d’un tel 
mode de décomposition. 


TRENTE-TROISIÈME LECON. 


DE L'EMPLOI DES INTÉGRALES DÉFINIES, POUR EXPRIMER DES FONC- 
TIONS ÉCHAPPANT GÉNÉRALEMENT AUX AUTRES MODES DE REPRÉ- 
SENTATION FOURNIS PAR L'ANALYSE : INTÉGRALES POURVUES, SOUS 
LES SIGNES f, DE FONCTIONS ARBITRAIRES, ET DONT LES DÉRIVÉES 
ONT DES FORMES SIMPLES. 


345*. — De la représentation des fonctions par les intégrales définies; 
sur certains types d’intégrales faciles à différentier, et ayant sous les 
signes J des fonctions arbitraires. 


Les trois dernières Leçons nous ont montré (pp. 121*, 163*, etc.) 
que les intégrales définies, sommes d’une infinité d’infiniment petits 
comportant une expression très variée, sont des fonctions bien plus 
diverses, bien plus libres d’allure, en quelque sorte, que les fonctions 
élémentaires de l'Analyse, auxquelles une définition étroite interdit, 
pour ainsi dire, tout écart, et que les combinaisons d’un nombre, 
même illimité, de ces fonctions, procédant par termes de grandeur 
finie, comme sont les séries convergentes, supposées toutefois l’être 
assez pour qu'un certain nombre assignable de leurs termes four- 
nisse leur somme avec toute l’approximation requise. En effet, dans 
ces fonctions élémentaires, et même dans les séries dont il s’agit (où 
l'influence des termes très éloignés reste constamment insensible), la 
continuité, l’enchaînement des valeurs successives, ne consistent pas 
seulement en une manière graduelle dont se produisent les variations; 
mais aussi en rapports directs imposés par la loi de formation aux 
valeurs les plus distantes, à ce point qu’un are quelconque, füt-il infi- 
niment petit, de la courbe les représentant, suffit, comme on sait, 
pour déterminer cette courbe tout entière. 

Aussi les fonctions et séries élémentaires considérées sont-elles im- 
puissantes à exprimer la solution des principaux problèmes de la Mé- 
canique physique et de la Physique mathématique, où l’infinie diver- 
sité possible de ce qu'on appelle l’état initial des corps introduit des 
fonctions arbitraires, c'est-à-dire des fonctions ayant leur cours com- 
posé de parties indépendantes, impossibles à déduire les unes des au- 
tres, quelque parfaits que soient d’ailleurs les raccordements ménagés 
entre elles ou la graduelle variation de leur ensemble. Or l'exemple de 
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la formule de Fourier (p. 168*) prouve que les intégrales définies pour- 
ront, au contraire, représenter de telles fonctions; et celui de la série 
de Fourier, réductible du reste à l’expression asymptotique d’une inté- 
erale définie, montre qu’elles partageront cette aptitude avec certaines 
séries, à variation généralement non graduelle, dont les termes sont 
affectés d’ondulations de plus en plus courtes à mesure que leur ordre 
s'élève. Mais les intégrales auront, sur ces séries (d’un calcul numé- 
rique parfois non moins laborieux que le leur, ou peu s’en faut), l’avan- 
tage de la continuité offerte par leurs éléments successifs, à la place de la 
discontinuité que présente la suite des termes d’une série par le fait 
même que leur grandeur est sensible; à quoi il faut ajouter enfin que 
les intégrales définies doivent à leur notation commode et concise, à 
la simplicité de leur représentation géométrique, à la multitude de 
leurs applications, d’être devenues presque aussi familières aux géo- 
mètres que les expressions de forme finie, dont elles constituent, pour 
ainsi dire, une nouvelle espèce. 

Il y aura donc lieu de recourir aux intégrales définies, prises entre 
limites soit variables, soit constantes, quand l’emploi des fonctions 
plus élémentaires paraîtra insuffisant; ce qui arrivera presque tou- 
jours dans les questions qu'il nous reste à aborder, savoir, dans l'in- 
tégration des équations différentielles, et surtout dans celle des 
équations aux dérivées partielles. Les intégrales définies y réussiront 
assez souvent, là où auront échoué les expressions plus simples ; mais 
il arrivera quelquefois aussi qu'une même solution d’équation diffé- 
rentielle sera représentée à la fois par une intégrale et par une fonc- 
tion moins complexe, circonstance entraînant évidemment la réduc- 
tion, à cette dernière, de l'intégrale, que l’on regardera dès lors 
comme évaluée. 

Par suite de l'importance physique du paramètre différentiel 
d? d? 


ii de +,... et, plus généralement, des dérivées secondes 


; d (7e : ! 
directes mn ir des fonctions de point f(x, y,...,4) représen- 


tatives des phénomènes, les intégrales définies, à limites constantes 
et à élément fonction des paramètres +, y, ..., €, les mieux appropriées 
aux problèmes de la Philosophie naturelle, seront celles dont les dé- 
rivées secondes directes se formeront le plus simplement, et qui, 
d’ailleurs, contiendront sous leurs signes f une fonction arbitraire 
pouvant s'adapter à toutes les variétés de l’état initial. La formule 
de Fourier (pp.169* et175*) doit justement son utilité à la réalisation 
de ces conditions; car les éléments de l’intégrale n’y contiennent x, 


B. — II. Partie complémentaire. 12 
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y,..., que par le produit cosa(æ —£) cosB(y—"n)..., et leurs dé- 
rivées secondes directes en æ, y,..., ainsi que leur paramètre diffé- 
rentiel A, ne font que les reproduire, aux facteurs constants près 
— 2, — 62,5, — (Hp) 

Mais il y a des intégrales plus avantageuses encore que celle de 
Fourier, sujette au grave inconvénient d’exiger deux signes ff, ou 
une double intégration, pour chaque coordonnée x, y,...; de sorte 
qu'il faut, comme on verra (XLIX° Lecon), savoir effectuer dans 
les formules obtenues par son emploi la moitié des intégrations 
qu’elle y introduit, si l’on veut en tirer la solution, sous forme acces- 
sible, des problèmes auxquels elle est applicable. Des intégrales 
simples pour le cas d’une seule coordonnée ou d’un seul paramètre, 
et doubles ou au plus triples pour ceux de deux et de trois coordon- 
nées, vaudront bien mieux si elles sont également aptes à vérifier les 
conditions des problèmes, puisque les intégrations dont il s’agit s’y 
trouveront toutes faites. Or c’est ce qui arrive pour deux certains 
types d’intégrales, auxquels nous consacrerons la Leçon actuelle et les 
deux Lecons suivantes. Ils présentent le caractère commun d’avoir 
sous leurs signes f, du moins quand on les envisage au point de vue 
le plus général, deux fonctions arbitraires multipliées l’une par l’autre, 
et dont l’une reste encore arbitraire après qu’un choix convenable 
de l’autre a fait acquérir à l'intégrale les propriétés caractéristiques 
voulues : mais ils diffèrent, et par la manière dont les paramètres 
s'y trouvent combinés, sous les signes f, avec les variables d’inté- 
oration, et en ce que les intégrales du premier type sont simples, 
tandis que celles du second sont triples ou tout au moins doubles, 
dans les cas utiles. 


x LS JL 
= )+ (te 


et de la forme plus générale ÿL F a :  } de 
0 LR 
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346*. — Premier type : intégrales de la forme sh 
0 
/ 2 


Le premier type est constitué par les intégrales, que j'appellerai 
ici ©, de la forme 


Se 2 \ 12 \ 
() M FiÉ ] (5) da 


où à désigne, comme on voit, la variable d'intégration, € un para- 
mètre, supposé positif pour fixer les idées, et /, 4 deux fonctions ar- 
bitraires, assujetties seulement à rendre l'intégrale finie et déter- 
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minée. Le produit fL placé sous le signe f doit, pour cela, ne pas 
devenir, à la limite inférieure zéro, infini de l’ordre de - ou d’un ordre 
(0 4 


plus élevé (p.64); et, si l’on admet, comme nous le ferons, que les 
fonctions f, L restent finies dans l'intervalle des limites, il faut encore 
que les éléments correspondant aux très grandes valeurs de x, expri- 


œ2 
més à fort peu près par (©) (0) dx, donnent une somme évanouis- 
: NT Ut : 
sante, ou que l'intégrale He r(E je soit elle-même finie et déter- 
œ 
minée, du moins dans l'hypothèse d’une valeur de (0) différente 


de zéro. 


Cela posé, différentions sous le signe f, par rapport à £, l'expression 
\ ’ = ’ £? A ,’ 
(1) de w. Comme la dérivée, en £, de = CSt 5» nous aurons pour résul- 


2 


“4 a? t2 \ 1da 4 : MR et dos 2 t 
tat RAT _——; cequirevient à RES fe 20 
MN cer Var Ca 


qe 
== 


US Lee n 2 \ u? ; l 
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£ Au : (à . 
prenne pour nouvelle variable d'intégration & le rapport -, croissant 
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PAC ee DEN CU EUR es. 
de zéro à l'infini (vu l'hypothèse 6 o) quand « ou ; décroît de l’in- 


fini à zéro. Le nom « de la variable d'intégration important peu, 
remplaçons-le par x; et nous aurons alors 


do “ FAN? a2\ 
a) —— ’ LE re fl 
(2) dt J FE) (E) a 


expression de la dérivée de # que nous savons devoir convenir pourvu 


qu’elle soit bien déterminée, ou à la double condition que le produit 


2 a? 


1? œ2 : . . 1 
( }v(£) ne devienne pas, pour « — 0, infini de l’ordre de 
5 | 


La 3 

et que, si /(o) diffère de zéro, l'intégrale cs y (T)a soit elle- 
À D 

même déterminée, du moins dans l'hypothèse d’une dérivée L/ con- 
stamment finie entre les deux limites de l'intégration. 

En résumé, et sous ces réserves, on voit que l’éntégrale (1) con- 
serve, dans la différentiation, sa forme caractéristique, malgré la 
grande généralité que lui donnent ses deux fonctions arbitraires f, 
V; seulement, l’une de ces deux fonctions, celle qui contenait le 


paramètre t, est remplacée par sa dérivée, et échange d’ailleurs 
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a? . 
, —» de l’autre fonction. 
2 


La même règle, appliquée à la dérivée première (2), donnera pour 
la dérivée seconde la formule 


AC EE 


Donc, la dérivée seconde de l'intégrale (1) s'obtient par une simple 
différentiation effectuée sur les deux facteurs de la fonction sous 


; ) k , ; a? - 
le signe LÉ relativement à leurs variables respectives — et . “Par 
5 ) 2 2, a? 


le 


(3) 


Fe 


suite, la dérivée quatrième de v en { ne contiendra, sous le signe f, 
que les dérivées secondes f”, 4"; la fonction © et toutes ses dérivées 


co 3 \ 
’ 2 ŒA 

se réduiront, pour {—0o, aux deux formes %(o) ÿ ae. da, 
e K1} 
à 2 


; 

f(o) [ (©) dx, dans lesquelles f et Ÿ pourront être remplacées 
AU 

par leurs dérivées successives; etc. 

Nous aurons à prendre pour %, dans les cas les plus simples, les 
fonctions qui se reproduisent, au signe près, par une ou par deux dif- 
férentiations, et qui ne dépassent jamais l’unité en valeur absolue, 
savoir, la fonction exponentielle affectée d’un exposant négatif, ou 
l’une quelconque des deux fonctions circulaires cosinus et sinus. Les 


C2] AD) æ 9 \ C2 9 
a a? a? œ? À 
intégrales 1 (y (=) da, oh L' (= ) da, [ (vu (=) da, ..!., "même 
> 2 
e \ 0 LEAe 4 


œ 
en y faisant partir de zéro l’intégration, sont bien alors finies et déter- 


minées; car, si l’on y pose a — &w \/2, elles deviennent (/2 1 Vu?) du, 
- 2 
V2 [ V'(u?)du,..., c'est-à-dire, suivant les cas et abstraction faite 


Re A D . co ” oo 
du signe, 2 | e du, V2 Î cosu?du, V2 f sin u?du; et leurs.va- 
A0 0 


0 


r Vÿr Vr 
leurs sont Lire es ) ni d'après les formules (20) et (32) des pp.167 


et 127". Ainsi IE à 


4? Sn 
#. P — T x a? Rae. VT 
(4) CARE: LT VE cos — da — sin — da = —* 
ô 2 à 5 TA 2 2 


Si, d’ailleurs, la fonction f, sans devenir jamais infinie (non plus 
que les dérivées f”’, f”, ... introduites dans les formules), reste arbi- 
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traire, en décroissant toutefois assez, quand sa variable grandit sans 


3 
= 


<Ee : Cu ue 
limite, pour que les expressions (l (Ë) da, f FA ( 4 ) DATES 
0 0 en 


soient également finies et déterminées, l'intégrale © et ses dérivées 
accepteront bien les règles de différentiation précédentes. Nous ver- 
rons vers la fin du Cours (XLVIIe et XLVIIL Leçons) comment ces 
diverses intégrales, avec quelques autres un peu moins simples con- 
tenues aussi dans le type (1), fournissent les solutions d'importants 
problèmes de la Physique mathématique. 


à 6 du t* ; 
mpl — —— ar a 
Remplaçons, dans (1), le produit / ( : ) (y (=) par une fonctiot 
200770 


: : 04 
arbitraire de la forme F (£ 
2 


:): nous aurons le type plus général 


NO D AL : : s 

HE Fes dx, auquel les mêmes raisonnements seront appli- 
œ 

Et0 

cables, En appelant F' la dérivée de F par rapport à sa seconde va- 

riable, 1l viendra 


= d de UE 12 = , £2 A2 | 
+ 1 (LS) = 1 (=) de. 


\ 0 


4 Li , . \ : a? l? ÿ 
Par exemple, si la fonction F se réduit à la forme / (= ae TL 


: C2 a? 2 
TA nd : UE one a : k 
sa dérivée F’ par rapport à De Sera (£ al et la formule (5), 


appliquée deux fois de suite, donnera 


(6) 


A — 
DS 
rl © 
8 
ES 
AE ES 
DL, 
| 
+ L 
RER de 
& | 19 
12 € 
ST 
LL 
LU 
| 
[+ 
R 
ou 
Q 
Eu 
RSS 
» | À 
11 
D | 
Q | 1 
î 
FT 
RE 
Se] 


341* — Cas particulier d'intégrales se reproduisant par différentiation ; 


NUE (a 
calcul de [ e ? %/ da. 
20 

Si, dans (1), on prend non seulement pour Ÿ, mais aussi pour f, 
une exponentielle à exposant négatif, un cosinus ou un sinus, il est 
clair que l’intégrale © se différentiera par les règles précédentes et se 
reproduira par différentiation ; ce qui nous permettra, dès à présent, 
dans le cas le plus simple, et plus loin (XXXIXe et XL° Lecons) dans 
les autres cas, d’en calculer la valeur. 

Quand l’un des deux facteurs, L par exémple, sera un cosinus ou un 
sinus, sa dérivée première ne le reproduira pas (en valeur absolue), 
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mais seulement sa dérivée seconde. Or il faudra quatre différentiations 

,’ e 1 r A . lt? 
de » pour que cette dérivée 4” se présente avec la même variable a 
que le fait & dans (1); et l’autre facteur f se sera alors reproduit lui- 
même, en changeant de signe, comme &, s'il est un cosinus ou un 
sinus, sans changement de signe s’il est une exponentielle. L'intégrale ® 


me St 
vérifiera donc l’équation 7 — oo, où le second membre aura le 
(244 LS 
signe supérieur + dans le premier cas, c'est-à-dire quand chacun des 
deux facteurs f, L sera trigonométrique, et le signe inférieur — dans 
le second, où un seul facteur sera une fonction circulaire, l’autre 


étant une fonction exponentielle. : 


Si, au contraire, /, Ÿ sont deux exponentielles, à exposant négatif 
pour ne pas rendre infinie l'intégrale, celle-ci 


L'e] LICE = Lo (a+) 
(7) ser e te du= f e ? _&/ da 
L3 0 L3 


2 


4 


D / 72 
rentrera dans le type (—- + —— |da,avecunefonction f exponen- 
YP fl RÉNALE J exp 


uielle, égale et designe contraire à sa dérivée /'. La première équation 
d e A Le , “ 

(6) donnera donc ” — — ®, et, au signe près, l'intégrale se repro- 

duira à chaque différentiation. La quantité & étant ainsi proportion- 

nelle à sa dérivée, avec le coefficient de proportionnalité — 1,sa valeur 

sera elle-même proportionnelle à e-t, d’après un résultat obtenu au 


n°63" (t. I, p. 8r ); et comme, pour { —0, alors que e-{ +, elle devient 


T \ JL , .. 
= d’après (7) et la première (4), l’on aura, en définitive, 


(8) [Te ia) ae =— ie 
0 2 


Pour obtenir ici des intégrales qui se reproduisent (en valeur absolue) 
ei 2 2 
res US . : a t 
par deux différentiations, il faut recourir au pe f ne (E= ‘à) da, 
0 


en y prenant pour la fonction f un cosinus ou un sinus. Posons, en 


effet, 
] | cd a? 12 \ 
soit ve cos | — + -— }) da, 
; à 2 DA 
(9) £ L 
* è c A0 1: 
soit © — Sin Pete da ; 
; : 2 2Q® 
: d? 
et la seconde équation (6) donnera ii —= ». 


de2 


TRANSFORM. DU PREM. TYPE PAR SUBSTIT., AU PARAM., D'UNE DE SES PUISSANCES. 183* 


c 


348*. — Propriétés qu'acquiert le premier type, quand on y introduit 
comme paramètre, au lieu de #, l’une quelconque de ses puissances. 


Un changement très simple de variable permet de donner à l’inté- 
grale ®, définie par (1), une forme plus générale. Il consiste à rempla- 
cer {, comme paramètre, par une quelconque, r, de ses puissances. 

P 2 
Posons, en effet, r —4?, r? —4r, c'est-à-dire { — rP, p désignant une 
constante (positive ou négative) quelconque, et, en même temps, vu 
2 
l'identité &«? — (aP}P, faisons figurer &, au lieu de «?, dans les variables 


2 2 


A 


aP\P {rer 
UE 
2 \2 aP 


LEA 


: : sl 
des fonctions f, L. Celles-ci, devenues f | 2P ( 


seront respectivement deux certaines fonctions des deux variables — 


2 2 


Tr? ie 
> dont la forme est plus générale que — et 
: 2 2 


; « Nous pourrons 
(eo 4 


4h : aP r ; . 
écrire ces fonctions, /; (Æ); Un (5) De plus, l’échange des variables 
2 j 2 aP 


ae? 
2 


2 


(A [ , , « ’ 
a entre f et d', échange réalisé dans la formule (2), donnera, 


TV 1 © 


2 9 
fe mm de ds - 
comme on voit, /, (5) GEUU [22 (£) .Cette dernièrefonctionŸ", 


2 2 


2 = 2 + a 
: NAS UP s -—19 /aP\P ap ER 
rapportde dbàad| 2? OUR 7 | A fe ap d— 
2 Dao 2 P 
ap 


< } rapport de db, — db à d ; en ce qu'elle égale, 


ere der ( 


2 


comme on voit, son quotient par — «?—? ou son oi par À RP 
2 


si 


Ainsi, les deux expressions (1) et (2) dev et de & Ÿ deviennent respec- 


tivement 


aP r? P & TAN œ4P 
LAS OC LUE d' aP—? da 
RAEARAE RE EME (IN (e) 22 


formules dans lesquelles nous pourrons désormais effacer les indices ou 
représenter simplement par f, 4 les deux fonctions f,, 4, évidemment 
arbitraires, comme /, 4, sous les seules réserves de rendre déterminées 
les deux intégrales. Nous poserons donc simplement 


SE TT TER 
(10) ul FES) de: 
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9 
POLE À VV es 
et comme, d’ailleurs, la relation {= rP (aoû PAR 4 ) donnera 
(8 À de 
9 

do 1 dom et : 

T—P2y pi, il viendra, par la suppression d’un facteur com- 
dt 2 dr 

? 

mun P .) 


) 


2 


9 
Es de PAT Aya a \ 
(11) Fr PEL Ai L' — } xp? er 
dr F Von Von 


Mais le second membre de celle-ci n’a pas encore sa forme la plus 
simple. Appelons g le nombre, corrélatif à p, défini par la relation sy- 


métrique 
(12) EESTI Où pp Egg =pg; 


et appelons $ une nouvelle variable d'intégration, telle que l’on ait 
2P— 69, $ variant ainsi de zéro à l'infini ou de l'infini à zéro, pendant 
que « croît de zéro à l'infini, suivant que p, qg ont même signe ou 
signes contraires. Vu la deuxième (12) qui donne (p—1)q =p 
P 

ou P—i—E nous aurons a?! — ag — 8 et, en différentiant, 

ds 
P —1i 


= ee) Q 
q Le \' . estädire (+2) f f(Z 15 


0 


LP RUE -— + dB. Le second membre de (11) deviendra donc 


expression dans laquelle le signe supérieur + se rapporte au cas où 4, 
B varient dans le même sens, et le signe inférieur —, au cas où &, 8 va- 
rient en sens contraire. Ces cas respectifs se produisant suivant que 


le rapport À est ou n’est pas positif, Ée 1) devra, dans tous les cas, 


a? 
être pris positivement et pourra être remplacé par =. » Sous Ja con- 


dition d'y faire signifier toujours au radical une racine carrée arithmé- 
tique. En remplaçant d’ailleurs, désormais, $ par « sous le signe /, la 
formule (11) deviendra donc 


3 ps 
; 12 ad q°? MAP IETAES CA 
13 MT CAT 4 [ ( Wade 
( ) dr V2 D? s Vi o ad 1 3 


Ainsi, en dehors du cas particulier p — 2, l'intégrale », définie par 
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(10), ne conserve plus sa forme caractéristique dans la différentiation; 


2] 


: LA ne in 
car 1l faut, pour y retrouver cette forme, multiplier sa dérivée parr ? 


et aussi, d’après (13), par VE Et, encore, l’exposant p est-il rem- 
q° 


placé dans le résultat par un autre, g, associé à p en vertu de la rela- 
Uon symétrique (12), sans compter que les deux fonctions d'et f con- 
ünuent à échanger leurs variables. 

On généralisera évidemment, d’une manière analogue, la for- 
mule (5). 

Mais, pour obtenir une relation où entre la dérivée deuxième de 0, 
appliquons la même règle de différentiation à l'intégrale figurant dans 
le second membre de (13); ce qui, par suite de la permutation des 
rôles entre p et g, donnera 


4 RCE 

da ile [T2 7 \ D VAE PET 

; pl 1) V' de E f # = AE  ) da. 
AT Jo (2.07 \ 2 GE 2 \2aP, 


Si donc nous différentions en r les deux membres de (13), puis que 


4 


Lee , D. 
nous multipliions les résultats PARS r  9,1il viendra simplement, au se- 


OPA r? 
cond membre, [ . (=) “(2 ) dz, tandis que le premier, 
0 à 


2 4P 
à 2 2 A 5) 
Es 1-2? do 1.7 nee lo 2 10 
RS RE VU LS ne ou 7 Ar P—— + = rs PS, | 
dr dr dr? à P dr 
res d? FA M 7, 
se réduira, en vertu de (12), à 22 Æ mie Fe On aura ainsi, 
LRO T 


. 
(5 


comme généralisation de l’ équation 


d2v DENT de r2 
(14) 72 (: ÈS es r(E)v(  |.da: 
dr? P : D) Vi 


: 2 44 12 
En résumé, pour que l'intégrale ” — }L(— ) da conserve sa 
? (e) 24P 


‘) 4 
LE 0 Et 
forme avec substitution, aux deux fonctions f, Y, de leurs dérivées 
premières, il ne suffit plus, quand p diffère de 2, d’en prendre la 
dérivée seconde par rapport au paramètre r; mais il faut, à cette 
? » 


f ° Lé e D} » D L 4 Q LA 
dérivée seconde, ajouter (: — —) fois le quotient de la dérivée pre- 
P 


mière par le paramètre r. 
sé répétition de Îla même opération donnera, évidemment, 


” r°2 : . , 
Ja rie (Æ)v x (5) dx et reproduira, en valeur absolue, l’inté- 
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orale ©, si l'on a pris pour f et Ÿ, comme on l’a fait précédemment 
dans le cas p — 2 (p. 182°), des exponentielles à exposant négatif, des 


cosinus, ou des sinus. On voit même que, déjà, le second membre 
de (14) sera identique à e, si f et Ÿ sont deux exponentielles. 

La formule (3), traitée comme l’a été ci-dessus (2) pour donner (11), 
conduit à un résultat digne de remarque par sa simplicité, sans qu'il 
y ait lieu de changer la variable £, c’est-à-dire de substituer r? à 6P. 

Mais peut-être est-il maintenant préférable de déduire ce résultat 
de (14), en se souvenant que le premier membre de celle-ci s’est pré- 


5 Le , . 1—- d Et AP 
senté comme développement de l'expression r 9 PSN > Qui, 
l = d 
c i-= à : 
vu la formule symbolique -- = L£yr PT, revient identiquement à 
* di 2 dr 
Rrl 2 
4 = e(-=-) do" MN Et) AS do 
G 3) — » c'est-à-dire à — 7° C je RUE Je - Multiplhions 
pP? dt? p? At ADP? de 
Fe 


donc l'équation (14) par 7 {P—?, et, observant que © désigne toute in- 


ap 
tégrale de la forme [°° Ê } (2 ) du, nous aurons la formule 
2 4P 


cherchée 


2 RE NO RES) ap tP 
(19) —— NU = | AL MR TE }v (> ) da. 
| dej J ( ") (za) PC F (5) 24, 


L'intégrale du second membre sera identique à celle du premier si 


l’on prend pour f et Ÿ deux exponentielles à exposant négatif. Il vien- 
dra donc alors l’équation différentielle remarquable, que nous consi- 
dérerons plus loin, 


: 1 
Re: do 2 , æ —: (or 
(15 bis) —- Re a LP SI (D, [ e 2? ) da. 
[4 24 


349*. — Emploi de ce type pour former des fonctions de point dont le 
paramètre différentiel A, soit d’un calcul facile. 


Supposons que la quantité ©, définie par (10), désigne, dans un es- 
pace à m dimensions (m ayant les valeurs 1, 2 ou 3), une fonction 
dont la valeur, au moment où on la considère, soit la même en tous 
les points situés à une égale distance quelconque r d’une origine don- 
née. Son paramètre différentiel du second ordre 4,9 aura (t. I, p. 95") 


2 


do m—1 do 
l'expression TA EVE * Or celle-ci sera identique au premier 
2 ANS 
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membre de (14), si le choix de l’exposant p, dans (10), s’est fait d’après 
la condition 


2 sa 2 ) 2 
(16) 1———m—1; d’où FREE —— rh LT 
P >2— M p— 31 m 


Alors les formules (13) et (14) deviendront 


de A Are À 1e L ap \ 
INA > 312 Per CHR AD — PE TRE | 
7 dr /: p?. AL 9 a D de ) da, 22 ; Fa ( : ) ( 


0 


et 1l est clair, par suite de l’analogie des expressions de 4,0 et de », 


que les quantités 7-1 w, ri LM com 


dA29 dA3 A0 
—— » A,AÀ; 

dr dr 
porteront des formules analogues où, seulement, les lettres ÿ, Ÿ seront 
affectées d'autant d’accents de plus que LE signe A, se trouvera plus de 
fois répété. 

Dans le cas d’un espace à une seule dimension où mn — 1 et où, par 
suite, p, g ont la valeur commune 2, toutes ces formules sont identi- 
ques à celles que l’on avait déjà obtenues (pp.179*, 180*) quand le pa- 
ramètre s'appelait £ et non r. 

Dans le cas d’un espace à trois dimensions, où mn — 3, les équations 


(16) donnent p=—— 2, q — 5 et l’application des formules (17) 

présente pas de difficultés. Il peut être bon d'observer alors que l’ex- 
pression (10) de », multipliée par 7, donne f(x a) (==) r da; 
de sorte qu’en y adoptant r'« pour variable d'intégration, ou rempla- 


çant7 a par a et 7 da — d(ra) par du, elle devient | (2) (y (=) da, 


9 
es 24 


intégrale de la forme (r) et dont la dérivée seconde en 7'est, parsuite, 


: a Gr | | 
f Je (Z)v À) da. La substitution de r « à «, dans cette expression 


de 


dre pe 72? x? : 
di *, la change enr | f') y (° à }das x valeur de rA,v d’a- 


a 24? 


près la seconde (17). Ainsi l’on a 


(18) (pOurEm 0) 


Et, en effet, quelle que soit une fonction © de r, son produit par 7, 

ÿ 7e : AL EDT d2 2 dy ; 

différentié deux fois, puis divisé par 7, donne _— +773 ce qui 
3 Ne 


est bien, quand 7 — 3, l'expression de A,e. 
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Reste le cas m — 2. Alors, d’après les équations (16), g vaut l'unité, 
mais p est infini, et l'intégrale ©, définie par (10), reçoit une expres- 
sion asymptotique qu'il importe de dégager. À cet effet, supposant, 
par exemple, » de la forme 2 — 22, ou p infini positif, observons que 4” 
devient soit infiniment petit, soit infiniment grand, dès quez diffère sen- 
siblement de l'unité; en sorte que toutes les valeurs finies de la puis- 
sance 2°, par le seul intermédiaire de laquelle la fonction sous le 
signe f dépend de 4, se produisent quand 4 diffère infiniment peu de 
l'unité. Si donc, 8 étant une PART variable d'intégration, on pose 


É 
P 


ÉLIDARSHITE UT er - dB, la puissance +? recevra toutes ses 
P 


valeurs utiles à considérer alors que B, négatif ou positif, sera in- 


8 


. ne. \ « P 
comparablement plus faible que p, de manière à rendre (: + 1 ) 


c’est-à-dire 4, identique finalement à ef, d’après la définition même 
de la fonction exponentielle (t. I, p.42). D'ailleurs, lorsque p devient 
infini, $ peut recevoir des valeurs quelconques sans que &? cesse 
d’égaler ef, et, 4? variant de o à w entre les limites de l'intégration, 
; y croîtra sk — æ à co. L'expression (10) de & deviendra donc 


ue Ce) : a (= e— 3 ) dB. Multiplions-la, ainsi que les formules 


as par p, et appelons le produit pe. Nous aurons, grâce à une 
transformation de l'expression de A, analogue à celle de l'expression 


même de o : 
eB 1? 
D — = L { — e-B | 48. 
LENS 


4 / MAP L 12 .  \ 
(ro) VANNES EX AD r le vs 


2 


De la première de ces formules, qui définit l'intégrale +, il est aisé 
‘de déduire directement la seconde et la troisième. En effet, la pre- 
mière, différentiée par rapport à r, donne, en multipliant le résultat 


2 / e8 r? C Q 
! LS 39 {0 J) 
(5 )+ (Te D (r?e B) dB, 


par 7 


ou bien 


LAS 


SE TRANSMET A LEURS PARAMÈTRES DIFFÉRENTIELS DU SECOND ORDRE A. . 


1 189 
c'est-à-dire précisément le second membre de la deuxième relation 
> ; r? en à : 

(19), si l’on pose r?e-8— a (ou ep — =): Différentions maintenant 
en 7 la deuxième (19) et divisons ensuite par 7'; nous aurons, vu que 
A Lie I 


Ina d\ COTE la \ da 
CENTS 
Dear. dr à Wr VOUS 

et, en remplaçant de nouveau « par r?e-8 (d'où da =— r?e-Bd8), le 


second membre deviendra bien celui de la troisième (19), tandis que 
: Au: d?p 1 dp 
le premier membre, effectué, n’est autre que pre D be TT ou A, ®P. 
HT 
Par conséquent, les équations (19), tout comme les précédentes 


OR) AMEL) dont cell expriment. un! cas limite, ou 


asymptotique, seront applicables pourvu que les intégrales qui y pa- 
raissent aient leurs valeurs finies et déterminées. 

Nous verrons plus loin, dans la XLVII° Lecon, comment les unes 
et les autres conduisent à la solution de problèmes intéressants de 
la Physique mathématique. On obtient ces solutions, comme dans 
le cas où l'expression de,e à employer était l'intégrale plus simple 

2 


rs men l À LE 
| : , : 
je f(=) (? (2) de [p.181], en choisissant pour f ou à, L pa 


exemple, une fonction (qui est encore ordinairement une exponen- 


tielle à exposant négatif, un cosinus ou un sinus) propre à faire véri- 
fier identiquement par + l'équation générale du problème, après in- 
troduction du temps £ dans l’autre fonction f, d’une certaine manière 
corrélative à celle dont y entre 14?, et en achevant finalement de dé- 
terminer cette seconde fonction arbitraire, f, d’après des conditions 
accessoires, relatives surtout à la valeur 7 — o pour laquelle les ex- 


dA.: Q ! 
—21,..., deviennent 


: do 
x S +n—1 In —1 
pressions de v, de 7 res de A,v, der : 
presque aussi simples que le faisaient, à l'instant £ — 0, et ses dé- 


rivées successives en £ dans le cas de la valeur (1) de ©. 


TRENTE-QUATRIÈME LECON. 


SUITE DE L'EMPLOI DES INTÉGRALES DÉFINIES, POUR EXPRIMER 
CERTAINES FONCTIONS : THÉORIE GÉNÉRALE DES POTENTIELS: 
POTENTIELS SPHÉRIQUES. 


350*. — Second type : des potentiels; leur définition générale. 


Le deuxième type, qu'il nous reste à étudier, concerne des inté- 
grales dont les paramètres ne sont autre chose que les coordonnées 
æ, y, : d'un point mobile, et dont les divers éléments se rattachent à 
tout autant d'éléments désignés, dm, d’une masse réelle ou fictive m, 
censée répartie d’une manière donnée quelconque dans l’espace. Nous 
affecterons à ces intégrales le nom générique de potentiels, employé 
par les géomèêtres pour désigner quelques-unes d’entre elles, mais 
surtout la plus anciennement connue, découverte par Laplace, et qui 
exprime en effet, proportionnellement, le pouvoir moteur de la pe- 
santeur (newtonienne) due à la masse fixe m, sur un corps de masse 1 
venu de l'infini jusqu'à la position (x, y, <), savoir, le travail total 
produit par cette pesanteur dans tout le mouvement antérieur du 
corps. Ces intégrales se formeront comme il suit. 

Et, d’abord, si €, n, € sont les coordonnées (rectangulaires) de l’en- 
droit occupé par l'élément quelconque dm de la masse considérée ou 
masse potentiante m, r sa droite de jonction au point mobile ou 
point potentié (x, y, z), droite dont £ — x, n — y, & —  exprimeront 
les trois projections sur les axes, enfin L(£— x, n — y, (— z) une 
certaine. fonction de ces trois projections, on aura comme élément du 
potentiel le produit L(Ë — x, n — y, 6 — z)dm. Quant aux limites de 
l’intégration, on les obtiendra en décrivant autour du point potentié 
(x,y,z) deux certaines surfaces fermées, l’une, que nous appelle- 
rons 6,, extérieure, l’autre, que nous appellerons 5, intérieure, c’est- 
à-dire entourée par la première, et, toutes les deux, non seulement 
invariables pour la forme, la grandeur et l'orientation, mais, de plus, 
liées au point (+,7,z), qui les entraînera avec lui dans l’espace : 
cela posé, la somme fY(E — x, n — y, C— z)dm devra, à un instant 
quelconque, se prendre pour tous les éléments dm de masse occupant 


E 


"* 
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le volume, que j'appellerai w, intercepté entre les deux surfaces 5, 5.. 

Le champ de l'intégrale pourra donc être regardé comme se com- 
posant de tous les éléments dw en lesquels le volume constant © sera 
divisé par une triple famille de surfaces liées à ses limites 0, 5,, élé- 
ments qui auront ainsi les projections, £ — æ,n — y, 6— z, de leur 
distance r à (æ, y,z) indépendantes de la situation (x, y, 3) du 
point mobile. En conséquence, si le potentiel varie lorsque +, y, z 
changeront, ce sera uniquement parce que chaque élément de volume 
dw, ayant des coordonnées Ë, n, € variables comme x, y, z, viendra 
se faire occuper par des éléments sans cesse nouveaux dm de la masse 
potentiante. 

La fonction Ÿ et les deux surfaces 5, 5, dépendront de l’espèce de 
potentiel qu’il sera question d'étudier. 

Par exemple, quand il s’agit du potentiel de pesanteur, c’est-à-dire 
de celui qui a donné son nom à toute la classe considérée de fonctions, 
on à 


ll I 


dd — — — = ; = , 
n VE—z)}+(n—yP+(G—3) 


et 5,, s sont deux sphères, décrites, autour de (x, y,z) comme centre, 
l’une, 5,, avec un rayon infini, l’autre, o, avec un rayon imperceptible. 
Ce dernier, assimilable à zéro eu égard aux dimensions ordinaires 


des corps,et dont l'annulation, au point de vue analytique, ne modi- 


es ‘ 1 dm 
fiera pas d’une manière sensible, comme on verra, le potentiel Î 


: 
(évalué dans l’hypothèse de la continuité de la matière), devra ce- 
pendant, au point de vue physique, rester très grand par rapport à la 
distance de deux molécules contiguës, de manière à faire exclure de 


dm ; ; à 3 ; ; 
la somme f —— le travail des actions dites moléculaires, actions dont 
Ta 


la loi est autre que celle de la pesanteur et dont l'influence, presque 
toujours considérable, doit être évaluée à part. 

Avant de voir quelles sont, de même, les fonctions Ÿ et les surfaces 
, % caractérisant les principales espèces de potentiels utilisées jus- 
qu'ici, achevons de former l’expression analytique générale de ces in- 
tégrales, et cherchons comment s’obtiendront leurs dérivées par rap- 
port aux coordonnées æ, y, 3 du point mobile. 

Désignons par p ou, plus explicitement, par p(Ë, n, €), fonction ar- 
bitraire des coordonnées €, n, €, la densité de la masse m au point 
quelconque (6, n, €), et nous aurons évidemment dm—pd5; d’où 
résultera pour le potentiel considéré fY(E— x, n — y, 6 — :) dm, 


6} 
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que j'appellerai w, l'expression 
(1) re frE-2, n—ÿ, C—2)p(E6, n, Ja. 
TI 


Cette intégrale est généralement triple, à cause des trois dimen- 
sions du volume w, dont on peut prendre l'élément d5 rectangulaire 
et égal à dé dn di; mais elle devient double ou simple dans les cas sin- 
ouliers où la masse f dm à laquelle on étend l'intégration se réduit à 
une mince couche, étalée sur une surface, ou même à une érainée 
dessinant une simple ligne. Il paraît bien d’ailleurs sous le signe f, 
comme il avait été annoncé à la fin du n° 345 (p. 178*), deux fonc- 
ions arbitraires d et p, multipliées l’une par l’autre. Pour simplifier, 
je les supposerai toutes les deux partout finies et continues, dans Île 
champ de lintégrale, ainsi que ieurs dérivées partielles, jusqu'aux 
plus élevées dont j'aurai à m'occuper. On passera de ce cas d’une con- 
tinuité parfaite à celui où, par exemple, la densité p aurait deux va- 
leurs sensiblement différentes de part et d'autre d’une surface donnée, 
en faisant varier cette fonction p(é, n, ©) de plus en plus vite à la tra- 
versée de la surface, et en cherchant ce que tendront alors à devenir 
les formules obtenues. 


351*. — Calcul de leurs dérivées par rapport aux coordonnées 
du point potentie. 


Arrivons maintenant au calcul des dérivées de + en x, y, 3, et sup- 
posons, à cet effet, que le point (x, y, z) se soit déplacé parallèlement 
à l'axe des æ, de la quantité dx, dont s'accroîtra par suite l’ab- 
scisse £ de chaque élément de volume, d5, entrainé dans son mouve- 
ment. Dès lors, la masse dm qui occupe l'élément dx ne sera plus 
p(é,n,C)dæ, mais p(£+ dx,n,C)dæ, et elle aura grandi de 


do Ro 1 
Ce dm )dæ. La dérivée en x de chaque élément de o sera donc 
(es 


do Me 
ŸT ds; et l’on aura, pour la dérivée totale de », 
(e » 
do dotË,n.€) 
Lee I UNE M EN R REle 0 Us 
2 — U TL," pa dT 
(2) CS te on 


Ainsi, les dérivées d’un potentiel par rapport aux coordonnées x, 
y, : du point mobile sont des potentiels pareils au proposé, dans 
lesquels la densité : de la matière se trouve remplacée par ses déri- 
vées analogues relatives aux coordonnées &, n, € dont elle dépend. 
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Le même raisonnement s'appliquera, de proche en proche, aux déri- 
vées d'ordre supérieur, et donnera, par exemple, 


do(Ë,n, 
arr [Ga nr, ts) D 4 dy 


Mais ces expressions, si simples, des dérivées d’un potentiel où p 
est généralement une fonction arbitraire donnée, ont l'inconvénient 
de contenir d’autres fonctions arbitraires que celle-là; ce qui rend 
leurs relations mutuelles plus difficiles à saisir. IL y a donc lieu de les 


transformer, de manière à y conserver, sous le signe f ta fonc- 


uon p(£,n, €). 
Or on y parvient en appliquant le procédé de l'intégration par 


parties ou, chose équivalente, en ajoutant sous le signe f, pour les 
TD 


retrancher ensuite, des termes affectés des dérivées de plus en plus 
élevées de mais des dérivées de moins en moins élevées de p, et 
propres à rendre la fonction sous le signe f (sauf un dernier terme 
où p ne soit pas différentié) dérivée exacte en €, n ou €; ce qui per- 
met de transformer, d'après les formules (22) du n° 313* (p. 93*), 
l'intégrale correspondante prise dans tout le champ w en une autre se 
rapportant uniquement aux limites 5, s, de 5. 


: d 
A cet effet, observons que, sous les signes f de (2) et (3), Ÿ TE 


? 


l? : : x N 
et d reviennent identiquement à 
[#4 24 


d.1 l ARRET d dd d d RAS ne dv 


Œ  di\ 
Par conséquent, les seconds membres s et(3)se dédoubleront, cha- 
; ; d d\ 
cun, en deux intégrales, dont l’une, Ed et f & dE (2 eo ve) ds 
respectivement, se réduira, par so de la première des formules 
citées (22) [p. 93 |, à 
J tecos(n E)ds + f Vocos(n,Ë)do: 
(oz 6, 


et à 


l 
[US 2 )cos(n, Bas f (4 Le 2 D )cos(n, E) ds: 
a 
(o} 


si l'on y sépare, comme on voit, ce qui se rapporte aux deux parties 0, 


9 


B. — II. Partie complémentaire. 13 
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5, de la surface limite (appelée tout entière os au n° 313°), et si l’on 
désigne par ds, ds, un élément quelconque de chacune, enfin, par 
cos(n,Ë), cos(n,n), cos(n, €) les trois cosinus directeurs d’une nor- 
male infiniment petite dn menée à cet élément en allant vers le de- 
hors du volume 5, ou mieux, ex arrivant à l’élément à partir d’un 


point intérieur voisin. Remplaçons 


dy 


do 
dE AE Pa 


P 


Ÿ 


2 ($) 


d’ailleurs, observons que, dans l’autre intégrale, restée triple, de 


dy 24 


chaque résultat, 
a 


L Le / 
formes, 6 — x, n — y, 6 — 


peuvent s'écrire aussi — 


dy 


MR à 
dx dx? 


2( 
e T, vu les 


3, des variables dont dépend Ÿ. Il viendra, 
pour les dérivées première et seconde de © en æ, les expressions cher- 


chées, contenant sous le signe f la densité p non différentiée, et 
TD 


où, pour plus de précision, toutes les quantités relatives à la limite 5, 
sont affectées de l'indice 1 : 


0 do -+ 


e 


| 


" 


dx? 


dé / 1 


Î tecos(n,E)ds + fl aicos(m,t)ds, 
G O1 


cos (7, €) ds1. 


On aura évidemment, pour les dérivées premières et secondes de ® 
en y et en z, des expressions analogues, où les dérivées de Ÿ en y et 
en 3 remplaceront ses dérivées en +, et où n, € remplaceront &. Enfin, 
les dérivées troisièmes, quatrièmes, etc., de © se transformeront de 


même, 


Formons, d’après cela, le paramètre différentiel du second ordre, 
A,%, du potentiel. L’addition des trois dérivées secondes directes de ® 


en æ, y et s donnera de suite, en observant que, sous les signes “L 


et fo les trinômes 
0 
di d ' Fi d£ 
= [a 1 i 1 Y 
de COS(A, €) + Fe Cos(n,n)+ gra cos(:n, €), on 
P 


représenteront la dérivée de la fonetion de point 


L 


dn ou dn, à l'élément ds ou ds, (sans que æ, y, 


1 


(o} 


COs(n1,Ë) +... 


suivant la normale 


Pr 
EL 2 


changent), et en 
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affectant 5, Ÿ de l’indice 1 quand ces fonctions seront différentiées le 
long de dn, : 


- D Ÿ 
(2) A3 = (A20)o ds + 2 —— ds UE Pr doi. 
Fe dn HE Met CETTE 
1 


(o] 


On voit que, si l’on’ a soin de choisir pour Y(£—x, n—7y, (—3) 
une fonction dont le paramètre différentiel A,Ÿ soit identiquement 
nul, le paramètre analogue 4,0 du potentiel se réduira aux deux der- 
niers termes de (5) et dépendra des valeurs de la fonction arbitraire p 
infiniment près des limites 5, 5, du champ w de l'intégrale, mais non 
de ses valeurs dans l’intérieur du même champ. C’est donc, d’après 
la fin du n° 202* (t. 1, p. 284*), ce qui aura lieu, lorsqu'on prendra 
pour Ÿ, comme il arrive dans le cas du potentiel de pesanteur, l’in- 
verse de la distance r des deux points (x, y, 3) et (£,n, €), à la con- 
dition, toutefois, de tracer la limite intérieure 5 autour du point 
(x, y, 3), de manière à exclure celui-ci (où la fonction Ÿ deviendrait 
infinie) du champ de l'intégrale. Un calcul direct donne bien alors 
A4 — 0, et la formule (5) se réduit à 

d.ro ds d.rip1 doi 


I 
(à OUNV— IE A2 D — ce Eur NÉSRR NS RAR 
É9? (o "a ) di: dn r? di Nr: 


6} 5, 


352*. — Du potentiel sphérique ou potentiel à quatre variables. 


ù site . J 5 . 
Choisissons, non seulement, pour Ÿ, la fonction -; comme il vient 
ee 


d'être indiqué, mais aussi, pour limites 5, 5, du champ w, deux 
sphères concentriques, décrites, du point (x, y, :) comme centre, 
avec deux rayons 7, = 7 +e infiniment peu différents; et, rappor- 
tant l'intégrale correspondante + à l'unité de l'épaisseur e de la couche 
sphérique infiniment mince à laquelle elle s'étend, divisons-la par e, 


ee o , 
ou considérons le rapport +; que nous appellerons, pour abréger, æ. 
à [ 


Nous pourrons évidemment prendre les éléments de volume d5 en 
forme de tronçons sensiblement prismatiques ayant leurs bases res- 
pectives sur les deux sphères 5, 5,; d’où résultera pour leur hauteur 
la distance : de ces deux Surfaces. On aura donc dù — e ds, et, si p 
désigne la densité de la matière potentiante en un point de l'élément 
quelconque ds de la sphère intérieure {rx7?, la partie correspondante 


: Doue / 2 STE De 
du potentiel sera & : —+ Par suite, le potentiel + ou be considéré éga- 
pds RAD ; 
lera € —— ; et, en supprimant € de part et d'autre, puis observant 
Fr , 


DAC 
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que rest constant sur toute la sphère 6, d’étendue 477r?, il viendra 
do do 
(7) = fan fe 
s G 
G 


Nous appellerons potentiel sphérique cette fonction ®, qui est un 
potentiel rapporté à l’unité d'épaisseur de la couche sphérique mince 
pour laquelle on le prend. Il égale, comme on voit, le produit de 4rr 


ds : ; Le 
par la moyenne, | p—; des valeurs que recoit la densité o de la ma- 
[o] 


tière potentiante sur toute la surface s située à la distance constante r 
du point potentié (x, y,z). Donnant une infinité de potentiels & dif- 
férents quand, sans rien changer à l’épaisseur € de la couche, on fait 
varier son rayon 7, il constituera une fonction des quatre variables 
indépendantes +, y, z, r, dont les trois premières détermineront ses 
changements liés aux déplacements du centre (+, y, z), ou étudiés 
implicitement ci-dessus, et, la quatrième, ses changements produits 
malgré l’immobilité de ce centre, mais par le simple fait de la varia- 
tion du rayon 7. Ainsi, le potentiel sphérique est un potentiel à quatre 
variables. 

Sa propriété la plus importante résulte de l'équation (6), où il faudra 
remplacer ® par eb—(r,—7r)®, avec r,— r constant, et observer 
que les normales dn, dn, se trouveront menées vers le centre (x, y, 3), 
ou à l'opposé, suivant qu’il s'agira des éléments ds de la sphère inté- 
rieure 4rr?, ou des éléments do, de la sphère extérieure 47r?. Donc 


4 D ma : à 
lexpression sera la dérivée de r'p prise en allant d’un point de la 
(471 


sphère de rayon 7, au point le plus proche de la sphère concentrique 


dr p 
dr 


d.ri Pa Le 


dni: 


de rayon 7 — dr, et pourra s’écrire — - Àu contraire, = 


d.r1p1 
dri 

éléments do, sur toutes ces sphères décrites autour du centre (x, 320 

au moyen de surfaces coniques infiniment aiguës ayant ce centre pour 


crira . Et comme, d’ailleurs, rien n'empêche de délimiter les 


s ds do: : 
sommet, de manière que les rapports 53° 3 Soient constants dans 
1 
le passage d’une sphère à l’autre suivant un rayon quelconque, c’est- 
à-dire dans ce que nous appelons une différentiation par rapport à r 
: : d.rp dos d.rip1 do; 
ou à r1, les deux expressions — —— 


Fees 
RETP e LOFT 


d do d ds; " . 
— —(rp— }1 = (71p1 — }* Par suite, leurs sommes ou ) 
dr MAN e ri eà c 
1 


relatives à toutes les orientations du rayon 7 ou 7, autour du centre 


reviendront à 
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(Z,Y, 2), seront la dérivée en 7 ou en r,, changée ou non de signe, 


tj: ds ds; 
de la somme correspondante des éléments 7p z? l1P1 5 Somme 
3 r2 


ri 


: : CA pa doi UE 
identique à | =—— ou à » et qui n’est autre chose que la va- 
aus! Ci 
leur, ® ou æ,, du potentiel sphérique, relative à la sphère o ou à la 


sphère 01. 


db va d, t Ate 
pr dr; > Lanqdis 


que le premier est (7,— r)A,æ. Divisons par la différence infiniment 


Donc le second membre de (6) se réduit à — 


pétite 7, — r et, en nous rappelant que le rapport d’un accroissement 


es FORD 
élémentaire de la fonction —- à l’accroissementsimultané r, — r de sa 


dr 
; CT : Me d2 
variable r est la dérivée en r de cette fonction, il viendra A, — Pa 
= 


c'est-à-dire 
7 de CR I ti np 
ru or r CPBTEN NAT 


Ainsi, quelle que soit la fonction continue b(£,n, €) exprimant 
le mode de répartition, dans l’espace, de la masse potentiante, le 
potentiel sphérique a sa dérivée seconde, par rapport au rayon r, 
égale à la somme de ses trois dérivées secondes directes par rap- 
port aux coordonnées rectangulaires du point potentié. 

Observons encore que le potentiel sphérique et ses deux premières 
dérivées en r prennent des valeurs simples quand cette variable r 
s’annule. Pour le reconnaître, supposons très petite la sphère 5, et 
menons-y en tous sens des diamètres 27. La densité p, fonction de 
point graduelle par hypothèse, variera, d’une extrémité de l’un quel- 
conque de ces diamètres au centre (%,7y,z3), autant que du centre 
à l’autre extrémité, sauf erreur de l’ordre de 7?. Par conséquent, la 
valeur de p au centre, c’est-à-dire p(x,7, 3), égalera, avec une erreur 
de cet ordre seulement, la moyenne arithmétique des deux valeurs de 
e en deux points opposés quelconques de la sphère et aussi, par suite, 
la valeur moyenne générale de o sur toute la sphère 5. Le potentiel 
sphérique, produit de cette dernière moyenne par 4rr, sera donc 
krrp(x,7y,2), abstraction faite d’une partie comparable à 7° ou qui, 
pour 7 — 0, a en quelque sorte un contact du second ordre avec zéro. 
Ainsi, la valeur et les deux premières dérivées en 7 de cette partie 
ne pouvant différer de zéro quand 7 s'annule, le terme principal 
hrrp(x,y,s) donne 

da ap 


OP pour 7 —0) P"— 0, À = RTO (Tr TE DATE 0. 
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Les valeurs de æ et de ses dérivées en 7 sont encore plus simples 
pour les valeurs de 7 supérieures à certaines limites, du moins quand 
la matière potentiante est bornée dans tous les sens. Alors, en effet, 
l'on pourra, où que soit le centre (+, y, 3), prendre r assez grand pour 
que la sphère 5 la contienne toute à son intérieur, et l’on aura, dans 
(7), p —.0, D — 0. Le potentiel  s’annulera donc, avec toutes ses dé- 
rivées en 7°, Si 7 est assez grand. 

Enfin, l'équation (8), se trouvant vérifiée identiquement par la 
fonction +, peut être différentiée à volonté en +, y, z, r. Or différen- 
tions-la, par exemple, en 7; et elle donnera une équation de même 


forme que (8), sauf la substitution, à la fonction æ, de la fonction 
d 


TA Celle-ci, d’après (9), reçoit, pour r — 0, la valeur 4rp(x, y, 3), 
mais a sa dérivée en 7° alors nulle, tandis que la fonction ® à, au con- 
traire, pour 7 —0, sa valeur nulle, mais sa dérivée en r égale à 
4rp(x,y,s). Donc le potentiel sphérique d’une masse distribuée 
arbitrairement dans l’espace fournit pour l'équation (8) deux 
sortes de solutions, permettant de se donner à volonté, quandr = 0, 
dans l’une, les valeurs de la fonction et, dans l’autre, celles de sa 
dérivée première par rapport à r, en tous les points (x,7,z) de 
l’espace. On verra dans ia XLVI° Lecon l'importance de cette re- 
marque, pour l'intégration d’une équation aux dérivées partielles 
appelée équation du son. 


339". — Autre potentiel, analogue au potentiel sphérique, mais appli- 


cable dans des espaces ayant, à volonté, une, deux ou trois dimen- 
sions. 


Comme le potentiel sphérique ® est simplement proportionnel au 
produit de la variable 7 par la valeur moyenne de la densité o en tous 
les endroits situés à une même distance r du point potentié, il serait 
facile d'introduire au lieu de +, dans l'équation (8), cette valeur 
moyenne de p, que nous appellerons simplement s’, et qui se trouve 
ainsi jouir de propriétés simples, méritant d'être connues. Seule- 


‘4 > > , , \ I . 
ment, les déductions précédentes, basées sur l'hypothèse Ld— - qui 
; à ; 


ne donne A,Ÿ—o que dans un espace à trois dimensions, ne con- 
duiraient pas, du moins directement, aux propriétés dont il s’agit, 
pour le cas tout aussi important d’un espace plan ou à deux coor- 
données x, y, sur lequel serait disséminée une matière ayant par 
unité de superficie une masse donnée p(Ë, n). Or il est facile d’em- 
brasser à la fois les trois cas de » dimensions, me étant 1, 2 ou 3. 
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Nous remonterons, pour cela, aux formules (1) à (5), évidem- 
ment applicables sur un espace plan en y supprimant les variables 3 ou 
{, et en.y regardant d’ailleurs & non comme un volume, mais comme 
une partie du plan des +y,ou, par suite, 5, 5, non comme des sur- 
faces, mais comme les limites respectivement intérieure et extérieure 
de ce champ superficiel d'intégration 5. Devant comprendre encore, 


dans la sommation JL tous les endroits d5 dont les distances au 
T * 


point potentié (æ+,y) tombent entre r et 7, ou r +e, nous aurons 


alors pour s et 5, des circonférences 277, 277, au lieu des sphères 
4nr?, 4nr?. Même le cas, où 7 se réduit à (x —£}?, d’un simple 
axe des æ, ou mieux d’un filet matériel prismatique infiniment mince 
étendu suivant cet axe et d’une certaine masse p(£) par unité de 
longueur, se trouve représenté par les formules en question (1) à (5), 
si l’on y regarde alors les surfaces 5, 5,, lieux des points situés aux 
distances r et r, du point potentié d’abscisse æ, comme composées, 
chacune, de deux éléments ds ou do,, égaux à la section constante du 
filet, et définies en situation par les abscisses æ + r ou x ri. 

Il suffit, dans tous ces cas, y compris celui où m — 3, de prendre 
simplement L(Ë — x,...)—1;ce qui donne A, Ÿ — o, quel que soit le 


nombre des dimensions. Alors l'intégrale © se réduit à ed, ou à 
TD 
L] 


fe ds, vu la division possible de l’espace w, quel que soit 7n, en 
(ox 


éléments exprimés par eds; et, rapportée à l’unité d'épaisseur € du 
ds ù 


champ d'intégration choisi, elle devient eds ou s fe no 
(0 
A) (C} 


c’est-à-dire le produit de la figure 5, partout équidistante du point po- 


tentié, par la valeur moyenne p’ de la densité sur toute son étendue. 


Fe ’ È AU CR do | doi 
Or le second membre de (5) [p.195*], réduit à ÎE do - née do, 


(ox 


devient, en raisonnant comme ci-dessus (p. 196*), 


Are Abe 
1 do T , dr ds), 


ou 


ou enfin 
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3 LT RER T ds do PER nn 
à cause de linvariabilité des rapports =, — dans une différentiation 
1 


en r ou 7, c’est-à-dire faite le long de rayons issus du centre poten- 
tié. En définitive, le premier membre de (5) sera (r;—r)A,(5p"), 


do' do’ 
ou (r,—7r)oA,o', et, le second membre, — 5 dd de 5, AVC ESUE 
1 CA ) ? J° dr 


Que ARTS de $ : À À 
à-dire (7; —r) (Ts } à raison de la valeur infiniment petite qu'a, 


par hypothèse, l'accroissement r,— r du rayon. On aura donc, en di- 
visant par o(r,— 7), puis développant la dérivée d’un produit, 


| ps) —— © 


. 
dr? dr Son 


À o' : _— 
(10) 20 ou 7e 


TON 6! TA do’ d'p, …dlors dp? 
uen Lex O0 = 
ax? dy? 6 dr 


Et comme, d’ailleurs, la figure os équidistante du point potentié 
(sphère, circonférence ou couple de sections droites) est, quant à 
l'étendue, variable avec r proportionnellement à 7-1, le logarithme 


de s a même dérivée en r que celui de r”*-!; de sorte qu’on peut, 
THÉ AE ( 


dans (10), remplacer dlogs par (m —1)dlogr — So dr. Il vient 
donc 
| dp" 1 ds do"  m—1 dp 
IT A>p’ ou + L+...= Fe 
2 1} da? dy? dr? r dr. 


: EE its : ds 
relation que vérifiera ainsi identiquement la fonction p', ou fe er 
des variables æ,y,...,r, quelle que soit la fonction arbitraire 
de point, p(Ë,n,...), servant à la former. 

On aurait pu prévoir cette relation dans le cas d’une répartition 
pareille de la masse potentiante tout autour du point potentié 
(x, 7,...). En effet, p' étant la moyenne des valeurs de p sur les di- 
vers éléments ds de la figure 6, et, de plus, ses dérivées d’un ordre 
quelconque en +, y,... s’obtenant au moyen de déplacements égaux 
imprimés à tous ces éléments ds suivant les mêmes directions mutuel- 
lement rectangulaires (ce qui revient à prendre les dérivées analogues 
de chaque valeur de bo), il est clair que le paramètre A, de la moyenne bp! 
est la moyenne, sur toute l'étendue 5, des paramètres A,p, qui consti- 
tuent, comme p, une fonction de point indépendante des axes choisis 


et ayant (t. I, p. 95*) la valeur ee L'AHEERES 
dr? r 
lement de la distance r. Or 2 est alors égal à p! pour le centre 
(x, y, 3) choisi, et cette valeur de la moyenne A,p' 
second membre de la formule (11). Mais celle-ci montre de plus que 


la même relation simple entre les moyennes 4,p/ et p' de 4,p et dep, 


“ quand p dépend seu- 


revient bien au 
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ou, du moins, entre 4,p' et les deux premières dérivées de p'en r, 
continue à subsister quelque irrégulière que devienne la distribution 
effective des valeurs de p dans l’espace. 

Il est d’ailleurs évident, par les raisons données avant les formules 
(9) [p.197 |, que, pour r très petit, la moyenne p’ se confond avec 
p(æ,y,3), à des quantités près du second ordre; ce qui donne 

do’ 


tr) ÉDOLE = 0) RO PS DE D à MO: 


; . ds ; *£ ; 
La fonction p’ ou | p — constitue donc, pour l'équation (11), une so- 
(e} 


lution ayant en tous les points (x, y,...) de l’espace, quand 7 s’an- 
nule, sa valeur égale à la fonction arbitraire b(x, y,...) et sa dérivée 


CU” , A r "4 ’ hd ’ do’ ’ 4 
première en 7 égale à zéro. Mais la dérivée Te n’est généralement 
: 


pas une autre solution de la même équation (11); et, cela, à cause du 


m—1 do à s 
+, qui, affecté (sauf dans le cas m—1) d’un 


dernier terme ) 
dr 


: mm! ; Lu RE 
coefficient —— variable, se dédouble par la différentiation en r, au 
- 


2 LA pa 
d p. à do 


dr? * dr 
On retrouve, au moyen de (11), l'équation (8) relative au cas mn — 3, 


m—1 
> 


en appelant æ le produit 7 ? 9" qui, pour m—3,se confond bien 


leu d’éprouver alors la simple substitution de 


(au facteur constant près 4r) avec le potentiel sphérique æ. Cela re- 


1—7n 


vient à poser, dans (11), p = 7 ? %; d’où il résulte, tous calculs faits, 

do’ 1 db DL 

— les Fr À Se —  —————— 

dr dr 2r 7. 

1— 5 
| dp' {db  m—1 db m—1im+t . 
ro dr? it 2 MO Ro Ne ar é 
1—1 

et aussi Ap/—7 ? A,®. L'équation (11), en y supprimant partout le 


1—77 


facteur r * et changeant les membres de place, devient alors 


(haie (me 1)G = m) 3 _ dd? 


T © L € 
dr? Ar? dx? dy? 


Elle se réduit donc à (8) quand m» — 3, hypothèse qui y annule le se- 
cond terme. 
Ce second terme est nul aussi pour m—1, cas où b— pet où 
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6 * . Fe ; ARR Pre j 
(ainsi qu'il vient d’être remarqué) la dérivée 7 Constitue, pour 
* ar 
l'équation (11) ou (13), comme quand » — 3, une deuxième solution, 
mais une solution ayant, d’après (12), sa valeur nulle à la limite r = 0. 


Et, en effet, p' n’est alors la moyenne que des deux valeurs p(æ +r), 
e(æ—r); ce qui donne 
(pour) 
o(tT+r)+o(r—7r) loi dB  p(r+r)—p(r—r) 
; d’où — = —— ir 
à dr 2 


Or on vérifie aisément que ces expressions de ® et de sa dérivée 
; : ee. ; RE One uv d2% 

en 7, mises à la place de æ dans l'équation (13) réduite à ===; 
dr? dx? 


y satisfont bien. 


304*. —- Paramètre différentiel, d'un ordre pair quelconque, d’une fonc- 
tion de point, et puissances paires quelconques de son paramètre dif- 
férentiel du premier ordre. 


; ds : ; ; 

Quand, dans l’expression fe — de la fonction b', on fait varier 7 

0] 
(o} 


en laissant æ, y,... constants, les valeurs de p dont p' exprime la 
moyenne sont prises le long de chemins rectilignes, 7, qui croissent à 
la fois des mêmes quantités dr sans qu'aucun change de direction; 
et une dérivée d'ordre quelconque de L/ en rest, par suite, la moyenne 
des dérivées de mème ordre de p le long de ces chemins, à une même 
distance 7 de leur point commun de départ (x, y,...). En d’autres 
termes, on a, quel que soit l'ordre p des dérivées considérées, 


dP o dPo ds à ; 4 
EME TERRE Or, la fonction p étant supposée graduellement va- 
dr? ë dre 5 1 
#] 


riable, ainsi que ses dérivées partielles, celles-ci, prises le long de 
droites d'orientation quelconque, ont, aux divers points d’une figure o, 
très sensiblement les mêmes valeurs qu’en son centre (æ,y;...), 
lorsque son rayon r devient extrêmement petit; et, prendre la moyenne: 
des dérivées d'ordre p de p suivant tous les rayons divergents r, sur 
une telle figure 5, c’est la même chose, à la limite, ou quand r s’an- 
nule, que de former la moyenne des valeurs reçues, au point (æ, y,...), 
dP p 
ds? 
ce point et distribuées indifféremment dans toutes Les directions. 


par la dérivée » le long de droites infiniment petites ds issues de 


Ainsi, l’on aura 


Mid 
_ drP 


de dP p s 
(15) Moy. de jp à point (Pass) 


(pour T = 0). 
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Les moyennes des dérivées d'ordre pair, ou pour lesquelles p ser: 
de la forme 2x, offriront seules de l'intérêt; car les autres, d'ordre 
impair, seront identiquement nulles. En effet, si l’on considère, à 
endroit (x,7,...), deux chemins infiniment petits de sens con- 
traires, ou mieux le même chemin parcouru successivement dans les 
deux sens opposés, les deux dérivées premières de 5 obtenues y seront 
évidemment, en chaque point, deux fonctions égales et contraires. 
Par suite, ces deux dérivées, si on les prenait avec signe pareil, don- 
neraient elles-mêmes, en les différentiant dans les deux sens, deux déri- 
vées de signes contraires. Donc, prises avec leurs signes effectifs qui 
sont contraires, elles auront leurs propres dérivées, ou dérivées se- 
condes de o, identiques. On voit, en continuant à raisonner de même. 
que les dérivées d'ordre impair, en (æ,y,...), suivant deux direc- 
tions opposées, se neutraliseront ou auront leur moyenne nulle. 
tandis que celles d'ordre pair y seront égales et donneront, en général, 
quand on les combinera avec celles d’autres directions, des moyennes 
d2n p' 
arr 


La considération de la fonction p' permet d’arriver à l'expression 


différentes de zéro. 


générale de ces moyennes par les dérivées anime de b en æ,7,..., 
beaucoup plus simplement que si l’on employait la méthode suivie 
vers le commencement du Cours (t. 1, p.70") dans le cas de la dérivée 


seconde. Il suffit, pour cela, de développer la fonction p' suivant les 


| 
puissances ascendantes de sa variable r supposée très petite, en utili- 
sant l'équation (11){p. 200*]. Un tel développement est légitime; car 
les dérivées successives de p suivant une direction quelconque, au 
point(æ, y,...),se trouvent, par hypothèse, finies, de sorte que leurs 
moyennes ne peuvent manquer de l'être, et la formule de Mac Laurin 
est applicable tant à o’ qu’à ses dérivées en r. Or cette formule, ap- 


do" 


pliquée à Feu en observant que l'annulation des dérivées impaires 
dr? 
de o' pour r —o y fait disparaître les termes correspondants, don- 


nera, si l’on désigne par AÀ,, À;, À:,... les dérivées inconnues se- 


conde, quatrième, sixième, ... de p’ en 7 quand r — 0, 


æ 0! 
(16) —— — À, + A, 
dr? I 


72 r* 
+ À ——— a Mate 
0) See 


Multiplions cette relation par dr et intégrons chaque terme à parur 
CLOS k Pn Ë k 
de 7 — 0, en nous souvenant que = s annule, à cette limite, d’après 
” 


la dernière (12); puis effectuons sur le résultat une intégration ana- 
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logue, sans oublier que p'= p pour 7 — 0, en vertu de la première (12). 
Il viendra 


do’ 7 r3 r5 
LE = Ao-+A, —— +A, — . 
| | dr a Ex VENTE < 
171108 
a , r? À rt r6 
Pr ere ir © + À + ,.... 
F , We ME RO °1.2.3.4.5.6 


Et, ‘d’ailleurs, æ, y,... n’entrant dans cette expression de p' que par 
les coefficients o, À,, A,, A5, ..., on aura aussi 


r? r+ : r°6 

(18) Asp — A>p +(A2A3) es + (A A:;) RERO + (AA) PRET + .. 
en effet, la graduelle variation supposée de p' implique, pour le très 
petit terme complémentaire (insensible quels que soient æ,7, ...) 
de l’expression de po” en série, la petitesse constante de ses dérivées 
en æ,y,... et, par suite, de son paramètre différentiel A,; ce qui 
permet de calculer 4,5! comme si cette expression de p' était un po- 
Iynôme. Or portons les valeurs (17), (16), (18), des deux premières 
dérivées de p' en r', et de A,p', dans l’équation (11), qui est vérifiée 
pour toutes les très petites valeurs de 7. Les deux membres, ordonnés 
suivant les puissances de r?, devront être identiques (t. I, p. 68); et, 
en y égalant successivement les coefficients totaux de 7°, de r?, de 
r*,..., nous trouverons 


nm 
(19) A2p = — A», MAS 
La première de ces relations donne donc la dérivée À,; puis la 


deuxième fait connaître la dérivée A,, la troisième A,, et ainsi de 
suite. Comme ces dérivées ne sont autres que les valeurs moyennes 


c do d'p 
cherchées de —+; —“,... en (x 0) OI AUTA 
ds? dst (EE ; 
f d?p I 
MONS ER ER. 
ÿ ds? m 20 
d' 1 3 
Moy. g — 2A2p, 
(20) QE ls m m+2 
UE RE ee te RME LE : 
d2n I 3 27 —1 
Moy. SPRL A (As ÿrp, 
\ *_ ds?n m Mm+2 Mm+2n—2 


(4) désignant, pour abréger, la répétition, À fois, de l'opération 


DES FONCTIONS DE POINT : LEUR EXPRESSION GÉNÉRALE. 205* 
qu'indique À,, ou qui consiste à prendre le paramètre différentiel 


d2 d2 : ET Re ù 
—— + —— +... de la fonction écrite à la suite. 
dx? dy? 


Quant au développement (17) de bp’, il devient 


À £ 2 A9 A e rt A5 A9 As 0 ré 
RE rte 


D — ; 
TTURRS m(m+2) 2.4 m(m<+2)(m +4) 2.4.6 


(21) p'—=0p-- + .. 


À i 


où l’on voit que les dénominateurs sont respectivement : 1.2, 1.2.3.4, 
D EC D RC NT T2 0127 .11:0°,,.. dans le 
CAT RO id D 0:07, dans le:cas nm — 3; 

La première formule (20) est bien celle qui nous a servi (t. f, 
p. 71*) à définir le paramètre différentiel du second ordre d’une fonc- 
tion de point. Or on peut, de même, appeler, en général, paramètre 
différentiel d’un ordre pair quelconque, pour une fonction de 
point, l'expression la plus simple représentant, à un facteur nu- 
mérique près, la moyenne des valeurs que prend en un point donné 
la dérivée de même ordre de la fonction suivant toutes les droites 
qui s'y croisent. Les paramètres différentiels du quatrième, du 
sixième, ..., du 2nième ordre, seront alors, d’après les formules (20), 
A,À,p, A, 45p,..., (A)®p: ts s’obtiendront tous par de simples ré- 
pétitions de l’opération consistant à prendre le paramètre difjé- 
rentiel du second ordre À;. 

On observera que la dernière formule (20) devient respectivement, 
dans les (TOIS Cas 701 7122 EL — 9 : 


d2rn p 
Do ds?2n né (A2)0, 
dns 135 NT 
GE / À EE ZE — 000 —————————— À: nm 
0e ne ds?2n 2 4 2n (ARR 
diro (A2)? p | 
Moy. ds ont 


dr9 
ds?" 
ralisation de la dérivée naturelle ou paramètrique 4,9. Or celui de la 


Le calcul de la valeur moyenne de conduit ainsi à une géné- 


dp\?r : : PURE 
valeur moyenne de (£ suggère, de même, une généralisation de 


cet autre paramètre différentiel, dit du premier ordre, dont le carré 
: Il . do 2 E où ,’ . ] Gt L # ï 
est proportionnel à moy. (=): En général, p étant un exposan 


entier et positif quelconque, l'expression de la valeur moyenne de 
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e P . . , de 4 
(%) se déduit aisément de celle qui représente la valeur moyenne 
(48) 


de = En effet, d’abord, si a, b,... désignent les cosinus direc- 
asP 
teurs de la petite droite ds suivant laquelle se font les différentiations, 
, L 1 Ti . OR do 
les calculs tant de la dérivée pièwe de o que de la puissance piè"e de nt 
s’opèrent (t. I, p. 70*) au moyen dela formule symbolique 
d\P d d P 
—)=(a-+b—+...);, 
(LS HER dy , 
dével le laquelle les expressions 2, —% lé 
dans le développement de laquelle les expressions ar dre dé- 
dP 


a : , mais dési- 
$ 


gnent des puissances ou des produits des dérivées premières de p, rela- 


signent des dérivées pièmes de p quandil s’agit d'évaluer 


ds 
Et lorsque, ensuite, faisant varier la direction de l'élément ds, on prend 


: e : ; Le ; dp\P 
tuives aux variables figuranten dénominateur, s’il est question de Cu . 


la valeur moyenne des coefficients a, paP-1h, ..., cette valeur est la 
même dans les deux cas; d’où il suit que les deux valeurs moyennes, 


de Re 
SOIL C SOIL de 
dsP ? dsP 


liques exactement pareils, et sont transformables l’une en l’autre par 


; ont encore leurs développements symbo- 


des substitutions de dérivées partielles d'ordre p à des puissances ou 
produits de dérivées premières relatives aux mêmes variables æ, y, …, 
ou vice versa. C'est dire que, si p est impair, l'expression de 


do \P ; dP p 2 
moy. (7) sera nulle, comme l’est celle de moy. sy” et comme il 
5 a LS 


résulte d’ailleurs du simple changement de signe qu’éprouve la dé- 
rivée première de p par le fait du renversement de la direction suivie. 
Mais, si p est un nombre pair 2n, la dernière formule (20), où 1l fau- 


: RUN RC  : 

dra supprimer p el remplacer ensuite —; —; :.. par ) 7 Ste 
dx dy LEE 
Ne do? do? TE 
c'est-à-dire mettre féies + ==, +... —Aîp à la place de A,, don- 
dx? dy? F 
nera 
14 do\?2r 7: 3 5 2 — 1] 

(23) moy. de { — — + fe EU PE 

À ds mmMm—+2 M—+4 M +2an— 2 


Dans le cas » — 1, cette formule se réduit bien à celles que nous 
avons obtenues au n° 44* (t. I, p. 53* et 53“) pour définir le paramètre 
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différentiel du premier ordre, Dans les autres cas, elle montre que les 
j, à Pr A CR An ll 
puissances paires successives de la dérivée première #7 sont, en 
4 moyenne, et à des coefficients numériques près, simplement propor- 
| tionnelles aux puissances successives du carré de ce même para- 
M metre 4{. 


ss" PA 
l 


nd RD ne à à 


OM 


: 


d 1 


à . nl 


L 4 


Ne 3%" né 2 un Si $: 
nt DRE OC Le Sr RQ , Re 


TRENTE-CINQUIÈME LEÇON. 


SUITE DE LA THÉORIE DES POTENTIELS : ÉTUDE SPÉCIALE DE CEUX 
DANS LESQUELS L’'INTÉGRATION S'ÉTEND A TOUTE LA MASSE PO- 
TENTIANTE. 


IAE. 


355*. — Des potentiels où l'intégration s'étend à toute la masse poten- 
tiante; cas où l’on peut les différentier sous les signes J, soit exacte- 
ment, soit avec addition d'un terme simplement proportionnel à la den- 
sité de cette masse au point potentié. 


Quand, dans lPexpression générale, 
D (ie : 2 : 
Was Pre-z IAE PUS M .)d5, 
TJ 


d’un potentiel considéré à l’intérieur d’un espace 5 à m» dimensions, 
on adopte pour U(£—x, n—7y, ...) une fonction homogène de 
E—x,n—7,... dont le degré x dépasse — m, et quand, de plus, 
la masse potentiante a ses dimensions finies, avec une densité 
o(é,n,...) finie aussi partout, rien ne s'oppose à ce que l’on fasse 


porter l'intégration f sur toute l’étendue de la masse potentiante. En 
TD 


effet, d’une part, on peut, sans rendre infini le potentiel, prendre 
pour limite extérieure 5, de l’espace 5 une figure décrite d’un rayon r 
assez grand, autour du point potentié (æ, y, ...) comme centre, pour 
que, au dehors, p s’annule partout. Et si, d'autre part, l’on a provisoi- 
rement choisi comme limite intérieure s une autre figure de même 
forme, ou équidistante aussi, en tous ses points, de (æ,y, ...), mais 
dont le rayon 7 constant soit extrêmement petit, la fonction 4, qui, 


n 
divisée par 72 == [(£— x)+ ...1]?, devient homogène de degré zéro 
ou invariable pour chaque direction du rayon r, sera une quantité de 
l’ordre de r”*, à cette limite 5. Donc un décroissement élémentaire 
— dr subi par r, en ajoutant cdr au champ de l'intégrale, fera croître 
le potentiel, au plus (c’est-à-dire quand il n’y aura pas destruction 
mutuelle d'éléments de signes contraires pour les diverses directions), 
d’une quantité de l’ordre de 7” cdr, ou de l’ordre de r2#+"-1dr, vu la 
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proportionnalité de 5 à 7-1, Et il suffira bien, pour que tous les ac- 
croissements pareils, jusqu’à annulation de 7, donnent une somme 
finie, que l’exposant (n + m—1) dépasse — 1, ou que x soit supé- 
rieur à — "2, c'est-à-dire que le facteur r+"*-1 ne devienne pas, à la 
limite r — o, d'un ordre d’infinitude atteignant le premier. 

On pourra néanmoins, même dans ce cas d’un potentiel fini quoique 
étendu à toute la masse, mais pour éviter d’avoir à considérer des élé- 
ments d’intégrale ayant en facteur une fonction Ÿ infinie, garder la 
limite intérieure 6, à laquelle, seulement, on attribuera un rayon & 
infiniment petit et, par conséquent, incapable d’altérer sensiblement 
l'intégrale © dans aucune position du point (x, y, ...). 

La dérivée dev en xestalors, d’aprèsla première formule (4)[p. 194" ], 


LA pd + | Vocos(n,£)ds. Le second terme, relatif à la petite 
[a] dx (o] | 


figure © de rayon e, terme au plus de l’ordre de % ou de l’ordre de 
ntm, ES 'évanouit quandile desré-d'homogénéité 7 de la 
fonction 4 dépasse — (77 — 1), ou quand x + m excède 1; et, dans ce 


cas, il ne reste pour exprimer la dérivée de + en:æ, que le terme 
Je edw, qu’aurait donné la simple différentiation en x, sous les 
PA 
T 


| RCE à 
signes f, du potentiel proposé f Lo ds. Or TA dérivée de la fonction 


homogène —% par rapport à sa variable £ — x, est elle-même une 
fonction homogène, mais du degré d’homogénéité r — 1; et, par consé- 


à do à : 
quent, l'expression obtenue de 7 ConsUutue un nouveau potentiel, que 


l’on pourra différentier encore comme le proposé, c'est-à-dire sousles 
signes f, si 2 est supérieur à —(m—2) ou si la somme x + m ex- 
cède 2. 

Donc, en continuant à raisonner de même, nous reconnaîtrons qu'un 
potentiel f tpdw,étendu à toute une masse de dimensions et de den- 
sité finies, peut se différentier sous les signes [, par rapport aux 
coordonnées du point potentié (x, y, ...), autant de fois que l’in- 
dique le nombre entier immédiatement inférieur à la somme 
n + m,où n désigne le degré d'homogénéité de la fonction 4 par 
rapport à ses variables Ë — x,n— 7,...,etm le nombre de celles-ci 
ou des dimensions de l’espace considéré. 


| ‘odw à s 
Par exemple, un potentiel de pesanteur / Te > où la fonction , 


égale à l'inverse de r, est du degré d’homogénéité —1, peut, m 
étant 3 (d’où n + m —2),se différentier une seule fois sous le signe f. 
Mais, quand il s’agit, dans le même cas 7 — 3, du potentiel frpd, 
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où %, égal à r, est du degré 1, la somme 7 + m, égale à 4, excède trois 
unités, et l’on peut différentier l'intégrale trois fois sous les signes f. 

Dans un espace à deux dimensions, les potentiels f(logr)pdw et 
f(r?logr)pdw se différentieront encore, respectivement, une fois et 
trois fois sous les signes f : car logr, ayant ses dérivées en x et y, 

= [si 

savoir - LE ou ETS 
assimilable à une fonction homogène du degré zéro; et elle devient, en 
effet, pour r nul, d’un ordre d’infinitude infiniment petit (t. I, n° 88, 
p. 140). Au reste, si logr et r?logr sont transcendantes, leurs déri- 


vées, premières pour logr, troisièmes pour 7*logr, sont algébriques 


homogènes du degré —1, est ici 


et du degré d’homogénéité — 1, comme on vient de le voir dans le cas 
de logr et comme le montrent, dans celui de 7?logr, des différentia- 
tions successives, où l’on observera que, par exemple, la dérivée 
en æ de r?—(æx—#%)?+... est 2(4—6); d’où résulte simplement 
2(æ—€)logr pour la partie transcendante de la dérivée première de 
r?logr par rapport à æ. 

Quand le degré n d’homogénéité de 4 est entier, on peut même 
utiliser la différentiation en x, y, ..., de l’intégrale [ 4p dx, sous 
le signe [, pour obtenir les dérivées partielles de l’ordre n + m, à 
la condition d'y compléter les résultats par l'addition de termes très 
simples, proportionnels à la densité p(x,y,...) au point potentié. 
En effet, toute dérivée de l’ordre 7 + m —1, étant un certain potentiel 
aussi de la forme f 4 dw, étendu à la totalité de la masse potentiante, 
pourra s'écrire f b,pdxw, si 4, y désigne une fonction d’un degré d’ho- 
mogénéité, en ê—x,n— 7,.……, égal à nr — (n + m —1)ouà1—m. Sa 
dérivée en +, par exemple, c’est-à-dire l’une des dérivées n + mièmes 
considérées, vaudra donc l'intégrale résultant de sa différentiation sous 


le signe f, plus le terme [ ecos(n,?)ds,que l'on peut écrire encore 
ve 


do : : 
+ Or 4, fonction homogène, du degré 1 — m, des 


: | te cos(n,Ë) 
65 G 

projections £— x, n— y, ... du rayon 7, est le produit du facteur 
ri-", constant sur toute la figure 5, par une fonction homogène du 


degré zéro, qui pourra bien varier avec la direction du rayon r, mais 
: ds 
non avec sa grandeur. Comme, d’ailleurs, le rapport — ne dépend pas 
(o] 
non plus de 7 quand les figures concentriques 5 sont décomposées 
homothétiquement en éléments ds, et comme enfin p(Ë,n,...) est ré- 


ductible à p(æ,7,...) sur toute l'étendue infiniment petite de 5, le 
terme complémentaire dont il s’agit revient bien au produit de 
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| HAN c Ur E 0 VE 
p(æ,y,...) par une expression, er tee cos (A, ess où rien 


ne dépend plus ni de la masse potentiante, n1 de la valeur infini- 
ment petite & du rayon r de la figure 5, mais de la nature de la fonc- 
tion d1. 

Cette expression s'évalue très aisément quand, Ÿ se trouvant de 
la forme simple f(r), sa dérivée f'(r) est algébrique du degré 
1— M ;en sorte que les dérivées de f 4e dx, de l’ordre 7 + m, ou 
dont il s’agit, soient les [(2 — mn) + m [iè"ss, c’est-à-dire les secondes. 


à LE : 
Alors, en effet, si l’on cherche, par exemple, la dérivée ce JS Le de, il 
viendra d’abord, sans difficulté, pour la dérivée première en x, 


d ’ 
15 Tods: et 1l faudra poser, en conséquence, 


h= = Sn 


dx 
expression qui, en tout point de la figure os, devient 
Yi =f"(r) cos(n, €), 


vu la coïncidence de la normale à do, menée hors du champ d’inté- 
gration w, avec le rayon 7 censé tiré de ce point vers le centre 


(æ,y;..-).-Eertèrme complémentaire f Vocos(n,é)do sera donc 
G 


| Jr eDcos(nsB)@s acer ou | fees 7 ar et 


Il ne reste plus qu’à y calculer la valeur moyenne, 


[ cos?(n, er 


de cos’(n,6), pour toutes les directions autour de (x, y, ...) dans 
l'espace à m7 dimensions considéré, Comme cette moyenne est évi- 
demment la même quel que soit l’axe des + ou des £ adopté, et comme 
elle s'appliquerait par conséquent à cos? (n,n), ..., elle sera la mième 
partie de la somme cos?(n,Ë) + cos?(n,n)+..., constamment égale 


à Sr I ; cg 
à l’unité. Donc sa valeur est > et l’on aura, en définitive, vu les ex- 
7 


pressions analogues que donneraient les autres dérivées secondes di- 
rectes du potentiel, 


5 dff(r)pds &f(r) ie sf (r) 
D met, tn) 
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formule multiple dans laquelle f'(r) et os, respectivement proportion- 
nels à r!-" et à r’?—1, ont pour produit une simple constante. 

Par exemple, dans le cas d’un potentiel de pesanteur où, m éga- 
lant 3 et f(r) ayant l'expression r-!, © est une surface sphérique 
krr? et f'(r) la fonction — r—?, le dernier terme de (24) devient: 


3 


OCTO D: 


e même, si l’on à pris f(r)—logr et qui isse d’un 

D , SP s logr et qu'il s'agisse d’un espace 
plan, on aura f'(r)—7r"!,m —)2, et les figures o seront des circon- 
férences 27 r : le dernier terme de (24) prendra donc la valeur simple 


rp(æ, y). 
Il est bon de remarquer que, dans tous ces cas, la dérivée de Ÿ 


placée sous le signe f, au second membre de la formule (24) ou de 


TD 
toute autre analogue, atteint seulement le degré d’homogénéité 
n—(n+m) ou —m, el que, par suite, si l’on prenait en valeur 


absolue tous les éléments acquis par lintégrale quand le rayon r 
décroît de — dr ou quand le champ s’accroît de 5 dr, l'augmentation 
de l'intégrale se trouverait comparable à 7-"56 dr, ou à 


p=mpm—1 dr — dr , 
: 

L'intégrale, en y faisant partir r de zéro, ou étendue à toute la masse 
potentiante, serait, par suite, infinie. C’est donc à la destruction mu- 
tuelle d'éléments positifs et d'éléments négatifs correspondant aux di- 
verses directions des rayons 7, que cette intégrale doit d’être finie, 
comme il le faut bien pour que, jointe à un terme assignable pro- 
portionnel à p(x, y, ...), elle puisse exprimer une dérivée n + mième 
d’un potentiel f Vo di dont la graduelle variation, en général, est 
évidente. 

L'addition des m7 formules (24) donnera immédiatement, pour le 
paramètre différentiel À, de l’intégrale f tp dw, l'expression 


ST/(r)]e do + sf"(r)p(æ, 7: . .) 


où A,f(r), fonction de point indépendante, comme f(r), des axes 
choisis, aura la même valeur que lorsqu'on adopte pour origine le 
point fixe (£,n,...) d'où se compte la distance r au point mobile 
mn 


— fr), d’après une formule 


(Z, y, . le valeur qui estf”(r) aé 
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(28) du t. I (p. 95*). Il viendra donc 
@5) safe de = fre + Er le de+ ar tee y, 
5 / 


formule qui donne respectivement : 
1° Quand il s’agit d’un potentiel de pesanteur, ou que f(r)—r"1, 
HAVE ET EP REC TE Ave ea HT re, 


(26) GDOUr 77 20) A; PT hrp(e y, 5): 


DOUCE TT el QUeN Cr) lopr, ir) ==r08 
ARRET 
(27) CDOUDa)ASNUoS#)0 dm = 2Tr0(X,;"). 


Revenant encore au cas beaucoup plus général où Ÿ est une fonction 
homogène, de degré n, des projections £ — x, n — y, ... du rayon r, 
supposons la densité p nulle au point potentié (x, y,...). Les déri- 
vées n + mièmes du potentiel se réduiront alors, comme celles des 
ordres moins élevés, à l'intégrale fournie par la différentiation sous 
le signe f, puisque le terme complémentaire, proportionnel à b(x,y...), 
aura la valeur zéro. Et il est évident que les dérivées suivantes, jus- 
qu'à l’infini, s’obtiendront elles-mêmes par ce procédé de différen- 
tiation, si la densité p ne s’annule pas seulement au point potentié 
(æ, y, -..), mais aussi tout autour dans une étendue assignable ; car 
la figure 5, d’un rayon infiniment petit :, décrite autour de (x, y, ...) 
comme centre, n’y rencontrera pas la matière potentiante, et, dans 
toutes les dérivées successives que l’on formera, les termes complé- 


mentaires ou affectés du signe f seront identiquement nuls. 
G 


356* — Potentiels inverse et direct à trois variables; des fonctions 
qu'ils sont propres à exprimer. 


Le potentiel de pesanteur, somme des produits des divers éléments 
o dx d’une masse donnée, par l’inverse de leurs distances 7 à un 
point mobile (x, y, 3), a reçu de Lamé le nom de potentiel in- 
verse, afin d’en distinguer l'intégrale analogue, qu’il appelle poten- 
tiel direct, obtenue en multipliant, au contraire, chaque élément 
pd de la masse par sa distance r elle-même au point potentié 
re). 


Les propriétés générales de ces deux potentiels résultent déjà de ce 
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qui précède. Nous venons de voir notamment que, les coordonnées à 
considérer, æ, y, z, étant au nombre de trois, le potentiel inverse 


[= peut se différentier une fois, et, le potentiel direct frp dx, 


trois fois successivement, sous les signes f, par rapport à æ, y ous; 
qu’on peut encore les différentier une fois de plus de la même ma- 
nière, mais en y complétant les résultats par l’addition de termes 
simplement proportionnels à p(æ, y, =), et qui sont, par exemple, 


— A ro(x, V, z) pour chacune des trois dérivées secondes directes du 


potentiel inverse ; que ces différentiations sous les signes f y de- 
viennent même légitimes pour tous les ordres de dérivées quand le 
point (æ, 7,3) appartient à un espace vide de matière potentiante; 
enfin, que le paramètre différentiel A, du potentiel inverse a la valeur 
— hkrp(x,y,2z). Quant au paramètre analogue, 4, frp dæ, du poten- 
p RE 


tiel direct, il sera évidemment f(A,;r)pdw, c’est-à-dire 2 


VU 


En 


, . his > A £. En e = 
réduite ici à = par les hypothèses f(r)— 7 et m —3. Ainsi, le pa- 


d’après la formule générale de A,f(r), savoir f'(r) + : 


ramètre différentiel du second ordre du potentiel direct égale le 
double du potentiel inverse; et l’on a, tout à la fois : 


af = 4rp(e,7, 2); afro dm = af PT; 


d’où 


A2 Afrp dm —=—38rp(x, y,z). 


La première de ces trois formules, découverte par Laplace dans le 
cas simple d’une densité p(x, y, 3) nulle au point potentié et tout 
autour, est due, sous sa forme générale, à Poisson, dont elle porte 
le nom. 

Comme p(x, y,z) y exprime une fonction arbitraire dans des ré- 
gions limitées de l’espace et nulle hors de ces régions, c’est-à-dire 
hors du champ qu’occupe ou qu’est censée occuper la matière poten- 


: d + ; I 
tante, comme, de plus, f PE devient de l’ordre de petitesse de os 


aux points (4, y,z) très éloignés des régions dont il s’agit, cette pre- 
mière formule (28), divisée par — 47, montre que le quotient, par 
— 4T, d’un potentiel inverse, constitue une fonction, d’une compo- 
sition parfaitement explicite et connue sous sa forme d’intégrale 
triple, dont le paramètre différentiel À, est apte à prendre, dans 


POTENTIEL INVERSE (OU DE PESANTEUR) ET POTENTIEL DIRECT. cHar 


telles régions limitées qu’on veut de l’espace, telles valeurs don- 
nées, p(æx,y,z), que l’on veut, en s’annulant partout ailleurs, et 
dont la grandeur s’évanouit quand ses variables x, y, z, ou seu- 
lement l’une d'elles, deviennent infinies. De même, d’après la der- 
nière formule (28), et vu que les dérivées partielles secondes de 7, 
étant du degré d'homogénéité —1 en æ —%, y —n, 3: —£&, tendent 
également vers zéro pour æ, y, z infinis, le quotient, par — 8r, d’un 
potentiel direct [ro dw, est une fonction, de forme bien définie 
malgré son triple signe [, jouissant des deux propriétés, d’avoir 
ses dérivées partielles secondes évanouissantes, à l’infini, et son pa- 
ramètre différentiel du quatrième ordre À, À, égal à une fonction 
arbitraire p(x, y, z) en tous les points de régions limitées quel- 
conques, mais identiquement nul hors de ces régions. 

On conçoit donc que les potentiels soit inverse, soit direct, puis- 
sent exprimer, du moins sous certaines conditions, des fonctions de 
point arbitrairement définies par leurs paramètres différentiels du 
second ou du quatrième ordre. De là le pouvoir de représentation de 
ces deux potentiels, et leur importance dans plusieurs questions de 
Physique mathématique, même étrangères à la théorie de la pesan- 
teur pour laquelle a été imaginé le potentiel inverse. 

La première relation (28), que nous écrirons simplement A,9 ——/7p, 
en appelant et o le potentiel inverse et la densité p au point quel- 
conque (æ, y, =), conduit à une formule remarquable, quand on 
la multiplie par un élément ds de volume et qu’on intègre séparé- 
ment chacun de ses quatre termes, _. SEA ee — ro, dans tout 

Ty" 
un espace © quelconque. Nous appellerons 5 la surface limite de cet 
espace, ds l’un quelconque de ses éléments, et cos a, cosf, cosy les 
trois cosinus directeurs de la normale infiniment petite dn menée à 
ds hors de l’espace 5. Une intégration s'effectue immédiatement sur 
chaque terme du premier membre, par le procédé usuel employé déjà 
ici plusieurs fois; et il vient 


do … de _ dy ) CE JE ï 
| LL (a cos Re OU ds ——4T Li w, 


do 
AO ER 
| ou LE do iT Jean, 


formule établissant, comme on voit, une relation de simple propor- 


tionnalité entre la masse pds, contenue dans l’espace ©, et la 
TD 
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do 


moyenne des vitesses de variation rs 


du potentiel inverse total © à la 
sortie de cet espace. | 

Elle comporte une intéressante application au cas d’une masse qui, 
privée peu à peu de son épaisseur, se condense en une couche mince, 
de densité infinie par unité de volume, mais finie par unité d’aire. 
Alors le potentiel © ne cesse pas d’être, même sur la couche, une fonc- 
tion finie et continue de æ, y, 3. En effet, les éléments de cette inté- 
grale qui, seuls, affectés d’un dénominateur 7 infiniment petit, pour- 
raient avoir une somme très grande ou très variable pour de légers 
changements de æ, y, z, sont ceux qu’acquiert l’intégrale quand, le 
point (+, y, z) étant sur la couche, on fait décroître jusqu’à zéro le 
rayon 7 — e de la sphère décrite autour de ce point, éléments dont 
chaque groupe se trouve comparable au quotient, par r, de la zone 
circulaire 277 dr comprise dans la couche entre deux positions suc- 
cessives (caractérisées par les rayons 7° et 7 — dr) de cette sphère éva- 


nouissante ; or leur somme, de l’ordre de 27 [ dr, est bien négli- 
AUD 


geable. Le potentiel, étant ainsi fini sur la couche, ou infiniment peu 
dépendant de la matière contiguë au point (x, y, =), ne pourra que 
varier graduellement avec x, y, « d’un endroit à l’autre de la couche, 
si celle-ci a sa forme et sa densité super ficielle continues; de sorte 
que la dérivée de © suivant des éléments rectilignes dn tangents à la 
couche sera finie. | 

Cela posé, prenons pour l’espace 5, dans la seconde formule (29), 
celui qu'occupe un fragment dm de la couche très peu étendu en lon- 
gueur et en largeur, dont nous pourrons appeler do la superficie, c’est- 
à-dire la base supérieure ou inférieure, de l’ordre de sa masse dm, 
et dont la surface latérale ou la tranche, supposée normale aux bases, 


s'évanouira comparativement à ds ou à dm. La dérivée DE restant 
2 


finie sur les éléments de la tranche, la partie du premier membre de 
(29) qui s’y rapporte sera donc négligeable à côté du dernier terme 


— hr | pd ou — 4rdm de l'équation; et il ne restera d’influents, 
RCD: 


au premier membre, que les éléments relatifs aux deux bases do du 
fragment. Si nous appelons respectivement dn, dn! les deux normales 


menées à ces bases hors de la couche, le premier membre de (29) 


0 à “Je de do : : 
deviendra ainsi ( RE mn) ds; et la relation (29) sera simplement 


dn dn' 


d' ( 
(30) (a+ Do) ds = — iam + dm _ r diva) 


dn  dn' ds sr \dn dn 
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s : 4 : dm 
Elle exprime la densité super ficielle TR? 9U masse de la couche par 
as 


unité d’aire en chaque endroit, au moyen des deux dérivées du po- 
tentiel inverse suivant les normales dn, dn! aux deux faces de la 
couche. Comme la deuxième de ces normales est de sens opposé à la 
de 


dn' 


œ de ; 3 TP 
première, la somme FES Va représente l’accroissement algébrique 
an 


total qu'éprouve, à la traversée de la couche, la dérivée du potentiel 
relative à une coordonnée ayant le sens de dn. Donc le potentiel + ne 
cesse pas d’être fini et continu sur la couche, mais sa dérivée pre- 
mière dans le sens normal, quoique restant finie, y devient discon- 
ünue, et, par suite, sa dérivée seconde devient infinie à l’intérieur de 
la couche. C’est bien ce qu'indique l’expression infinie, — 4tp, du 
paramètre A,0, mais pour l'intérieur seulement, ou dans l’épaisseur 
mème, infiniment petite, de la masse. 

Le cas particulier le plus remarquable est celui d’une couche plane, 
de part et d'autre de laquelle le potentiel prend alors symétriquement 
les mêmes valeurs et offre par suite les mêmes dérivées ee _. Len 
résulte, pour la densité superficielle A la valeur — () sim- 

ds 27 \— dn 
plement proportionnelle, en chaque endroit, à la dernière vitesse 
de 
QI 
aboutit normalement à la couche. Mais ce cas particulier mérite, à 


d’accroissement du potentiel inverse, le long d’un chemin qui y 


cause de ses applications en Mécanique et en Physique, une étude 
spéciale directe, par laquelle nous terminerons cette Leçon. 


301*. — Rapports des potentiels tant inverse que direct, et d’autres 
analogues, avec le potentiel sphérique; potentiels logarithmiques à 
deux variables et leur usage. 


Il importe de signaler auparavant les liens étroits qui rattachent 
les potentiels inverse et direct au potentiel sphérique, et qui font, des 
formules (28), de simples conséquences de la relation analogue (8) 
[p- 197 |, exprimant la propriété principale de celui-ci. Et d’abord, 
o di 

: 


en ce qui concerne le premier, el. » observons que le potentiel 


sphérique ® est, par sa définition même, le potentiel inverse + d’une 
couche sphérique mince, relatif au centre de celle-ci et rapporté à 
lPunité de son épaisseur. Si dr désigne cette épaisseur et 7 le rayon 
intérieur de la couche, le potentiel inverse correspondant est donc b dr: 
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a 
par suite, celui de toute la masse potentiante sera pal bdr, 
€ 


< exprimant le rayon constant de la sphère, infiniment petite, que 
l’on décrit autour du centre (æ, y, z) pour éviter d’avoir à consi- 
dérer des éléments d’intégrale où la fonction sous les signes f de- 
vienne infinie. 

Or la quantité æ seule, dans cette expression de +, varie quand le 
point potentié se déplace; seule, elle dépend des coordonnées x, y, s. 


Il est donc clair que l’on aura ne f (A P)dr, c’est-à-dire, en 


= ADN D ES 
vertu de (8), A,y — Te a = de + D'ailleurs, la dérivée 
€ TE 


dæ . : : ; 
PS identiquement nulle, comme , sur la sphère 7 = que n’at- 
# 


teint pas la matière potentiante, se réduit à 4xp(x, y,z) pour r —e ou 
r—o, d’après la deuxième relation (9) [p. 197*]. Ainsi, il vient 
bien A,9 — — 4rxo. 


: : do : L 
Quant au potentiel direet / red ou fr 27, qui, pour une simple 


couche sphérique, serait évidemment, au centre de cette couche, 
r?% dr, il prendra, pour toute la masse potentiante proposée, la va- 


[e ) 
leur f r?ædr. On aura, par suite, 


: AUD 
ASfrpdzæ — f r(ab)dr = f r? PE dr. 


AC 


Or deux intégrations successives par parties, où l’on observera que 
les termes intégrés s’annulent, comme , à la limite supérieure 7 = «, 
et, en vertu des deux premières (9), à la limite inférieure r —e, 
donnent 


ed ed D db Fed Fe 
r2—— dr = Sp r2d — ol r—— dr = —02 r db —2 D dr ; 
À dr? AUS dr RIT Len Ê 


— © 


de telle sorte qu'il vient A, frp ds — be Din 2 [PT conformé- 
€ 


ment à la seconde relation (28). 

Le même procédé, pour former le paramètre différentiel A, d’un 
potentiel f Lo dw étendu à toute une masse proposée f bd, s'applique 
dès que la fonction % est de la forme f (7) ou dépend uniquement de 
la distance r de l'élément pdw de masse au point potentié. Mais, afin 
de pouvoir embrasser les cas de moins de trois dimensions, il vaut 


(31) 
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mieux introduire, à la place du potentiel sphérique æ, une quantité 
qui lui est, comme nous avons vu, reliée très simplement, savoir, la 


do nr 
valeur moyenne ie _ de la densité p(Ë,n,...), sur toute la 
(o} 


figure so, de rayon uniforme 7, décrite autour de (x, y, ...) comme 
centre. Alors le potentiel considéré est évidemment f(r)5p'dr pour 
la matière comprise entre les distances 7,7 + dr au point potentié ; 


et, pour toute la masse, il devient [ f(r)5e'dr, avec une limite in- 
SE, 


férieure < susceptible, par hypothèse, de décroître jusqu’à zéro sans 
rendre l'intégrale infinie : ce qui exige évidemment que le produit 
f(r)s n’atteigne pas l’ordre 1 d’infinitude, ou que lon ait 


liner CRC ECpourr = 0). 


Cela posé, le paramètre différentiel du second ordre 4, f f(r)od 


ne f(r)s(kp')dr; et il vient, en remplaçant 54,9" par sa va- 


ra ISA d A HUE a ù + 
eul _ 5 —— } tirée de (10) [ p. 200* |, puis intégrant par parties, 


dr 
+8 f'e)s € dr. 


Or, dans le dernier membre, le terme intégré disparaît à la limite 
supérieure 7 —, où p’ s’annule identiquement, et aussi à la limite 
inférieure r — €, où, d’après l’expression (21) de p’ [p. 205" |, 1l est 
de l’ordre de f(r)5r, quantité évanouissante, comme on vient de voir, 
par le fait même que le potentiel proposé est supposé fini. On aura 
donc simplement, en effectuant, sur le dernier terme de (31), une 
nouvelle intégration par parties, qui ne donnera encore rien à la li- 


sSf(Npds = | _Jna(sE)= Los] 


€ 
o 


— À 


mite supérieure, mais où l’on remarquera, à la limite inférieure, que 
p' s’y réduit à p(æ, y) et que s est proportionnel à 7-1: 


NU) NT) 
ssfoedn= f focd = pomper [DE o' à 


Enfin, par la substitution à 5, dans le dernier terme, du facteur pro- 
portionnel r’#-1 précédé, devant le signe de différentiation, du rapport 


ç 
constant —— > il vient, en remarquant que ce dernier terme est alors 
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un nouveau potentiel étendu à toute la masse f pds, 


(] d.f'(r)rr-1 p do 


(32) A [rod = FE. HE) e7al er) + [ET ra? 


formule d'accord avec celle, (25) [ p. 213*], qu’on avait déjà trouvée. 

On voit que, si m—3 (d'où os —#4Trr?), les deux suppositions 
f{r)=rTt, f(r)=7r ‘donnent-bien;/au second membre, lines 
— hre(x, y, =), par l'annulation de la dérivée de f’(r)r"=' enr, et 


Ve” . d.r? o di ds 
l’autre [ grâce à l’évanouissement de f'(s)em], [ET =2/£ " 
ar £ 
e 


n2 
r= 


conformément aux formules que nous venons d'obtenir par la consi- 
dération du potentiel sphérique. 

Arrêtons-nous un instant au cas Mm—2,5—27/, où l’on suppose 
tant le point potentié (+, y) que les éléments p(Ë,n)d£dn de la masse 
potentiante contenus dans le plan des æy; et faisons les deux hypo- 
thèses f(r) —logr, f(r)—r?logr,. qui conduisent, comme nous 
avons vu (p. 210*), à deux potentiels parfaitement finis, susceptibles 
même d’être différentiés en æ ou y, le premier, une fois, le second, 
trois fois, sous les signes f. Ils sont connus sous le nom de potentiels 
logarithmiques ; mais nous les appellerons potentiels logarithmiques 
à deux variables, pour les distinguer d’autres potentiels logarithmi- 
ques que nous étudierons tout à l’heure, et qui sont à trois variables 
æ, y, 3 au lieu des deux x, y. 

Si nous leur appliquons la formule (32), où il faudra prendre 
m—2,06—2rTr, le second membre sera bien 2xp(æx,7y) quand on 
posera f (7) —logr, comme on a déjà vu par la formule (27) [p. 213*]; 
et, pour #(r)=7°logr [d'où f(r)=7r Ferlogr]|; iledmenns 
par l’évanouissement du terme proportionnel à p(æ,y), 


l(r2+ or?logr) o da 
JET ET ET 4 [u-logneds == à fedm +4 [ Gogr)e dr. 


Le paramètre différentiel A, des potentiels logarithmiques à deux va- 
riables a donc, en résumé, les expressions 


[ Af(logr)ods = 27rp(x,y), 


A S(r?logr)ods = 4f(1+logr)ods; 
33 Dour = { 
FRE | d’où il résulte 
\ AASf(r?logr)p dm = 87rp(x, y). 


Ces formules, rapprochées des précédentes (28) [p. 214*], montrent 
que les deux potentiels logarithmiques à deux variables jouissent, 
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dans un plan, des mêmes propriétés que les potentiels inverse et di- 
rect dans l'étendue solide, pour représenter des fonctions ayant leur 
paramètre différentiel du second ou du quatrième ordre donné arbitrai- 
rement à l’intérieur de régions limitées et nul partout ailleurs. L’ana- 
logie est complétée, dans toute la mesure possible, par ces deux cir- 
constances, que, d’une part, les dérivées ou premières, ou troisièmes, 
des deux potentiels logarithmiques, deviennent évanouissantes de 


, I . FR . . 
l’ordre de - aux grandes distances, comme l’étaient le potentiel inverse 
r 


ou les dérivées secondes du potentiel direct dans un espace à trois 
dimensions, et que, d’autre part, ces deux sortes de potentiels peu- 
vent se différentier respectivement, les uns, une fois, les autres, trois 
fois, sous les signes f. 

Cette analogie du premier potentiel logarithmique & — f (logr)pdz, 
en particulier, avec le potentiel inverse, se poursuit quand, au moyen 
de l'équation A, — 2x2, on évalue, pour toute une aire plane 5%, l'in- 


tégrale Jeuadr, en procédant comme on l’a fait précédemment à 
TD 


partir de l'équation A,9=—— 4ro pour obtenir la formule (29)[p.215*]. 
Au lieu de (29), il vient de la sorte, si l’on appelle ici s le contour de 
l'aire w, et dn la normale menée hors de x à l’élément quelconque ds 


du contour, 

do 

ni do = 27 o ds. 
an ue 


Et si l’on suppose que la couche potentiante se condense peu à peu 
en une simple traînée finalement sans largeur, mais de masse finie 
par unité de longueur, ou telle, qu’un élément ds de sa longueur s 
ait une masse dm de l’ordre de ds, d’une part, cette fonction 
9 = f(logr)o dx, ou 6 — f(logr)dm, restera finie et continue même 
sur la traînée, vu que les éléments correspondant à r très petit, et 
où dm sera de l’ordre de ds — dr, s’y trouveront négligeables comme 
dans f'(logr)dr =— r + rlogr; d'autre part, en appelant dn et dn' 
les normales menées des deux côtés à l'élément ds, dans le plan de la 


do 


an 
occupant cette longueur ds, donnera, au lieu de la formule (30) 


traînée, l'expression précédente de [ ds, appliquée à la masse dm 
(oz 


MP210%|, 
CAEN OS do 
dSutsrkdn tdn 
e A , 7° Fs d do . ’ 
Par suite, dans le cas d’une traînée rectiligne, où T — ES il résul- 


LUE Ti 


SES DES DIVERS POTENTIELS D'UNE COUCHE PLANE : 


j NPA a are + 
tera de eette relation, pour la densité linéaire 2e de la traînée, le 


, 1 do ‘ 74 CPAS ; s 
quotient, — —=; par tr, de la vitesse —-T d’accroissement du potentiel 
Tr dn dn 


logarithmique au sortir’ de la traînée. 

Le potentiel logarithmique f(logr)dm d’une masse, f dm, occu- 
pant sur un plan des parties limitées d’une ligne droite, sera donc 
propre à représenter, pour toute la moitié du plan située d’un côté de 
cette droite, une fonction dont le paramètre 4, s’y annulera identi- 
quement, dont les dérivées premières devront, en outre, s’y évanouir 
aux distances infinies de l’origine, et dont enfin, sur la droite donnée, 
la dérivée, suivant la normale menée à partir de cette droite vers le 
côté du plan dont il s’agit, s’annulera partout, sauf en des régions 
restreintes où elle se trouvera arbitraire, mais connue. Il suffira, en 
effet, d'attribuer à la traînée f dm la densité linéaire, ou masse par 
unité de longueur, qu'exprimera pour chaque point le quotient par x 


rt do 
de cette dérivée connue -+. 
dn 
358*. — Potentiel inverse, et potentiels logarithmiques à trois variables, 
d’une couche plane infiniment mince. 


Bornons-nous enfin, mais pour en étudier certains potentiels dans tout 
l’espace situé du côté des 3 positifs, au cas, indiqué un peu plus haut 
(pp. 216* et 217*), d’une matière potentiante étalée en couche mince 
sur le plan des æy, et dont p(ë,n) continuera à désigner la den- 
sité super ficielle, que représentait, à la fin de l’avant-dernier numéro, 


1m : ; 
. Puisque nous supposerons 3 > 0, une sphère de rayon 


me V4 
la fraction 
ds 


infiniment petit entourant le point potentié (x, y, z) ne rencontrera 
pas la masse potentiante f dm ou ff e(E,n)dédn; et l’on pourra dif- 
férentier autant de fois que l’on voudra en x, y, z les divers potentiels 
SY(Ë—x,n—7y,—2z)dm de la couche, étendus à toute sa masse. 


. . 1m PNR ARRET AP RE 
Pour le potentiel inverse = f %?°, oùr—V22+(x—E}+(y—1};, 


on aura donc, en considérant spécialement », sa dérivée première en 
z et son paramètre différentiel A, : 


dm do lm \ 
(34) DENON RAIEE ae — f(a À) dm = 0 
r r 


e 


Voyons ce que deviennent, à l'approche de la couche, ces valeurs 
de # et de sa dérivée première en 3. À cet effet, prenons, sur le plan 
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des æy, le pied (x, y) de la perpendiculaire z abaissée du point po- 
tentié, comme origine d’un système de coordonnées polaires, se com- 
posant de rayons vecteurs R et d’azimuts 0 reliés à & et à n par les 
formules Ë— x +R cos, n —y+Rsin0. Il sera dès lors naturel 
d'adopter pour élément de la couche, en surface, un petit rectangle 
mixtiligne exprimé, comme on sait, par RdOGR, et, la distance r du 
point potentié à cet élément étant d’ailleurs devenue V3? + R?, la 
première relation (34) prendra la forme 


À la limite 3 — 0, la fonction placée sous les signes f, finie même 
pour R— 0, se réduit, dès que R est sensible, à p (x +Rcos0, y+Rsin0), 
quantité s’annulant, par hypothèse, en dehors de régions limitées. 
Donc l'intégrale double + reste bien finie et déterminée sur le plan 
de la couche, comme il résultait de l’examen synthétique fait précé- 
demment (p. 216*) pour le potentiel inverse d’une couche mince de 
forme quelconque. 

Quant à la seconde formule (34), elle est de même, lorsqu'on intro- 
duit les coordonnées polaires R, 0 : 


do CE % : R 
(36) - =—3 [ an f o(æ+Rcosô, y+Rsin8) —, 4R. 


L'intégrale double qui figure au second membre, devenant infinie 
pour 3 — o à cause du dénominateur R? placé alors sous ses signes ff, 
a évidemment, dès que s est très petit, tous ses éléments de beaucoup 
les plus influents dans le voisinage de la valeur R— 0. On peut donc, 
avec une erreur relative évanouissante si z tend vers zéro, n’y faire 
varier R que de zéro à une quantité R, incomparablement supérieure 
à 3, mais assez faible pour que le facteur p(æ + Rcosô, y + Rsin0), 
supposé continu quand l’azimut 0 y est constant et le rayon positif R 
très voisin de zéro, soit réductible à p(æ + scos0, y + esin0), e dési- 
gnant un infiniment petit positif. Ce facteur peut dès lors sortir du 
signe d'intégration par rapport à R; et il ne reste, sous celui-ci, que 


9 


3 1 
l'expression (3? + R?) ? RAR, dont l'intégrale indéfinie — (3° + R?) ? 
devient, avec une erreur relative négligeable, z-! entre les deux li- 

FL 
mites R—0, R—R,, vu que la seconde rend l'expression (3? + R?) ? 
incomparablement moins forte que ne fait la première. Donc la for- 
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mule (36) se réduit à celle-ci, 


à d'o RH { 
(37) (pour z très petit) É = f P(æ+ecosô, y + esin0) db. 


dz u 


Et comme enfin nous supposons continue, autour du point (x, y), 
la densité 5 (%,n) de la couche, en sorte que le facteur 


p(æ+ecosb, y +esinô) 


se réduise, pour e-=0, à une valeur unique p(x, y) quel que soit 
l’'azimut 6, il vient 


(38) (pour 2=0) = —nro(x, »). 


Ce résultat est bien celui qu’on pouvait prévoir d’après les considé- 
rations terminant l’avant-dernier numéro (p. 217*); car ici une nor- 
male élémentaire dn à la couche est identique au chemin infiniment 
petit dz le long duquel se prend la dérivée de # que nous venons d’é- 
valuer (1). 


(*) Un calcul semblable conduit à la propriété analogue, démontrée synthéti- 
quement ci-dessus (p. 221*), du potentiel logarithmique © = f(logr)dm relatif, 
dans le plan des xy, à une traînée de matière f dm = f p(£)d£ alignée, par exemple, 
suivant l’axe des æ, et y présentant, au point quelconque d’abscisse £, une densité 
linéaire donnée p(£), nulle en dehors de certaines limites. Un tel potentiel a évi- 
demment pour dérivée, suivant le sens normal des y, 


= fe dm y ce 10 AUNESRS ) 
dy dy LAPS « de pi NC ani À 


 — co 


ou encore, en introduisant au lieu de £, comme variable d'intégration, la distance 
R=E—zx de chaque élément dm = p(£)d£ de la traînée au pied (x, o) de la 
perpendiculaire y menée sur celle-ci à partir du point potentié (æ,Yy), 


dp rue R) 4R 

pe JR 

Or, quand le point (æ, y), supposé pris, par exemple, sur la partie du plan où 
les ordonnées y sont positives, s'approche indéfiniment de l’axe des æ, l'intégrale 
qui figure dans cette expression croît sans limite, en valeur absolue, à raison de 
son dénominateur y?+ R', évanouissant pour R = 0; et elle se réduit, par suite, 
sensiblement aux éléments dans lesquels la variable R est très voisine de zéro. 
Le facteur p(æ +R) s’y trouve donc lui-même réductible, suivant le signe néga- 
tif ou positif de R, à l’une ou à l’autre des deux formes p(æ—e), p(æ+e), e dé- 
signant un infiniment petit positif; et il vient, avec une erreur relative nulle à 
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Ce n’est pas seulement la fonction © et sa dérivée première en z, 
mais aussi ses dérivées de tous les ordres en +, y, 3, qui restent 
finies à la limite 3 —0, pourvu que la densité b(Ë, n) varie avec une 
continuité suffisante d’un point à l’autre de la couche. La chose est 


+ ALES do ; à 
évidente pour les dérivées de v et de D = —2TP relatives à x et y, ou 
(424 


obtenues en se déplaçant sur le plan même de la couche; et; quant 
à leurs dérivées en s, elle résulte de ce que l'équation 4,9 — 0, diffé- 
rentiée un nombre quelconque de fois en +, y ou z, donne identique- 
ment, pour © et pour toutes ses dérivées, la relation symbolique 


d? d? d? . F4 me 
—— —=— (-—+-— 7); ramenant ainsi deux différentiations en 3 à 
dz? dx? dy? 


des différentiations en + et y, de manière à ne laisser subsister que 


des dérivées plus ou moins élevées de + et de e en æ ou en y. 

En résumé, le potentiel inverse, o, d’une couche étalée avec une 
continuité suffisante sur des parties limitées, mais quelconques, du 
plan des xy, est parfaitement continu dans tout l’espace compris 
d’un même côté de ce plan, celui, par exemple, où les 3 sont positifs ; 
et son quotient par — 27 fournit une expression analytique simple 
d’une fonction ayant, dans cet espace, son paramètre différentiel 


A, identiquement nul, ses valeurs évanouissantes aux distances 


LEE UE : : : INA DRE: 
infintes, et sa vitesse d’accroissement — —+, à l'approche du plan 
j 27 dz 


limite 3 — 0, égale à p(x, y), ou entièrement disponible, sur des 
régions finies quelconques de ce plan, mais nulle sur tout le reste 
de son étendue. Ces conditions, auxquelles satisfait le potentiel », 


la limite, 


PS AU d- : DEAR PSE a GE 
PRE RENE Ne nr 1 


R=—0 


= pa +)(arc RE +p(æ +e)| arc tang — 


R—=— R=0 


p(æ—e)+p(r+e) 
RL 


— 


| ra 


è 


Par conséquent, si la fonction p est continue pour la valeur de z considérée, on 
aura bien 
. UE do do 
(à la limite z=0) —= ou —* —=7p(x), 
dy dan 
comme il résultait déjà de la démonstration plus générale donnée à la fin du 
RAD. 222"). 


B. — II. Partie complementaire. 1) 


39) 
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montrent à quel emploi il sera propre, ou quelles quantités il pourra 
exprimer : remarquons surtout qu’il conviendra à des problèmes 
comportant une fonction arbitraire p(x, y), relative seulement à 
la limite 3 —0o d’un espace triplement étendu, et non plus une 
fonction p(x,y,z) arbitraire à l’intérieur d’un tel espace, comme 
il arrivait pour des potentiels inverses ou directs quelconques. 

Mais il est des cas où, la fonction cherchée devant toujours, pour 
3 > 0, avoir son paramètre A, nul, ce seront seulement ses dérivées 
premières qui s’y évanouiront à l'infini, et sa dérivée seconde en 5 qui, 
nulle, pour z—0, hors de régions limitées du plan des æy, devra, 
dans ces régions, devenir une fonction arbitraire de x et de y. Alors, 
pour utiliser à la vérification de cette dernière condition, qui est la 
plus difficile à remplir, la propriété qu’exprime la relation (38), il 
sera naturel de former un nouveau potentiel f 44m, que j'appellerai 


v,, dont la dérivée seconde en z soit la première du précédent +; ce 
HONTE 


1 I à dz 
u’on fera en prenant, pour Ÿ, non plus -; mais | — ou ? 
q I » pour ÿ, non plus À; mais fou | 
c'est-à-dire, d’après la formule (26) de la page 50, et à une quantité 
près indépendante de 3, log(z + V3? +R?) ou log(z +7). Il vient 
ainsi l’intégale double 


a= Slog(aridm= [| [og [a+ Va =D QG] e(8 1) dédr, 


que nous appellerons le premier potentiel logarithmique à trois va- 
riables. Il se forme, comme on voit, en multipliant par l'élément dm 
de la couche plane potentiante, non pas le logarithme naturel de la 
simple distance 7 du point potentié à cet élément, mais celui de la 
somme des deux distances 7 et 3 du point potentié tant à l'élément de 
la couche qu’au plan de celle-ci. 

Cette intégrale reste bien finie pour 3 — 0, c’est-à-dire sur le plan 
de la couche; car elle s’y réduit à f(logr)dm, ou au premier po- 
tentiel logarithmique à deux variables (p. 220*). D'ailleurs ses dérivées 
premières en æ, y, 3; savoir f (2 qe 1) se > ayant leur élé- 

3+rT 23+r r 
ment homogène du degré — 1 en æ —Ë, y —n, z, s'évanouissent aux 
distances infinies, comme on le désire ici pour les fonctions à expri- 


ais dei dy do 

de : : Ré de 

mer; et la troisième 77; n'étant autre que +, donne Ta = ge) 
ce qui change bien la formule (38) en 


tie 
40) (pour 3 = 0) = — 2m p(a, ÿ). 


En 
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Il ne reste donc qu'à voir si ce nouveau potentiel ©, a son para- 


| nt : ; d 
mètre 4, nul. Or la troisième équation (34), devenue A, #1—0 ou 


dz 
dA:v; : : 
7, —0, montre que la fonction 4,4, ne dépend pas de 3 et reçoit, 
tout le long d'une droite quelconque parallèle aux 3, même valeur 
qu'aux points de cette droite situés à l'infini, là où toutes les déri- 
vées de w, s’annulent., Ainsi, l’on a bien identiquement 


(41) A>®i=0 ou Aflog(z+r).dm = 0, 


ce que prouve, du reste, le calcul, par différentiation sous les signes f, 
des trois dérivées secondes directes de v, en +, y, 3, suivi de leur addi- 
uon. À la limite 3 — 0 où +, devient le potentiel à deux variables 
J (ogr)dm et où la dérivée seconde de +, en 3 tend, d’après (40), 
MO 2Te Cr y) On aura 


2 
(pour 2=0) Av — (a + —) (logr) dm—2rp(x, y) =, 
résultat d'accord avec la première relation (33) [ p. 220* ] obtenue tout 
autrement, 

En résumé, le premier potentiel logarithmique v,, divisé par — 27, 
constituera bien, dans tout l’espace situé du côté du plan des xy où 
les 3 sont positifs, une fonction continue ayant son paramètre dif- 
férentiel À, nul, ses dérivées premières évanouissantes aux distances 
infinies, et sa dérivée seconde en 3, disponible, c’est-à-dire égale à 
la fonction arbitraire p(x, y), sur des parties limitées quelconques 
du plan des xy, mais nulle sur tout le reste de ce plan. 

Enfin, dans certains problèmes de Physique mathématique, la fonc- 
üon de point demandée, à paramètre différentiel A, encore nul, devra, 
pour 4 >>0, avoir seulement ses dérivées secondes évanouissantes à 
l'infini et sa dérivée troisième en 3 ou nulle, ou arbitraire sur le plan 
des æy. On est donc conduit à former, pour ces cas, un nouveau po- 
tentiel 6, — f dm, en opérant sur l’expression de +, comme on l’a 
fait sur celle de © pour obtenir v, lui-même. Autrement dit, l’on 
prendra d— flog(s +r)dz, ou, grâce à une intégration en z, par 
parties, dans laquelle on aura finalement 443 — rdr, et abstraction 
faite d’une quantité indépendante de 3, 


dz 


= 3loe(2-7)—r. 
À g(z+r)—r 


= zlog(z+r) — fsdiog(s +r)=2log(z+7r) —f 


Le second potentiel logarithmique à trois variables ainsi composé 
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sera par conséquent 
(42) oa= f[—r+zlog(z + r)] dm. 


La fonction sous les signes f y tend vers zéro avec 7 (que 3 ne dé- 
passe jamais); de sorte qu’il reste, comme # et w,, fini et continu 
à la limite z — 0. Quant aux dérivées partielles de w,, on voit que 
celles du premier ordre en + et y ont leurs fonctions sous les signes f' 
[ débarrassées, par la différentiation, de la transcendante log(3 + r)] 
homogènes du degré zéro en æ —Ë, y —n, 3; d’où se déduiront bien 
des dérivées secondes évanouissantes aux distances infinies : et la dé- 
rivée de », en 3 ne sera évidemment autre que v,, dont les propres déri- 
vées s’évanouissent de même à linfini. D'ailleurs, la relation (40), 
devenue 

d%) 


(43) (Pour 0) TRE): 


montre que la dérivée troisième de +, en 3 sera bien, comme on le 
désire, d’une part, arbitraire sur toutes les parties du plan des xy 
occupées par la couche potentiante, d’autre part, nulle sur le reste de 
ce plan, où s'annulera la densité superficielle p(x, y). Et pour ce qui 
est du paramètre différentiel A,9,, un raisonnement analogue à celui 
que nous venons de faire à propos de 4,w,, mais basé sur la relation 
do; ; 9 Vo 

PP O Ou mieux D — O0, prouve que ce para- 
mètre 4,9, a, tout le long d’une parallèle quelconque aux z, même 
valeur qu’aux points de celle-ci situés à l’infini, à où s'annulent les 
trois dérivées secondes de v, composant 4,v,. On aura donc A,®, = 0; 
et le potentiel w, jouira bien des propriétés nécessaires pour repré- 
senter les fonctions que l’on a en vue. 

Il peut être bon de remarquer que ce deuxième potentiel logarith- 
mique +, se ramène au précédent w, et au potentiel direct fr dm, avec 
introduction de la distance z de la couche au point potentié. L'on a, 
en effet, identiquement, d’après (42), | 


(41), devenue 4, 


do 
dz 


(44) Paso iront — frdm. 

Aussi le second potentiel logarithmique et le potentiel direct se 
suppléent-1ls dans certaines questions où figure en même temps, tout 
au moins par quelqu'une de ses dérivées, le premier potentiel loga- 
rithmique. 


COMPLÉMENT A LA TRENTE-SIXIÈME LECON, 


CONSACRÉE A L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 
DU PREMIER ORDRE. 


SOLUTIONS SINGULIÈRES, SOLUTIONS ASYMPTOTES, LIEUX DE RÉU- 
NION OU DE SÉPARATION D’INTÉGRALES; ÉQUATIONS DE RICCATI 
ET DE CLAIRAUT, ETC. 


361*. — Unité de l'intégrale générale. 


Il importe de bien se rendre compte d’une circonstance (1) concer- 
nant l'expression f(x, y) de y', qui seule rend possibles les réunions 
ou séparations d’intégrales dont il vient d’être parlé, et qui, montrant 
le caractère exceptionnel des systèmes de valeurs de x et y pour les- 
quels ces réunions ou bifurcations se produisent, permet de prouver 
qu’il n'existe qu'une seule intégrale générale y — F(x,7,). 

Soient x et y un des systèmes de valeurs dont il s’agit, ou (x, y) 
un point tel qu'il soit possible d’y faire passer deux courbes diffé- 
rentes représentant des intégrales. Si j'appelle y et Y les ordonnées 
courantes de ces courbes, on aura, par hypothèse, en tous leurs 
Doi noir) = tr M) et, d'ailleurs;;la différence V7 
des ordonnées sera nulle pour la valeur de æ correspondant au point 
spécial considéré. Il viendra, par suite, évidemment, en partant de 
cette valeur spéciale æ et s’arrêtant à une valeur infiniment voisine 


AS, 
THE HE 
@) Y-y= ff, Gr ff Ve N-/arlar 


Mais la fonction continue f(x, Y)— f(x, y), où y, Y dépendent 
de æ, et qui est nulle à la limite inférieure de l’intégrale, ne peut que 
varier dans un même sens, ou, autrement dit, s'écarter sans cesse de 
zéro, pendant que æ varie dans l'étendue £n/finiment petite e. Donc, 
la plus forte valeur de cette fonction, entre les limites, est celle, 


(*) Voir la Partie élémentaire, p. 180. 
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V7 \ 


f(æ+:, Y)— f(x +, y), qu'elle prend à la limite supérieure, et le 
dernier membre de (2) se trouve moindre, en grandeur absolue, que 


[f(d+e, Y)— f(x +e, y)] 1 dr=[f(orav) JE RE 


La relation (2) donne, par conséquent, 


Y— y <[f(x +e, Y)— f(x +e, y)le, 
(39 (en val. absolue) f(r Head) fe Fer) 


I 
ou Y—y ES 


Faisons tendre maintenant € vers zéro. Le second membre de la 
dernière inégalité deviendra infini, ainsi que le premier, à plus forte 


‘ ; : , 2 NA A TEE 
raison ; et, d’ailleurs, ce premier membre, qu'on peut écrire 
d'f(æ, y) 
(en posant Ay — Y — y), tendra vers RS EN Te On aura 
dy Jr 7) 


C’est donc tout au plus pour les systèmes de valeurs de x et y qui 
£ ! 

rendent infinie la dérivée partielle Le) = D, ou nul son in- 
verse, que deux intégrales différentes peuvent se réunir ouse séparer. 
Or égaler à zéro l'inverse de f,(x, y), c’est poser entre x et y'une 
certaine relation, qui représente bien une courbe quand on peut en 
urer pour y des valeurs finies en fonction de æ; mais qui, dépourvue 
de constante arbitraire, n’exprime jamais une famille de courbes cou- 
vrant une partie finie du plan ou permettant de se donner arbitraire- 
ment dans un certain intervalle, pour toute valeur x, de æ choisie 
comme valeur initiale, la valeur correspondante y, de la fonction. 
Donc, il n'existe qu'une seule intégrale générale y —F(x, Yo); et, 
quand l’équation y'— f(x,y) admet en outre quelque autre inté- 
grale, c’est-à-dire une solution singulière, on l’obtient en cher- 
chant, parmi les valeurs de y, fonctions de x, qui vérifient l’équa- 
tion f,;(x, y) =+ oo, s'il en est dont la dérivée égale constamment 


f(x, 7): 


362*., — Calcul direct des solutions singulières et des systèmes de va- 
leurs des variables pour lesquels des réunions ou des séparations 
d’intégrales sont possibles. 


Ainsi les solutions singulières, quand elles existent, se trouvent en 
résolvant par rapport à y l'équation f/(x, y) = %, sans qu’on ait 
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besoin d’effectuer aucune intégration. Et lorsque les valeurs en fonc- 
tion de æ ainsi obtenues n’ont pas leur dérivée y' constamment égale 
à f(x, y), ou qu’elles n’expriment pas des solutions de l'équation 
proposée y'— f(x, y), elles continuent, du moins, à représenter les 
seuls systèmes de valeurs de x et y, les seules lignes (à abscisse x 
variable), où puissent venir se raccorder mutuellement diverses inté- 
grales particulières, c’est-à-dire diverses courbes ou branches de 
courbe de la famille représentée par l'intégrale générale y = F(x,70). 

Dans la plupart de ces cas, il est vrai, la fonction f(x,7y), qui 
exprime y’, et que nous supposons bien déterminée, comportera ce- 
pendant, partout ailleurs que sur la ligne f;(x,y) =, plus 
d’une valeur; car deux arcs distincts ne peuvent avoir leur terme ou 
leur origine en chaque point de la ligne f,(æ, y) =Æ#+ et (comme il 
arrive généralement) d’un même côté de celle-ci, sans que des croise- 
ments s’y produisent dans le voisinage, vu qu’un seul système de pa- 
reils arcs suffit pour y couvrir l’espace. Mais les valeurs de y, à 
adopter pour la formation d’une intégrale ou le tracé d’une courbe, 
n’en seront pas moins, comme nous l'avons admis, déterminées de 
proche en proche, sinon par l'équation différentielle toute seule, du 
moins avec le concours de la loi de continuité. 

Celle-ci, en effet, obligera de choisir à chaque instant une valeur 
de y’ faisant suite à la précédente, c’est-à-dire n’en différant qu'infi- 
niment peu; de sorte que l’indétermination se produira seulement 
aux points où deviendront égales deux valeurs de y’. Or ce n’est que 


4 


: 1 JR : 
sur la ligne même f,(x, y) =, ou Le — + w, que survient une 


telle circonstance, quand il s’agit, comme nous l’admettons implicite- 
ment, de ces associations de valeurs de y’ opérées, en chaque point 
(æ, y), par une équation de la forme f(x, y, y') —0, avec premier 
membre, f(x,y,7"), fonction continue, et à dérivées partielles pre- 
mières continues, de æ, y, y’. Car, alors, pour une valeur fixée quel- 
conque de æ, mais des valeurs variables de y, deux racines y’ de l’é- 
quation f(x, y, y') — 0, racines que j'appellerai respectivement y/ et 
y'+ =, ne pourront devenir égales, sans que, e s'évanouissant, le rap- 


ÿ SE ! 
port identiquement nul ÉRpEPeE (CEESN devienne finalement 


la dérivée partielle f,, (x, y, y’). Aïnsi, tout point (x, y) où deux ra- 
cines y’ seront égales donnera f;,—0o; et comme, de l'équation 
f(æ, y, y’) — 0, où l’on fait varier y et y’, il résulte 
(5) Al + #L ay 0; c’est-à-dire che = Dry) ) 

dy dy dy dy fra y T ) 
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on y aura bien, généralement, ce = ©, OÙ fi (5, F7) RCE 

Toute courbe de la famille, dès qu’on l’astreindra à présenter en 
un de ses points (xs, ÿ9), non situé sur la ligne f,(x, y) ==, 
une pente y, égale à une certaine racine de l'équation proposée 
f(Los Vos Yo) — 0, Se trouvera donc parfaitement définie de proche 
en proche par cette équation différentielle f(æ,y,y')=0, ou 
J'=f(x, y), jusqu'au point où elle atteindra la ligne f;(æ, y) = c. 
Mais, à partir de ce point, la suite du tracé ne sera généralement 
plus déterminée par l’équation différentielle seule; car, d'ordinaire, il 
y aboutira ou il en partira plusieurs arcs la vérifiant également, soit 
que certains de ces arcs fassent suite au précédent, sans aucun brusque 
changement de direction de la tangente, comme il arrive surtout dans 
le cas d’une enveloppée aboutissant tangentiellement à son enveloppe 
et qui se continue au delà, où elle est aussi continuée par l’enveloppe 
même, soit que, au contraire, les arcs dont il s’agit ne soient pas les 
prolongements les uns des autres, mais, par exemple, émanent du 
point considéré, ou y aboutissent, suivant la même direction, de ma- 
nière à ne se faire suite mutuellement, et à ne pouvoir être associés, 
qu’à la faveur d’un rebroussement. La détermination de la courbe 
devra donc, généralement, aux points où f,(x, y) = 0, être com- 
plétée par des conditions accessoires, telles que serait la supposition 
d’une équation finite unique y — F(x, y,) sur toute la longueur, sorte 
d'extension de la loi de continuité, qui empêcherait de passer d’une 
enveloppée à l'enveloppe, ou vice versa, etc. : 


363*. — Propriété qu'ont ordinairement ces systèmes de valeurs, de re- 
présenter des enveloppes, tangentes ou non à leurs enveloppées ex- 
primées par l'intégrale générale. 


La propriété dont jouit la ligne f/(x, y) —Æ# , de fournir tous 
les points (x,y) de réunion ou de bifurcation des intégrales de 
l'équation proposée y'— f(x, y), fait, en général, de cette ligne, 
quand elle existe, ou de certaines de ses branches, une limite sépa- 
rant la partie du plan couverte par les courbes y — F(x, ), de celle 
qu'elles n’occupent pas, ou, autrement dit, l'enveloppe de la famille 
de courbes, en comprenant, sous ce nom d’enveloppes, même des 
lignes limites non tangentes aux enveloppées, 

En effet, observons d’abord que, dans le cas le plus simple, quand 
une famille de courbes ne couvre pas tout le plan (t. I, p. 195*), ou en 
partage l'étendue avec d’autres familles, chaque bord du champ 
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qu'elle occupe constitue une ligne asymptote de la famille, comme le 
montre (t. 1, p. 242*) l'exemple du faite et du thalweg des lignes de 
pente sillonnant un même versant du sol, vues en projection horizon- 
tale. Ce cas est bien le plus simple, le plus conforme à l'hypothèse 
d’une continuité parfaite et d'une complète détermination analytique 
des courbes, puisqu'il ne s’y produit nulle part de croisements de 
celles-ci, ni même de réunion ou de séparation de rameaux leur appar- 
tenant. Il n’y a donc pas alors d’intégrales singulières, ni de racines 
égales y! de l'équation f(x, 7,7!) —o, et, par suite, la courbe 
JKt, y) = + n'existe généralement pas, du moins dans l'étendue 
considérée. 

Mais exceptons ce cas et admettons, par conséquent, que les courbes 
de la famille y —F(x,7,) puissent atteindre le bord de l’espace où 
elles sont contenues. Alors il faudra : 1° ou bien, que ces courbes, en 
y arrivant, ne cessent pas d’être continues et se prolongent sans dévia- 
tion sensible, rasant ainsi le bord qui constituera dès lors une enve- 
loppe au sens ordinaire et représentera en général une solution sin- 
gulière de l'équation y'— f(x,7); 2° ou bien, au contraire, que ces 
courbes y soient discontinues, circonstance impliquant presque tou- 
jours (vu la rareté des points d’arrêt et des points anguleux) un ren- 
versement brusque de la direction de leur tangente, et qui fera, par 
suite, du bord, alors ligne de rupture pour les courbes de la famille, 
le lieu de leurs rebroussements ou des points de soudure de leurs 
branches interrompues, mais mutuellement tangentes. Or, dans les 
deux cas, la limite, l'enveloppe, se trouve constituée par des points 
de réunion ou de séparation d’intégrales; d’où il suit qu’elle a bien 
son équation comprise dans la formule f;(æ, y) = (*). 


365*. — Des solutions qui rendent infini le facteur intégrant et, notam- 
ment, des intégrales soit singulières, soit asymptotes. 


La connaissance du facteur d’intégrabilité v (2?) ne conduit pas seule- 
ment à l'intégrale générale (x, y) — c, dont elle ramène la recherche 
à l’effectuation de certaines quadratures : elle permet aussi d'obtenir, 


(*) Le géomètre philosophe Cournot, Inspecteur général des Études, avait déjà, 
en 1841, reconnu, sur des équations différentielles du premier ordre et du second 
degré, ce fait, que la ligne limitant le champ des courbes définies par une telle 
équation ne leur est généralement pas tangente, mais constitue le plus souvent 
pour elles un lieu de points de rehroussement ( Traité élémentaire de la théorie 
des fonctions et du Calcul infinitésimal, par M. Cournor, 1841; t. IE, p. 343.) 

(2) Voir la Partie élémentaire, p. 185. 
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sans sommation d'aucune sorte, certaines solutions de l'équation dif- 
férentielle proposée y'— f(x, y) — 0, mais surtout celles qui ne sont 
pas comprises dans l'intégrale générale, c’est-à-dire les solutions sin- 
gulières. 

En effet, la première formule (6) [p. 182], en y supposant d’abord 
y fonction quelconque de +, donne identiquement 


3 Ode TN RO TRE ARRETE 
(9 a 2 +4)= (+r)-5 SE 
Fr 


et elle montre que l'annulation continue de y'— f, c'est-à-dire la vé- 
rification, par y, de l'équation différentielle y!'— f(x, y) — 0, revient 
à rendre sans cesse nul l’un des deux facteurs du dernier membre, 
savoir, la dérivée complète de vw, ou l'inverse de la fonction ? de æ 
et de y. Or, dans le premier cas, y varie avec æ de manière que 
deg — 0, ou de manière que le mouvement du point (æ,y) se fasse 
le long d’une des courbes représentées par l'intégrale générale 


. 4 I \ e 
ow(æ,y) = c. Donc il ne reste qu’à poser = —=0; c'est-à-dire  — +, 


si l’on veut pouvoir satisfaire à y'— f — o autrement que par une des 
intégrales particulières y — F(x, y,) de la famille (x, y) = c. Ainsi, 
toute solution de l’équation différentielle, qui échappe à l’intégrale 
générale, rend nécessairement infini, d’une manière continue, 
le facteur d’intégrabilité; d’où il suit que les solutions singulières, 
lorsqu'il y en aura de telles, se trouveront comprises parmi les fonc- 
tions y de x obtenues en posant p — +. | 
Mais il importe d'observer que cette équation p — Æ æ pourra don- 
ner, en outre, certaines intégrales particulières remarquables. 
Supposons, par exemple, le paramètre c assez bien choisi, pour que 
son changement Ac, entre deux courbes voisines o(x,y)=c et 
(x, y) = c+ Ac, donne une idée de leur plus grand écart mesuré 
parallèlement à l’axe des y, ou soit de l’ordre de la plus grande diffé- 
rence existant entre les deux fonctions y exprimées par ces courbes ; 
et bornons-nous, en conséquence, au cas, le mieux défini dans cette 
question, où la différence F(x, yo+ AYo) — F(æ,7,) de deux inté- 
grales voisines ne dépasse pas, quel que soit +, une certaine limite. 


Alors le facteur d’intégrabilité 6, qui n’est autre que la dérivée 23 


et qui mesure, en chaque point (+,7) du plan, la rapidité de varia- 
on du paramètre c — w(x, y) le long d’un chemin dy parallèle aux y, 
ne pourra devenir infini qu'aux endroits où les deux courbes séparées 
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par un pareil élément linéaire dy auront entre leurs deux paramètres € 
une différence dc infiniment supérieure à dy et, par suite, présenteront 
quelque part, entre leurs ordonnées, un écart incomparablement plus 
grand que dy. Ainsi, l'équation 6 — + caractérisera les points du 
plan où des courbes voisines, de la famille &(x, y) —c, éprouveront 
un rapprochement relatif infini. Or si cette circonstance se produit, 
en une suite de points (æ, y), pour des courbes de la famille ayant 
leur paramètre c bien déterminé, ou, autrement dit, si les valeurs de c 
ysont finies, la ligne qu’ils jalonneront sera tangente à toutes ces courbes 
(t. I, p. 182*), qu'elle enveloppera le plus souvent (t. I, p.185*) : elle 
représentera donc, en général, une solution singulière, conformément 
au résultat de la démonstration précédente. Mais si, au contraire, la 
dérivée # de # en y n’est infinie, aux points (x, y) considérés, que parce 
que la fonction c—+(x, y) s’y trouve infinie elle-même, cas où des 
courbes c— (x, y) déterminées, c’est-à-dire à paramètre c fini, ne 
peuvent pas atteindre ces points (x, y), mais seulement en approcher 
autant qu'on veut, la branche correspondante de la ligne  — + 
sera évidemment une courbe asymptote de la famille (t. I, p. r91*), 
qu'il lui arrivera souvent d’envelopper, comme on a vu ci-dessus 
(pp. 232* et 233*). Réciproquement, toute courbe asymptote de la fa- 
mille s’obtiendra (t. 1, p.192‘) en posant c—#%(x,y)—2+# , et aussi, 
de do 
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par suite, sur toute sa longueur, 


On voit donc que l’équation  — + fournira, outre les solutions 
singulières, les intégrales particulières extrémes ou limites données 
par l'hypothèse c — Æ w, et qui comprennent les systèmes de valeurs 
de æ et y auprès desquels, sans qu’ils appartiennent à des solutions 
singulières, les intégrales éprouvent des rapprochements relatifs aussi 
grands que l’on veut. Les lignes représentées par ces solutions étant 
des courbes asymptotes de la famille, du moins dans la supposition 
faite de différences F(x, y5+ 470) — F(x,7,) partout limitées entre 
ordonnées y de courbes voisines, il est naturel d'appeler intégrales 
asymptotes (1), ces solutions c — + « elles-mêmes. 


366*. — Analogies des intégrales singulières et des intégrales asymptotes ; 
plus grande fréquence de celles-ci. 


Ce n’est pas seulement par la propriété de rendre le facteur d’inté- 
grabilité infini (sous les réserves indiquées) et par celle d’envelopper le 


(:) Comme je l’ai fait dès 1878. 
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plus souvent le champ d’une même famille d’intégrales partout con- 
tiguës chacune à la suivante, que les solutions asymptotes se montrent 
analogues aux solutions singulières. Leur asymptotisme même, c’est- 
à-dire le rapprochement éndéfini qu'elles présentent, sur tout leur 
cours, avec les autres intégrales d’une même famille, savoir, avec cha- 
cune à tour de rôle, et successivement avec toutes, en fait le lieu de 
réunion ou de bifurcation de celles-ci, non pas, il est vrai, d’une ma- 
nière absolument rigoureuse, ce qui n'appartient qu'aux solutions 


2 GA ’ , « d' : 
singulières ou plus généralement à la courbe Fa =}, (TS; PIRE 


mais avec une approximation indéfinie, équivalant à l'exactitude au 
point de vue pratique. Et on le voit, en effet, par l’exemple des faites 
et des éhalwegs du sol, expressions d’intégrales bien plus souvent 
asymptotes que singulières de l’équation différentielle des lignes de 
plus grande pente, qui s’en détachent ou s’y réunissent sensiblement. 
Grâce à cet important caractère, les intégrales asymptotes tiennent, 
en quelque sorte, le milieu entre les intégrales particulières ordi- 
naires et les solutions singulières, qu’elles suppléent ainsi dans une 
certaine mesure, comme voies de communication continues entre les 
intégrales particulières, quand l'absence de valeurs infinies de la dé- 
rivée f,;(æ,7) pour des valeurs finies de æ et y met obstacle à 
existence mathématique ou parfaite de pareilles voies. 

C’est précisément la vérification inévitable par les solutions singu- 
lières, de la condition f/(æ, y) = +, qui rend ces solutions beau- 
coup plus rares, dans l'Analyse, que les intégrales asymptotes. Car 
une telle condition, bien que compatible avec la graduelle variation 
de la fonction même y/— f(x, 7), ne l’est pas avec celle de ses déri- 
vées en y; d’où une restriction suffisante pour l'empêcher de se pro- 
duire dans les cas de continuité parfaite, qui sont les plus simples. 


S'il s'agit, par exemple, de l'équation différentielle J'= des 


lignes de pente, sur une surface dont l’ordonnée verticale 3 — f(x,y) 
a pour dérivées partielles p et qg, l'expression f,(&,7), ou a. (2) ) ne 
sera infinie en un point (x, 7) [dans l'hypothèse pZo, permise, sauf 
en un sommet, moyennant un choix convenable de l’axe des x], que 
si l’une des dérivées secondes #, s de 3 devient infinie, ce qui rendra évi- 
demment infinies l’une au moins des deux courbures principales de la 
surface en (x, 7,2) et, par suite, la courbure de presque toutes les 
lignes de la surface qui s’y croisent. Il faudra donc, pour qu’un faîte 
ou un thalweg exprime une intégrale singulière, ou soit atteint tan- 
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gentiellement, et non asymptotiquement, par les lignes de pente 
voisines, que, sur toute sa longueur, des sections transversales faites 
dans la surface aient leur rayon de courbure nul: circonstance évi- 
demment exceptionnelle, quoique n’impliquant aucune discontinuité 
du plan tangent, ou l’existence d'aucune aréte. 

On le voit aisément dans le cas d’une surface cylindrique bte one 
ou vallée aussi simple que possible) ayant ses génératrices, de pente a, 
parallèles au plan des zx, ou représentées par l'équation :—ax+const., 
avec une directrice, dans le plan des 3y, exprimée par une relation 
de la forme 5 — by" et symétrique de part et d’autre de l’axe vertical 
des z; en sorte que son faîte ou thalweg soit évidemment, en projec- 
uon horizontale, la droite y —0o, c’est-à-dire laxe même des x. 
Comme, dans l'équation 3 — ax + const. d’une génératrice, la con- 
stante, valeur de z pour æ = 0, devra être by”, la relation représen- 
tant la surface sera z — ax + by", et il viendra, pour l’équation dif- 


férentielle y’ — T des lignes de pente, 


ne L 
dy — TT yr-1 ou dx == pain dy. 


10 A4 A» 


(8) 


En intégrant à partir du point, dont j'appellerai x, l’abscisse, où 
une ligne de pente considérée se détache du faîte ou aboutit au 
thalweg, jusqu’au point (x,y) où son écart d'avec cette ligne, en pro- 
Jection horizontale, prend la valeur quelconque y, il vient 


MES 71— f — É Te n 
(9) È Dos _ 1 Ar fe bn fe DT 


L'intégrale qui exprime la distance x — x,, suivant les +, employée 
à produire l'écart y, est donc /inte, à la condition nécessaire et suffi- 
sante que l’exposant », dans l'équation 3 — b y" d’une section trans- 
versale, n’atteigne pas la valeur 2; ce qui exige bien que, pour y —0, 
la courbure de cette section soit infinie, mais sans rebroussement ni 
discontinuité de la tangente tant que 2 surpasse lunité. Si, par 
exemple, l'équation der cette section est 3° — b*y*, ou, celle de la 
surface, 


Le 


(10) (z— ax) = bsyt, c’est-à-dire z—=ax+byi, 
1 
il vient » — = et, la relation (9) devenant 
d 
O4 18b\3 
11 T—kX= y" où 2 — ) (x — x) 
(11) 0 = 359 J be ( 0), 
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les lignes de plus grande pente sont, en projection horizontale, des 
secondes paraboles cubiques, qui se raccordent bien à distance assi- 
gnable, savoir, en leur point de rebroussement, avec le faite ou thal- 
weg y — 0, leur axe de symétrie. 

Dans le cas, que l’on doit regarder comme ordinaire, d’une cour- 
bure finie de la section transversale en son sommet y —0, la para- 
bole : — ay" est du second degré. On a donc nr — 2, et la seconde 


a aC 
— log — une constante ar- 


: I intégrée donne, en appelant — 
équation (8)intég ne, en appelar ZE me 


bitraire, 


7 a te a | a CG nee 20V 20Y 
12 T = — œ lo no ou U 
Dh. PB ab l ab lib OC 


Comme un choix convenable de l'unité de longueur permettra évi- 


20% ,2by + r 
; et Fe par les quantités proportionnelles æ 


demment de remplacer 


et y, l'équation (12) des lignes de plus grande pente, simplifiée autant 
que possible, sera y. — Ce. Ces lignes ne diffèrent donc pas, toujours 
en projection horizontale, de la famille de logarithmiques étudiée à la 
fin de la XIVème Lecon (t. I, p. 196*) et qui a bien l’axe des x pour 
ligne asymptote, comme nous l’avons reconnu au même endroit. 


369*. — Absence d'intégrales singulières et d'intégrales asymptotes 
distinctes, dans l'équation linéaire. 


Le facteur intégrant de l'équation linéaire y'+ Py—Q étant la 
quantité effd*, qui dépend de æ seul, la relation qu'on obtient en 
l’égalant à l'infini revient à poser fPdx —, équation vérifiée tout 
au plus pour les valeurs de + qui rendent infinie la fonction P, mais 
non par aucune fonction y de x. L’équation linéaire n’admet donc 
pas de solution singulière; ce que l’on déduirait aussi de l'expression, 

! 
— P, de la dérivée 


4 Ya 


dy? où y’ est ici — Py +0, dérivée nécessaire- 


ment infinie pour tous les systèmes de valeurs x et y correspondant 
à une solution singulière. 

Observons d’ailleurs que l'expression générale (21) de y [p. 186], 
étant linéaire par rapport à la constante arbitraire c, donne, lorsqu'on 
y augmente cette constante de Ac pour obtenir l'écart ou la différence 
de deux intégrales particulières voisines, Ay — e-{P4x Ac, expression 
absolument indépendante de c ou faisant varier en fonction de x, 
dans le même rapport e-/P4x, ]es écarts mutuels des diverses inté- 
grales particulières, qui, par suite, se rapprochent ou s’éloignent 
toutes à la fois. 
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Si done chaque écart Ay a un maximum que l’on puisse prendre 
comme terme de comparaison pour Ay, ce maximum se produira 
pour une même valeur de la variable, quelle que soit l'intégrale par- 
ticulière d’où l’on part, et l'écart relatif obtenu ne sera infiniment 
petit sur tout le cours d'aucune intégrale : il n’y aura donc pas de s0- 
lution asymptote. Ce cas se présente, par exemple, quand P — 2x; 
d’où il résulte Ay — e-** Ac, expression qui atteint sa plus grande va- 
leur absolue, Ac, pour x — 0. L'écart relatif de deux intégrales quel- 


A A - 
conques est donc alors le rapport _ ou e-*, fonction de x seul, 


évanouissante quand æ =, mais non pour un système spécial de 
valeurs de y propre à définir une solution asymptote, c’est-à-dire cor- 
respondant à une suite continue de valeurs finies de x. 

Si, au contraire, la fonction e-JP4% beut grandir au delà de toute 
limite, deux intégrales ne présentant, pour Ac assez faible et pour 
une valeur assignée quelconque de x, qu'un écart e-fP4Z Ac insen- 
sible, c’est-à-dire inférieur à telle petite quantité donnée qu’on vou- 
dra, offriront entre elles, au contraire, un écart notable, aussi grand 
même qu'on le voudra, pour d’autres valeurs de +, prises suffisam- 
ment voisines de celles qui rendent infinie positive l'expression 
— fPdx. Donc chaque intégrale particulière pourra être dite asym- 
ptote, c'est-à-dire être considérée jusqu'à un certain point, sur tout 
son parcours, comme un lieu de réunion ou de séparation d’intégrales. 
Mais, par le fait même, il n’y aura encore pas d’intégrale asymptote 
distincte, aucune ne l’étant plus que les autres. 

Cela arrive, par exemple, quand l’équation est simplement 


DAC EU STDaniSuile D Cet LOU, aussi, quand y'=—Ÿ 


T 


R c \ : 
(d'où y —£ ou ay=c); cas où ce n’est plus pour æ—, mais 


x 


bien pour æ — 0, que la fonction y devient infinie. On reconnaîtrait 
d’ailleurs aisément que, dans ce dernier exemple, où les courbes re- 
présentées par l'intégrale générale sont des hyperboles équilatères, 
comme dans le précédent où c’étaient des logarithmiques (t. [, p. 197*), 
la famille comprend une véritable et unique courbe asymptote, obte- 
nue en faisant c — 0, c’est-à-dire æy — 0, et composée par conséquent 
des deux asymptotes rectilignes de la famille. Il suffirait, pour cela, 
d'observer que, d’après une propriété caractéristique du paramètre 
différentiel du premier ordre A, de toute fonction de point, telle que 
c—æx7y, la plus courte distance d{ de deux courbes voisines à para- 
mètres c et c + dc se trouve donnée, en chaque point (x, y) de l’une 
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d’ell ul c t rectangles la relati DR 
(En es,-quan ESRAXEÉSASONLTEeC ang es, par a relalion 1C ou 


AR 
al ee qui, vu l'expression actuelle A,(æy) —=Vy?+ x? de A,c, 
À, À 
devient ici 
de de de 
AAA — 


Va+pi V@ry}+ozy Very} nc 
L'écart absolu d{ a donc pour maximum, entre deux mêmes hyper- 


boles, sa valeur 


— correspondant à y —+ x; et l'écart relatif, 


Es ms 2 C 
. \ Jor : Er grue 
quotient dé l'écart absolu parce maximum, est Fa H22y 
œ? a AL œ? a+ y?° 
fonction s’annulant bien quand æxy — 0. 
370*. — Simplification d'une équation quadrinôme et sa réduction, dans 


certains cas, à l'équation trinome de Bernoulli : équation de Riccati. 


Pour aborder des équations plus complexes que celle de Jacques 
Bernoulli, les successeurs de ce géomètre ont ajouté au second 
membre de son équation un terme, R, fonction de æ seul; ce qui leur 
a donné le nouveau type, à quatre termes au lieu de trois, 


dy à 
(29) OT MES) EN 


mais ils n’ont pu réussir à y séparer les variables que dans des cas 
très particuliers. Il est bon cependant de connaître quelques simplifi- 
cations qu'ils y ont opérées, 

La principale, également utile dans d’autres questions (!), et dont le 
but ici est de faire disparaître le second terme, consiste à poser y = «a, 
Y étant une nouvelle fonction inconnue destinée à remplacer y, 
tandis que + désigne une fonction spéciale de x, à choisir en vue de 
la réduction projetée. Comme le premier membre y'+ P y de (27) de- 
vient alors a Y'+ (a+ Pa)Y, il suffit, en effet, d'y poser «+ Pa —=o, 
c'est-à-dire de prendre « — e-JPd*, pour faire disparaître le second 
terme, et l'équation (27), divisée par la fonction « ainsi déterminée; 


a sie MAS ANR Re : 
se trouve réduite à Ÿ'— Qu’-1Y? + —. Elle est donc bien encore de la 
(64 


forme (27), mais sans second terme; et nous pourrons l'écrire désor- 


(*) Voir plus loin les n° 384* et 385*. 
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mais, en modifiant les notations, 
(28) De = Q y" + KR. 


Une nouvelle réduction consistera à y faire disparaître la fonction Q 
par un changement de la variable indépendante, savoir, en y suppo- 
sant y exprimé en fonction non de æ, mais, par exemple, de la quan- 


. Ld 2 e LL . “ e dt 

tité que définit la relation {— —f Q dx, demanière à avoir = (id 
x à YA à aol : dy 

r suite, de manière que — , égal à —-— ——, devienne —Q —. 

PRES A Chiers dt dx’ 6 dt 

L'e . 28 divice A ) st al dy L n R - et 

‘équation (28), divisée par — Q, est alors NN 0 2 


y supposant le dernier terme exprimé en fonction de {, puis appelant 
encore R ce terme ainsi modifié et x la nouvelle variable #, il vient, 
en définitive, 


(29) # +yi=R, 

Donc, non seulement l’équation (27) a perdu un terme; mais, de 
plus, une seule fonction de +, désignée par R, y remplace les trois 
fonctions données P, Q, R de la variable primitive. 

Quand on pose, dans (29), » — 2, valeur la plus simple possible de 
cet exposant, et qu’on y prend R de la forme monôme ax”, cette 
relation, devenue 


(30) y arr, 


s'appelle équation de Riccati, du nom du géomètre italien qui l’a 
étudiée le premier, vers 1720. Mais on n’est parvenu à l'intégrer, 
sauf en série ou par des intégrales définies (comme nous verrons au 
n° #17*), que pour certaines valeurs négatives de m, telles, que l’on 
sache alors, ou directement, ou par des transformations successives 
(qui séparent du reste les variables), former une intégrale particulière 
de l'équation. Cette intégrale, que j'appellerai f(x), est une expres- 
sion algébrique (rationnelle sinon toujours en +, du moins par rap- 
port à une racine de æ), formée par conséquent de manière que la 
somme f'(æ) + f(x)? se réduise à un monôme auquel on prend juste- 
ment égal le second membre ax” de l'équation. Par exemple, les 
trois fonctions 


f(æ)= une constante ÿa, fm =(i+t/i+e)£ f(æ) = 


B. — II. Partie complémentaire. 16 


I 
Pr 
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donnent à la somme f'(x) + f(x)? les trois valeurs a, ax?, axæ”#, 
ce qui en fait des intégrales particulières de (30) dans les trois cas 
respectifs (les plus simples et les seuls d’intégrabilité où l’exposant 
soit entier) m—0, m——2, m——{4. Or, dans tous ces cas où l’on 
connaît ainsi une intégrale particulière y — f(x) de l'équation de 
Riccati, il est facile d’en effectuer ou, du moins, d’en ramener à des 
quadratures, l'intégration générale. 

En effet, dès que l’on connaît une solution y — f(x) de l'équation 
(30), prise même avec un second membre R fonction quelconque 
de æ, au heu de ax”, et sous la forme non réduite 
(31) ORPI OUR 

die à 4 
qui résulte de (27) par l'unique supposition » — 2, l'intégration com- 
plète de cette équation (31) se ramène immédiatement à celle d’une 
équation de Bernoulli et, par conséquent, à deux quadratures. On le 
voit en remplaçant, dans 31), R par sa valeur 


J'(x)+ Pfx)— Qf(x}, 
que donne la substitution de f(x) à y. Il vient alors 


d ie | | RENNES 
LS) PIYE SNS QD CIE QE CMS 
Adoptons-y pour nouvelle fonction à déterminer la différence y — f(x), 
seule inconnue qui figure dans le premier membre. En l'appelant w, 
ou posant y — f(x) + u, le troisième membre égalera Q u[u + 2f(x)]; 
et l'équation obtenue, écrite 


du 


(32) TOOLE GE) ]a QUE 
rentrera bien dans le type (22) [p. 187] de celle de Bernoulli, réduit 
même au Cas 2 — 2. 


371*. — Troisième type : équations qui s'intègrent par différentiation, 
| comme celle de Clairaut. 


Considérons enfin, comme dernier exemple général, une équation 
différentielle en x, y et y', non résolue par rapport à y’, contraire- 
ment à ce que nous admettions jusqu'ici, mais résolue, ou aisée à ré- 
soudre, par rapport à l’une des deux variables x et y, dont chacune 


peut être prise comme variable indépendante (sauf à remplacer, s’il le 
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2 


: j LE MNT U MRLES CN", 
faut, y’ ou — par l'inverse de - æ' }. Supposons, pour fixer les 
à dx dy 


idées, qu'on ait choisi comme fonction inconnue y celle des deux va- 
riables par rapport à laquelle l'équation a été ou résolue,ou du moins 
ramenée au premier degré; et prenons, par conséquent, celle-ci sous 
la forme 


(33) ay =f{ay") 

a désignant un coefficient constant, réductible à l’unité, sauf dans le 

cas exceptionnel (mais digne de remarque) où il s’annule. 
Différentions cette équation (33) et observons que y’ est, comme y, 

une certaine fonction de +. Il viendra 


LÉÉAEN |] LICE Ta) art 
Le JIM di(tir:) dy 


3 dy" AV — fr(x, y) 
MN Br y A PE ne OU —— — = 


dx de ter 


! 


équation différentielle, en æ et y’, qui se trouve, comme on voit, 
toute résolue par rapport à la dérivée de y', et qui est, par suite, du 
moins à ce point de vue, beaucoup plus simple que la proposée (33 
en æ et en y. Si on sait l'intégrer, et qu'on obtienne ainsi, en fonc- 
tion de x, l'expression générale de y’ affectée d’une constante arbi- 
traire c, cette expression de y', substituée dans (33), où je suppo- 
serai & différent de zéro, donnera la formule cherchée de y. 

Clairaut a eu le premier, en 1734, cette ingénieuse idée de faciliter 
ainsi l'intégration de certaines équations différentielles en les diffé- 
rentiant, opération qu’on aurait cru plutôt devoir éloigner du but. Il 
l’a appliquée à équation, qui porte son nom, 


(35) V= Ye Ho(y ), 


LI 


où désigne une fonction quelconque d’une seule variable. Cette 


; es 2. dy" AR 
équation, différentiée, donne y'=y'+[x++"(y")] = c'est-à-dire, 


en supprimant le terme commun y’ et multipliant par dx, 


(36) [x +o'(y)]dy'= 0. 


Un facteur d'intégrabilité est évidemment l'inverse de x + w'(y’); 
et son emploi conduit à l’équation simple dy'— 0. L'intégrale géné- 
rale de celle-ci étant y'—c, la valeur c de y', portée dans (35) 


donne 


? 


(37) = cr+a(c) 


équation du premier degré en æ# et y. Donc l'intégrale générale (35) 
de l’équation proposée (35) représente une famille de lignes droites. 
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Mais. la relation (36) est aussi vérifiée en annulant l'inverse, 
æ + %'(y"), du facteur d’intégrabilité, ce qui conduit, comme nous le 
savons, à la solution singulière. Effectivement, si l’on tire y! de 
l'équation + + 0'(y') — 0 pour en porter la valeur dans (35), ou, vu 
la possibilité d'appeler c la quantité y’ qu'on élimine, si l’on tire c de 
l'équation æ + %'(c) —o, pour en substituer la valeur dans (33), on 
fait précisément les calculs qui arriveraient à déterminer l'enveloppe 
de la famille des droites (37), puisqu'on élimine c entre l’équation (35) 
et l'équation 2 — 0, c’est-à-dire æ + 0'(c) — 0. Ainsi, la courbe lieu 
des points (x, y) représentés par l'équation résultante n’est autre que 
l'enveloppe de la famille (35) de droites, conformément à ce que nous 
avons observé plus haut (p. 233*), que la solution singulière corres- 
pond bien à l’enveloppe de la famille de lignes exprimée par Pinté- 
grale générale. 

On voit que l’équation de Clairaut était très propre à mettre en 
vue l'existence des solutions singulières, ainsi que leur importante 
propriété géométrique (qui en fait le lieu des réunions ou des sépa- 
rations d’intégrales) et leur rapport intime avec les facteurs d’intégra- 
bilité. Aussi a-t-elle été, au xvin siècle, un des premiers exemples 
qui appelèrent l'attention des géomètres sur ces solutions, dont la 
découverte se trouvait, il est vrai, déjà comprise implicitement dans 
celle des courbes enveloppes faite par Leibnitz vers la fin du siècle 
précédent. | 


COMPLEMENT A LA TRENTE-SEPTIÈEME LEÇON. 
SUR LES SOLUTIONS SINGULIÈRES DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
SIMULTANÉES OU D'ORDRE SUPÉRIEUR; CERTAINS CAS D’ABAISSE- 
MENT DE CES DERNIÈRES ÉQUATIONS; ETC, 


313*.— Unité du système des intégrales générales; possibilité de quelques 
intégrales singulières et calcul direct de celles-ci. 


L'exemple de l’équation unique du premier ordre et de ses solu- 
tions singulières prouve qu'il peut y avoir quelquefois, à partir d’un 


même système de valeurs æ, y, 3, &, ..., plusieurs intégrales possi- 
bles, c’est-à-dire, outre les fonctions y, z, w, ... dont il vient d’être 
parlé (1), d’autres fonctions Ÿ, Z, U, ..., de x, satisfaisant égale- 


ment aux équations (1) [ p. 189 |, 
DR RS Ce PSS, su) = l/3(%, V2, Ua) 


Il importe de démontrer que ces valeurs, tout comme dans le cas 
d’une équation unique, sont exceptionnelles, et qu’il n'existe, par 
suite, qu'un seul système d’intégrales générales. À cet effet, reprenons 
la démonstration donnée dans la dernière Lecon (p. 229*). Observons 
qu'on aura, d’après les mêmes équations (1), 


A 2 A NZ UE 0 la VU 
depuis la valeur æ, pour laquelle Y, Z, U, ... se confondent avec 


V, 3, U, ..., jusqu'à une valeur très voisine x +=; et il viendra 


LH 
y = [| LAC, Y,2,..)—fi(æ,7;2...)lér, 
(3) , 
Z — 3 


l 


A'+E 
Î DR AN LE) = a Ca de ete 


#44 


Mais il est encore évident que, dans ces équations, les fonctions pla- 


(*) Voir la Partie élémentaire, p.190. 
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cées sous les signes f/ ne peuvent que varier toujours dans un même 
sens entre les limites + et x +, dont l'intervalle est, pour ainsi dire, 
infiniment petit; en sorte que, s’annulant à la première de ces limites, 
elles reçoivent leurs plus grandes valeurs absolues à la limite æ + e. 
On aura donc, par exemple, 


THE 
5» —J <Ühi(r+sY,2...)— fix +es,y,s,...)] fi ea 


ou V—y< [Ar +2, (mere 


(en val. abs.) 


et cette inégalité, avec les autres analogues, donnera, à moins que les 
différences ŸY — y, 2 — 3, ... ne soient nulles, 


a Sn 6 lose Ji Le 0 EUR 

Y AL ? 
/ = az © 
(4): (en val. abs.) « ; 
| fa He, Y,2,...)— fat +e,m3..98 
5 = - = Le KSHMEEC 
ZL — 3 E 
Si, actuellement, e et, par suite, Y — y, Z — :,... tendent vers zéro, 


les seconds membres de (4) deviendront infinis et il en sera de même, 
à plus forte raison, des premiers. C’est dire que les variations éprou- 
vées par lés fonctions ÿ,, /:, ..., quand lestwariaäbles y, 4 
reçoivent les accroissements évanouissants Y — y, Z — 3, U—u, ... 
(dont un au moins diffère d’abord de zéro), sont infiniment moins pe- 
tites que ceux-ci : circonstance qui serait évidemment impossible si 
toutes les dérivées partielles premières des fonctions /i, f:, ... en 
Y; 3 U, ... étaient finies et si, par suite, les différentielles considé- 
rées de fi, f», ... se trouvaient seulement comparables à la plus 
grande des différentielles Y — y, Z — z, 

Donc, les seules valeurs de x, y, 3, u, ... à partir desquellesuil 
puisse exister plusieurs intégrales du système proposé d'équations 
différentielles (résolu par rapport aux dérivées y', z', u', ...) sont 
celles qui rendent infinie une au moins des dérivées partielles pre- 
mières des seconds membres f;,, f:, ... de ces équations par rapport 
aux fonctions inconnues y, 3, .... Or ce seront évidemment des va- 
leurs trop spéciales, pour qu'on trouve à choisir arbitrairement, parmi 
elles, Yo; 39» Lo, -.., quand x est la quantité, prise également à vo- 
lonté, qu'on appelle ,. En d’autres termes, &l n'existe aucun autre 
système d’intégrales générales que le système (2) [p. 190] ef toutes 
les solutions singulières, ou non comprises dans ces intégrales, que 
peuvent admettre les équations proposées, s’obtiendront en égalant 
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à l'infini les dérivées partielles des seconds membres de ces équa- 
lions par rapport à y, 3, u, 


319*. — Propriété qu'ont les solutions singulières et, sous certaines 
conditions, les solutions asymptotes, de rendre infinis un ou plusieurs 
des facteurs d’intégrabilite. 


Il est bon de remarquer qu'il n’y a qu’un seul cas où l’on n'ait pas 
le droit de multiplier, comme on l’a fait au numéro précédent (Par- 
tie élémentaire, p. 191), les équations proposées dy — f, dx —0, 

de de : 
ds — fidx —0o, ..., par les facteurs —t, —f, -.., et puis de les 
dy dz 
ajouter pour en déduire l’équation de — 0 : c’est le cas où l’un au 
moins des facteurs considérés est infini d’une manière continue, 
c'est-à-dire pour les valeurs successives considérées de æ, y, 2, u, 
Donc, toutes fonctions y, 3, u, ... de æ qui satisfont aux équations 
proposées dy — f,dx = 0, dz — f,dx —o, ..., vérifient également 
la relation do —o et aussi, par suite, l’équation intégrale © — c, à 
moins qu'elles ne rendent sans cesse infini quelqu'un des facteurs 
Re RSR : do À 
d’intégrabilité correspondants + En conséquence, les so- 
LV Ut) 
lutions singulières que peut admettre le système proposé, et qui 
échappent à une intégrale générale © — c, s'obliendront en éga- 
\ »e . . : : . » LAN 4 NO É LA 
lant à l’infint les divers facteurs d’intégrabilité employés pou 
former cette intégrale. 


Les solutions singulières ne sont, d’ailleurs, pas les seules aux- 
quelles on parvienne généralement en égalant ainsi à l'infini les fac- 
teurs d’intégrabilité, Les intégrales que j'appelle asymptotes, c'est- 
à-dire dans le voisinage desquelles se trouvent, pour une valeur dési- 
gnée quelconque de æ, certaines intégrales particulières y différant 
entre elles incomparablement moins qu’elles ne le font pour d’autres 
valeurs de +, s’obtiendront en même temps, comme dans le cas d’une 
équation différentielle unique (p. 235*) ou d’une simple famille de 
courbes planes, st du moins les n constantes € ont pu être chotsies de 
manière que leurs petits changements Ac soient de l’ordre des écarts 
Ay, A3, Au, ... les plus grands entre les deux fonctions correspon- 
dantes y, ou z, ou u, etc. Partout, en effet, où, dans ces conditions, 
des intégrales voisines seront infiniment plus proches qu'ailleurs, 
leurs écarts mutuels Ay, Az, Au, ... se trouveront tous infiniment 
moindres que la différence Ac éprouvée de l’une à l’autre par leur pa- 
ramètre c, qu'exprime la fonction w(x,y,z,u,...); ce qui, évidem- 
ment, ne pourrait avoir lieu pour des valeurs de æ, y, z, u, ... ren- 


/ 
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dant finies toutes les dérivées partielles premières de ® en y,z, u,... 
et donnant sensiblement une expression de Ac, 


seulement comparable à la plus grande des quantités Ay, 43,.... 


, ’ 


On voit, par tout ce qui précède, comment les propriétés générales 


« 


de l'équation différentielle du premier ordre s'étendent à un système 
de telles équations simultanées. 


318*. — Sur les solutions singulières des équations différentielles 
d'ordre supérieur. 
Observons que l'identité (12) (1), où le second membre de est une 


différentielle complète dv, revient, en la divisant par mr dre 
‘ C « 


dy 
écrire 
I dev 
(13 AATLIEES DAV PT ENT AR TIN EN ER PEN 
) ne ECS AMEN TES) De 
pet 


On peut donc satisfaire à l'équation proposée y(#)— f — 0, soit en 


de? 2: ° se ’ ’ , . 
annulant —+ ou posant © — c, ce qui donne l'intégrale générale pre- 
dx i 2 O O 


CE Ra: : | Ve, : de 
mière considérée, soit en égalant à zéro l'inverse du facteur PATENT 


d'intégrabilité, c’est-à-dire en égalant à l'infini ce facteur, pourvu 
: At e + ADS D do 
que, du moins, il résulte de l’équation ainsi écrite, -— = +, 
: dyte-1) 
une expression de y, en fonction de æ,capable de donner yl#)— f —o, 
comme il arrivera si cette expression ne rend pas infinie la dérivée 
\ d ’ ue Q A r ° ; d 
complète “+. Or, égaler ainsi à zéro l'inverse du facteur -— , 
dx ae dyta1) 
qui est une fonction explicite, censée connue, de æ,y,7"',y",...,7(#1k 
cela équivaut évidemment à poser une certaine équation différen- 
uielle d'ordre 7 —1 en y, sans constante arbitraire, équation dont 
l'intégrale générale, annulant 3(*)— f autrement que dans l’hypo- 
thèse + — const., sera évidemment, malgré ses 7 — 1 constantes ar- 
bitraires, la solution singulière de la proposée y(— f—o. Par 
conséquent, dans une équation différentielle d'ordre supérieur, la 
solution singulière, quand elle existe, contient généralement des 


(*) Voir la Partie élémentaire, p. 194. 
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constantes arbitraires, mais jamais autant que l'intégrale géné- 
rale; et on la trouve par l'intégration de l'équation obtenue en 
égalant à l’infinti le facteur d’intégrabilité qui conduit à une inté- 
grale générale première. 


382*. — Exemples des cas les plus simples d'abaissement : courbe plane 
ayant sa courbure fonction soit de la distance à une droite fixe, soit 
de la normale; courbe élastique. 


Comme exemple du premier cas d’abaissement (!), proposons-nous 


de trouver l’équation finie y = f(x) d’une ligne plane dont la cour- 

3 Ê 
bure, # (1 + y?) 2y, en chacun (x, }) de ses points, égale une fonc- 
uon donnée ®(x) de l’abscisse, distance à une droite également don- 
née choisie comme axe des y; ce qui, par une rotation arbitraire « 
des axes rectangles des x et des y autour de l'origine (rotation où 
lPabscisse actuelle æ devient æ cosx — y sinx), comprend le cas 
d’une courbure ayant pour expression w(æcosx — ysinx) et, par 
suite, fonction arbitraire donnée d’une expression linéaire quelconque 
Ax+By+0C, toujours susceptible en effet, grâce à un choix con- 
venable de deux constantes Æ et x, de recevoir la forme 


(k cosa)x + (— Æsinx)y + 


où l’unique variable est bien x cos4 — y sin x. 
L’équation différentielle du problème posé sera donc 
3 


3 
(16) L(i+y?) ?y=0(x) OU Aro r)ar. 


Comme elle ne contient pas y, le choix de y’ en qualité de fonction 
inconnue provisoire l’abaisse au premier ordre; et l’on voit même, 


après sa multiplication par dx, que les variables y sont séparées. La 
6) 


différentielle binôme (1 + y?) ?dy' rentrant d’ailleurs dans le second 
cas d’intégrabilité (p. 53), l'adoption de y'-?+1 comme variable 
auxiliaire donne aisément 


3 1 ! 


Viry + 7" 


ce que montre après coup la différentiation immédiate du résultat : 
et il vient, pour l’intégrale première de (16),avec une constante arbi- 


(") Voir la Partie élémentaire, p. 198. 
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traire supposée implicitement par le signe f du second membre (c’est- 
à-dire inutile à écrire), 


VIE 


Se(x)dr È 
On tire de cette dernière, pour l'élément, ds — V1 + y'?dx, del’arcs 
de la courbe, l'expression (où le radical impliquera le double signe #), 


(18) ds= ‘ = a M AE - 

1—[Sfo(z)dx 

Enfin, une nouvelle intégration, que l’on effectue sur la seconde (17) 
multipliée par dx, et sur (18), donne, entre l’abscisse x et l’ordon- 
née y ou l'arc s, les équations finies, caractéristiques de la courbe sauf 
l'ambiguïté de signe, à discuter dans chaque cas, de leurs radicaux : 


€ 


(17) UP (OI TOUR 


fo(x)dr 
Vi — [fo(x)dx |? 


dx + const., 


ne 
(19) | 


iCONSE 


| r JF > Rom 


Contentons-nous de faire l'application de ces formules à la courbe 
élastique, ou courbe suivant laquelle se dispose, à l’état d'équilibre, 
un mince ressort homogène AB, primitivement rectiligne dans le plan 
des æy, mais plié ou fléchi, dans ce plan, par une force F et un couple 
C, qu’on y suppose contenus, et que supporte le ressort à son extré- 
mité B, tandis que son autre bout, À, est maintenu fixe sur une lon- 
gueur infiniment petite Az. Prenons pour axe des x la perpendicu- 
laire À x à la force F et pour axe des y une droite menée, parallèlement 


à cette force F, à la distance . de sa ligne d'application BF; en sorte 


que le moment de F par rapport à un point quelconque M(x, y) de 


Na: ; G 
l'axe longitudinal AB du ressort soit (5) F, ou Fx—0C, et 


Fig. 48. 


donne, avec le couple C, le moment total Fx, simplement proportion- 


PROBLÈME DE LA COURBE ÉLASTIQUE. PUIS 
G) 

nel à l’abscisse x. La courbure, +(1+7"?) ?y", prise par l'axe AB du 
ressort sera partout, d’après une loi fondamentale de la théorie méca- 
nique de la flexion, en raison directe de ce moment, ou de x; et, en 
appelant » une ligne constante, moyenne proportionnelle entre le 
rayon de la courbure considérée et 2x, il viendra, comme équation 
différentielle de la courbe élastique AB, 


3 


FoN TS 27 
(20) TRES ARRET AE Te 
m? 
: : : £ DA 
Celle-ci se déduit, comme on voit, de (16), en posant &(x) — —; 
mn 


me eS de ri: 
d'où fy?(x)dx — D désigne une constante arbitraire. Pour 


la déterminer simplement et aussi pour fixer les idées, supposons, 
d’une part, l'angle OA « nul, ou le bout OA maintenu dans une direc- 
tion normale à la force F, et, d'autre part, la pente y’ de BA (grâce à 
une valeur assez modérée du couple C) partout de même signe, c’est- 
à-dire négative, entre À et B; ce qui dispensera de prendre alterna- 
uvement le radical, dans la seconde (17), avec les deux signes + et —. 
Alors, si a désigne l’abscisse OA du point À où s’annule ainsi y’, la 


D : . a? + c 
première formule (17) deviendra, en ce point, o — fe(x)dx— TR 
On aura donc c —— a?, et il viendra, par suite, pour fo(x)dx, quel 


a? — 7x2 


que soit æ, l'expression — » partout négative entre B et A. 


m? 
En conséquence, le radical de la seconde (17) recevra exclusivement 
le signe supérieur +. Enfin, si nous convenons de compter l’are s, à 
partir de À, positivement en allant vers B, de sorte que ds et dx 
aient des signes contraires, le radical devra se prendre négativement 
dans (18) ou dans la seconde (19). Et les deux formules (19), où les 
constantes arbitraires se détermineront de manière que y et s s’an- 
nulent pour æ — a, deviendront aisément 


( EL 12 rar | = 414 RE RE a | 
\ Vi (ai 22} Vmi(ai— rip 

Les seconds membres se réduisent aux intégrales elliptiques E, F 
de Legendre, mais par deux procédés différents, suivant que l’on à 
He 4 OU PNEU. | 

Quand m est plus grand que à, il suffit, après avoir décomposé 
l'expression bicarrée m'— (a? — x?}° en ses deux facteurs »m°+a?— x?, 
m'— a+ x?, de mettre le premier sous la forme (n° + a?) sin?o, 


sh EXEMPLES D'ABAISSEMENT D'ÉQ. DIFFER. : COURBE ÉLASTIQUE ; 


/ D D 3 e e . . 
en posant æ —\/m?+ a? cos et introduisant ainsi, comme variable 
d'intégration, un angle aigu positif © qui, entre x — 0 et æ = a, dé- 


À M . x 
croîtra de — à la valeur o, dont le cosinus est 


ou, la tan- 
À V2 a? 


nm 
gente, —: Alors de 
LE 


(22) æ=Vm— a? cosp,  ilrésuhte dr=— Vn?+ a? sin® do; 


et les formules (21), en y remplaçant partout cos*e par 1 — sin°e, 


: À m? + a? . 
puis faisant ——— — X?, donnent 
DA 4 


2 


à 


mi {am (mi+ a?) sine] J 
MER À do 


“im Jo V2 METRE") Sn 20 
(l 
Æ # 
m do _ a 
(23) Ar m V2 Vi— #2 sin?c do, 
2 Ph Vi en Jo 
‘ 2 dr ? 
PE f 4 m? de Ce __ dy : 
ed RE tn moment ns _ ——————————— , 
: 2 2 2\ sin? _— 2 sin2 
D Vomi—(m + a?) sin? V2 vo Vi Æ? sin?o 


M “ à 
, ramène bien 


ce qui, par l'intermédiaire de l'angle # — arc cos 
| VITE EICEe 


immédiatement les deux fonctions y et s de + aux deux fonctions ellipti- 


“4 l RAS. Sn | 
ques F(4,o) — [ ve : — étroite f Vi— A?sinodo. 
e/ Q TS) 1° 


0 


On remarquera notamment que l’are s de la courbe élastique s’ex- 
prime au moyen de l'intégrale de première espèce F(Æ,®) toute seule 
et en constitue, par conséquent, une représentation géométrique. 

La longueur AB du ressort étant censée connue, la constante OA =@ 
devra être telle que, dans la formule (23) de l’arc s, l’on ait s — cette 


longueur AB pour la valeur de © donnant x (ou Vm?+ & cose) égal 
\ (] . CG , CE ANT à . 
à l’abscisse F de l'extrémité B. Telle est donc la condition par laquelle 


se déterminera le paramètre inconnu @. 

Quand, en second lieu, » se trouve plus pelit que a (ce qui donne- 
rait £=>1), la quantité placée sous les radicaux dans (21), savoir 
(m?+a?— x?) (m°— a? +x?), devient de la forme (a? — x?) (æx°?—[f?), 
qui n’est pas de celles dont nous avons fait, au n° 253* (p. 30*), une 
étude spéciale. Mais on la ramène à l’une de celles-ci en prenant pour 
nouvelle variable {, d’après une indication de la fin de ce numéro 
(p- 34), le facteur Vx*— x? du radical, après quoi l’on intro- 
duit un angle auxiliaire #, aigu et positif, donné par la condition 


Fr 
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t— Va — 6? sine. Or cela revient, en définitive, à poser, dans (21), 


non plus æ — | m?+ a? cose, mais 


(24) x = V(a?m)—2am?sinte = Va?+ m?y1— K?sin?e, 


RER ERP CE 2m? Se ARE NEA: 
où K? désigne le rapport —-— , actuellement inférieur à l'unité; et 
$ (LÉCENTILE 

l’on procède comme dans le cas précédent, après avoir observé que 
; : dr ENV ARE ] d'o 
l'expression — ——— se réduit à — ——— —— , 
Vmi— (a? — a? ÿ? Va?+ m2 Vi— Ksin?o 
Il vient des résultats analogues, encore réductibles aux intégrales 
elliptiques E(K, 0), F(K,v). 

Pour donner enfin un exemple du second cas d’abaissement (p. 198), 
supposons que la ligne à construire doive avoir sa courbure, censée ici 


prise toujours avec le signe de y”, fonction non plus de la distance à une 


droite fixe, mais de la normale N — y Vi + y? (t. I, p. 198), prise de 
même avec le signe de y. Alors l’équation différentielle sera de la forme 


3 
(25) Qa+y) y = er vit?) 


c’est-à-dire qu’elle ne contiendra pas la variable indépendante x. 
Elle s’abaissera donc au premier ordre en y choisissant y pour variable 


et y’ pour fonction. Son premier membre, d’après les formules (15) 
1 


: +. l art : à 
| p. 198], deviendra aisément — T (1+ 7°?) ?, ou bien — Z (à JE 


en y introduisant la normale N à la place de y’; et bre (250 
multipliée par N?4dy, sera 


Y4N—Ndy = N’'o(N)dy ou —7yadN+ [N+ No(N)]dy = o. 


Les variables s’y séparant immédiatement, une intégration donne 


. A - y : di ST 
(26) log} FR Net) = Const, 


équation finie en y et N, mais différentielle du premier ordre en y 
quand on y remplace N par y 1 + y'?. Si l'on peut alors la résoudre, 
soit par rapport à y', soit par rapport à y, les procédés exposés aux 
nos 367 et 371* (p. 183 et 243") ramèneront enfin son intégration à une 
seule quadrature; car elle sera de l’une des deux formes y'—%(y), 
y =} (7!). C'est ce qui arrive, par exemple, quand le rayon de cour- 


. < « 
bure est proportionnel à la normale, ou, &(N), de la forme N° 
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383*. — Autres cas d’abaissement, spéciaux à des équations présentant 
certains genres d'homogénéité. 


Il est quelques autres cas, offerts par des équations différentielles 
présentant certains genres d’homogénéité, où un changement soit de 
la fonction y, soit de cette fonction et de la variable indépendante x, 
suffit pour abaisser l’ordre de l'équation. 

Le plus simple, reconnu par Euler, est celui où tous les termes sont 
du même degré relativement à y et à ses dérivées; de sorte que l’équa- 
tion, divisée par une puissance convenable de y, contienne seulement, 


L (/4 (244 


avec æ, les rapports ne ) on etc. Prenons pour nouvelle fonction 


Y' 


le premier de ces rapports, ou posons FE uw. Nous tirerons de là 


(141 


v=uy: et, par suite, Ve u y Huy NME LIVIAAUIINREENS 
En divisant par y, 1l viendra, au moyen de substitutions évidentes, 


! (4 ! 


4 V 


LEE U, —=u+u- =u + u?, 
J LE :, 
(27 Ve A 14 
2 
| V =u+ou —-+u— =u"—+ouu+u(u + u?), 
+ : ; 


Ainsi, tous les rapports, à y, des dérivées successives de y s'expri- 

ment en fonction de la quantité w et de ses dérivées d'ordres moin- 

dres. Donc, l'équation, en w, ne sera plus que de l’ordre » — 1. Si l’on 

parvient à l'intégrer, il viendra une relation de la forme uw = f(x), 
n 

ou — f(x), dont l'intégrale est 


logy = ff(x)dx + une constante loge, ou y = celflx)dx — cefudx, 


Une homogénéité d’une autre espèce, qui conduit à un abaissement 
de deux unités, se présente quand l’équation ne contient pas æ et se 


FAN 
trouve réductible à Ia forme fo me ; L . ) — 0. On peut, en 
effet, pour abaisser d'abord d’une unité son ordre, lui appliquer la 
seconde transformation indiquée au n° 381, ou qui consiste à adopter y 
comme variable et y!’ comme fonction. Or les formules (15) de ce 


numéro (p. 198) montrent que y”, y”, ... deviennent alors, dans tous 
leurs termes, respectivement du second degré, du troisième, etc., de 


(4 {14 


.. : . V " 
manière à rendre les quotients =; =; ... homogènes du degré zéro. 
4 


ÉQUATIONS HOMOGÈNES ; ÉQUATION BINOME DU SECOND ORDRE. FH 


Donc l’équation rentre dans le type qui vient d’être examiné, où la 
fonction inconnue et ses dérivées ne figurent que par leurs rapports, 
et la transformation précédente permet d’abaisser son ordre d’une 
nouvelle unité. 

Enfin un troisième cas un peu plus complexe, reconnu, comme le 
premier, par Euler, concerne les équations qui, divisées par une puis- 


sance convenable de +, prennent la forme f(Z SVT VI AVE, ” D. 
PA 


On les rend indépendantes de la variable et, par suite, susceptibles 
d’abaissement (p. 198), en choisissant pour cette variable le loga- 


rithme naturel de æ et pour fonction le rapport 2, c'est-à-dire en 
ae d TC d 

osant x — et, 2 — uw. Comme il vient, en effet, Z— 7,1%, 
P x CE CCT OC 


la valeur de y, savoir e‘u, donne, par sa différentiation répétée en x, 
et en multipliant finalement les dérivées obtenues par 1, x, æ?, ..., 


/ 
(28) M0 LR REC TOME NS 
je Z|° ee 2] 


Or les expressions ainsi formées de —;, 3’, æy", x? y", ... contien- 


nent seulement x et ses dérivées en £{, mais non, d’une manière expli- 
cite, cette variable £; car les facteurs et et et, les seuls par lesquels 
elle y paraisse, sont en nombre égal dans chaque expression et s’y dé- 
truisent. L'équation transformée s’abaissera donc à l’ordre r — 1, si 


; ue du 
l’on adopte w pour nouvelle variable indépendante et Tr pour fonc- 


ion inconnue (!). 


(:) Abaissement de l’equation binôme du second ordre. — Le changement de 
variable qui consiste à poser & — x”.et à choisir convenablement l’exposant 7, 
ramène, en général, à cette troisième espèce d’homogénéité l’égquation binôme 


d À CR ER 
du second ordre, RU UR cr (®) » où à, b, c, K sont quatre constantes. La 


dt? 


formul dante de transformation, À = Ÿ% À — ! gi» À, onne 
ormule correspondante ransformation, — = —— — = — gt" —, I 

P PATATE EE ARQNT dx ; 
en effet, pour le premier terme de l’équation binôme, une valeur proportionnelle 


dy 
dax: 
pour le second terme, une valeur proportionnelle au produit de æ#-)"+b+e bar 


l d' d 
amie (an ) ou au produit de æt-?* par æ +(i1—m) … et, 
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384*. — Exemple : abaissement de l’ordre d’une équation linéaire sans 
second membre; réduction de l'équation non linéaire de Riccati à une 
telle équation linéaire, mais du second ordre. 


Une équation linéaire sans second membre, c'est-à-dire sans terme 
indépendant de la fonction y et de ses dérivées, offre le plus simple- 
ment possible le premier cas d’homogénéité, puisque y, y', y”, . 
n'y figurent qu’au premier degré. On en abaïissera donc l’ordre d’une 

+ : Y' 
unité en prenant pour fonction inconnue le rapport —- 


Soit, par exemple, l'équation linéaire et homogène du second ordre 
(29) FLY ÆQM=E, 
où P et Q sont deux fonctions explicites quelconques de x seul. Si on 
(/4 
4 Lei 74 Va La. | / 
l'écrit — + P= + Q —o, les deux premières formules (25) la chan- 
14 “4 
geront en celle-ci, 
du 


Pet eg D) AE 2 — 0, 
(30) AE Pu + Q=0 


du premier ordre, mais non linéaire, et comprise dans le type quadri- 
nôme (27) de la dernière Leçon (p. 240). 

D'ailleurs, la transformation qui a permis (p. 240°) de faire éva- 
nouir le second terme de cette équation (27), s'applique directement 
à la proposée. Elle consiste à poser 


(SL) (d’où y°'=aY'+ aux, = aY"+ ou Y'+ %Y), 
ce qui change (29) en 

(32) aY'+ (ou + Pa) Y'+(x + Pa + Qu)Y =, 

puis à déterminer « de manière à annuler le terme en Y’, c’est-à-dire 


—1fpax 
A . 2 F : 
par la condition 24'+ Px—o. L'on obtient x —e , et l’équa- 


RASE Ce 4 
(4 (22) : il suffit d’égaler les deux exposants de æ, savoir 1 —2m et 
/ 


bB+c—1: L , 
(a—c)m+b+c, en prenant m — Es dem MOT faire disparaitre ces fac- 


teurs en x qui, seuls, empèchaient l'équation transformée d’être de la forme voulue 
4 LOUE : 7 A 
/(2 Cas ay ) = 0. Ainsi, l'équation binôme du second ordre est généralement 


réductible au premier ordre, comme l’avait encore trouvé Euler. 


ÉQUAT: DU SECOND ORDRE DONT ON CONNAIT UNE SOLUT. PARTICULIÈRE. 207 
uon (32), divisée par «, devient Y”+ ( LP . “re Q)Y — 0, rela- 
tion qui est bien de la forme (29) avec P — 0. 

Faisons ainsi P—o dans (29), ou donnons-nous l'équation 
y"+Q7y—o; et sa transformée (30) en w sera u'+ u?+ Q—o, équa- 
tion identique (sauf la notation « au lieu de y) à celle (30) de Ric- 
cati (p. 241*) quand on prend Q de la forme — ax”. Ainsi, les in- 
tégrations des deux équations, l’une, linéaire et binôme, mais du 
second ordre, l’autre, du premier ordre, mais trinôme et non li 
néair'e, 

!\ 
(33) NOEL US À u'+u?= ax" (avec == AE 
\ Ÿ 
constituent deux problèmes étroitement liés ensemble. Le second, 
qui est celui de Riccati, se ramène donc au premier, que l’on juge 
ordinairement plus simple. Il suffit d’ailleurs d’y obtenir une inté- 
grale particulière, c'est-à-dire une quelconque des fonctions y de x 


! 


donnant y"— ax" y; car l’expression correspondante 2 de u sera une 
2 21 
solution particulière de l'équation de Riccati u'+ uw?— ax", ce qui 


ramènera aux quadratures, comme on a vu à la fin du même n° 370* 
(p. 242*), la formation de l’expression générale de w. 


385* — Réduction, aux quadratures, de l'intégration de l'équation li- 
néaire du second ordre dont une solution particulière est donnée ; 
abaissement de l'ordre de toute équation linéaire, avec conservation 
de la forme linéaire, quand on connaît une ou plusieurs intégrales 
particulières de l'équation analogue sans second membre. 


Cette propriété, établie au n° 370”, en vertu de laquelle l’équation 
(30) ci-dessus peut être intégrée d’une manière générale dès qu’on 
donne une de ses solutions particulières, appartient aussi à l’équa- 
tion (29), puisque la connaissance d’une solution particulière de (29) 


LA 
entraîne celle de la solution correspondante “= de (30) et, par 


suite, l'intégration complète de (30), c’est-à-dire la formation géné- 
rale de u, d’où se déduira, pour y, l’expression non moins générale 
cesudx., 

On le reconnaît directement sur l'équation (29) en y prenant, comme 
ci-dessus, y —xY, mais en y supposant « solution particulière de 
l'équation, c’est-à-dire tel, que 4"+ Pa'+Qx—o, de manière à 
annuler, dans la transformée (32), le terme en Ÿ, et non plus le terme 
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en Ÿ’. Cette transformée (32) devient donc 
F0 a 
(34) aY'+(2x'+Pa)Y'= 0, ou Fe +P)Y = 0, 


équation linéaire et homogène comme la proposée (29), mais du pre- 
mier ordre (en Y'}) et immédiatement intégrable. 
Si, par exemple, on a eu soin de faire préalablement disparaître de 
29) le second terme P y’, ou que l'équation proposée soit réduite à la 
forme y"+Q7y—o, comme l’est la première (33) à laquelle se ra- 
mène celle de Riccati, il vient, en multipliant la première (34) par 
adx, &@dY'+ Y'd.x?— 0, c’est-à-dire, après intégration, 4? Y'— une 


; . r C , 
constante c; et l’on en déduit dY — £ dx. Xl en résulte finalement 


(35) Ve [= + consts mamie «(ef + const.) : 


En général, lorsqu'une équation différentielle est linéaire et sans se- 
condmembre, c'est-à-dire dela formeQ y +Py'+My"+...+Ly(—o, 
il suffit d'en connaître une solution particulière x (autre que zéro), 
fonction variable de æ donnant Qu + Pa'+ Ma’+...—o, pour que 
la même substitution y— 4Y abaisse son ordre d’une unité, sans lui 


faire perdre la forme linéaire et homogène. Car, vu les expressions 
(du /PreMIERTSTE CRE ENTER 


[> ANS IR NE E 
Fe | J'=CY+oaY <a", y'=a Y+...+aY”, 


le premier membre de l'équation proposée deviendra évidemment une 
somme, linéaire en Ÿ, Y’, ..., Y(*), dans laquelle s’évanouira le terme 
en Ÿ, affecté du coefficient total, identiquement nul, 


Qu+Pa'+Ma +... 


Donc l'équation sera bien, par rapport à la dérivée Y’, linéaire et de 
l’ordre n — 1. 

Si l'on connaît, à la proposée, une deuxième solution, y = $, 
dont le rapport à x varie avec x, la valeur correspondante de 


Ve . (2) us (i) ne sera pas nulle : elle constituera donc une 
x Va dx \a 

solution bien propre à l'équation en Y’; ce qui permettra d'abaisser 

encore l’ordre de celle-ci. De même, un nouvel abaissement analogue 

est possible quand on donne une troisième intégrale particulière y =, 


ce qui fait qu’on en connaît deux pour l'équation différentielle en Y'; 
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et ainsi de suite, pourvu que toutes ces intégrales puissent être dites 
distinctes, c’est-à-dire pourvu qu'il en résulte, chaque fois, une solu- 
tion particulière, autre que zéro, de la dernière transformée précé- 
dente. 

Enfin, les mêmes transformations, appliquées à l’équation linéaire 
complétée par un second membre F(x) fonction quelconque de x, 
c'est-à-dire à l'équation Qy+Py'+...+Ly"#—F(x), continue- 
ront évidemment à en modifier le premier membre comme quand le 
second se réduisait à zéro, pourvu que a, 8, y,... désignent toujours 
des solutions particulières de l'équation sans second membre; et 
elles abaisseront, par conséquent, l’ordre d’autant d'unités qu’on 
donnera de telles solutions distinctes. Si donc l'équation proposée est 
du second ordre, une seule de ces solutions suffira pour la réduire au 
premier et, vu la forme linéaire de la transformée, pour en opérer par 
quadratures l'intégration complète. 


COMPLÉMENT A LA TRENTE-HUITIÈME LECON, 


CONCERNANT LA THÉORIE GÉNÉRALE DES ÉQUATIONS LINÉAIRES. 


393*. — Absence de solutions singulières et d’intégrales asymptotes 
distinctes, dans les systèmes d'équations linéaires. 
Les facteurs intégrants de tout système d'équations linéaires étant 
des fonctions explicites de la variable indépendante x seule, de même 
que le sont les dérivées, par rapport aux fonctions inconnues y, £, 


u,..., des expressions linéaires de y’, 3', u',... données par ces 
équations, ce sera au plus pour des valeurs isolées de æ, mais ja- 
mais pour aucun ensemble de fonctions y, z, u,... de x, que devien- 


dront infinis l’un des facteurs intégrants ou l’une des dérivées. Il 
n'y aura donc pas plus de solutions singulières dans un tel système que 
dans une équation linéaire du premier ordre ; et, même, nulle jonc- 
tion d’intégrales n’y sera possible si ses coefficients sont, par exemple, 
constants. 

Il est facile de voir, en raisonnant à peu près comme on l’a fait 
(p. 239°) pour ce ‘cas d’une équation linéaire unique, qu’un système 
linéaire n’admettra pas davantage d’intégrale asymptote distincte. 
Car les solutions générales y, z, u,... d’un tel système seront du 
premier degré par rapport aux constantes arbitraires c, €, ...,c, et 
si, partant d’intégrales particulières considérées y, 3, u,..., on fait 
varier, Cy3 Co «Cr dedpetilés quantités AC;—K,c, AG Ve 
ACn — khe, prises entre elles comme des nombres constants arbitraires 
Ki, Kay Kn,..., les accroissements correspondants de y, 3, u,... éga- 
leront les produits, par la petite quantité «, de certaines fonctions 
de æ et de Æ,,#k,,..., K#, seuls, produits constituant, par conséquent, 
entre les intégrales dont il s’agit et leurs voisines, des écarts que l’on 
retrouverait exactement pareils auprès de tout autre système d’inté- 
grales. Donc, quand x varie, les mêmes circonstances de rapproche- 
ment ou d'écartement entre solutions voisines se produisent aux en- 
virons d’intégrales quelconques, et non de préférence près de certaines 
d’entre elles; ce qui empêche évidemment chacune d’être plus ou 
moins asymptote que les autres. 
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COMPLÉMENT À LA TRENTE-NEUVIÈME LECON. 


CALCUL DE DIVERSES INTÉGRALES DÉFINIES, SE REPRODUISANT PAR 
DEUX OU PAR QUATRE DIFFÉRENTIATIONS ; INTÉGRATION DE CER- 
TAINES ÉQUATIONS LINÉAIRES A SECOND MEMBRE. 


401*. — Emploi d'équations linéaires du second ordre pour le calcul de 
certaines intégrales définies, qui se reproduisent par deux ou par 
quatre différentiations. 


Une équation linéaire n’admettant pas d’autre solution que celles 
que donne son intégrale générale en y spécifiant les constantes arbi- 
traires, toute fonction y de x qui vérifiera, par exemple, l’équation 
y"Æ y=0 devra nécessairement être de la forme y—c; cosx + c,sin x 
ou c,cohzx +c,sihx, suivant que l’on aura y'—=—7y ou y"— 7. 
Donc, de cette forme, on déduira la valeur des intégrales définies y 
que leur dérivée seconde par rapport à un paramètre x égalerait avec 
ou sans changement de signe, si l’on peut y déterminer €, et c, grâce 
à la connaissance préalable de l'intégrale et de sa dérivée y’ pour une 
valeur particulière de +, ou grâce à d’autres circonstances, telles que 
l’évanouissement asymptotique de y pour x —, etc. 

Soient, en premier lieu, les deux intégrales, désignées par © ou par 
+ © au n° 347* [p. 182*, form. (9)], 


= 1? x? \ œ x? a? X 
CASH [ Sin | — E — ] da, ir [ cos Ve EE — ) da: 
LE 2 20? ; 222 2 } 


nous les appellerons ici, respectivement, y et y’, vu que, d’après la 
première formule (6) du n° 346* [ p. 181 |, la seconde est la dérivée 
de la première par rapport à son paramètre æ (supposé positif et 
nommé £ dans ces numéros). D’après la deuxième des mêmes for- 
mules (6), on aura y"— = y. Et comme, d’ailleurs, pour æ — 0, les 


D 
" 


PTE e a? 
deux valeurs de y et de y’ seront f sin dx et ei COS Qt, 
0 2 0 = 
Vz r 


« . T . 
c’est-à-dire ee L . # en vertu des deux dernières formules (4) de 


la même Lecon (p. 180*), il viendra, en faisant æ — 0 dans les deux 
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relations 
V = Cy COST + Co Sin ou ccohx + @Gsihæ, 
y'=—csinr+c,Cosx ou csihz+ccohx, 
d ñ l’aut t fu es Vz. On aura 
a une par LUE === Yo — +, a autre part, Ca y: 0 — — < € 


donc, si l’on sépare es deux cas des signes soit supérieurs, soit infé- 
rieurs, et si, dans ce dernier cas, on se souvient que cohæ—sihx=e* 


f 


T : 
dax =-— (cosx + sinæ), 
2 


) 
à a? æ? VT : 
COS [ — + dau — —({cosæ —sinx), 
G } «< « 
0 


| 


Enfin, considérant les quatre équations (46), prenons la demi- 
somme et la demi-différence tant de la première et de la troisième, 
que de la seconde et de la quatrième, après avoir décomposé comme 
à l'ordinaire les sinus ou cosinus de sommes et de différences; les ré- 
sultats, disposés dans un ordre convenable, seront 


| é a? x? Æ 

| sin-— cos, — da — (sinT-Cos rer) 
2 PAT 

e/ 0 < # 


à x? a? se 
— 4! sin — sin — dx = — HE (cosx — sinx — ex), 
2.4 


Ca 2 
T2 T ; | 
— f COS sin du = {(—#inz Cover 
22% 4 
0 


> 7° _ = 
COS — 005 du =2(—C0s7 + sine 
A 2 a? > 4 


Ainsi se trouvent déterminées les quatre intégrales, de la forme 


[ 1) d (Es) de dont il a été parlé vers le même endroit (p.182*) 


da 2 2 a? 

comme égalant leur dérivée quatrième. Et, en effet, si l’on appelle +, 
par exemple, la première intégrale définie (43), il vient précisément 
les trois suivantes et puis la première e, en différentiant celle-ci quatre 
fois de suite, d’après la règle donnée à la p. 139*; ce que confirme 
bien la différentiation des seconds membres de (43). 


QUE REPRODUISENT DEUX OU QUATRE DIFFÉRENTIATIONS. 2097 


402*. — Autre exemple : intégrales définies de Laplace. 


Un autre exemple, utile dans certaines applications physiques, 
d’intégrales définies qui, comme la troisième et la quatrième (46), 
sont égales entre elles et se reproduisent au moyen de deux diffé- 
rentiations, est fourni par les deux expressions 


(48) Y = [ SLR a) da, Vi [ re) du. 


PRIE GE k De LE 


Ces intégrales, bien déterminées puisque leurs éléments se succèdent par 
groupes alternativement positifs et négatifs, de même champ, mais fina- 


lement de plus en plus faibles à cause du facteur évanouissant MES e 
I œ 


œ Ê À ; pr . 
Ou =; peuvent bien être appelées y et — y'; car la différentia- 
a? «/ 


uon en æ de la première, sous le signe f°, donne la seconde changée 
de signe. Or cette dernière a ses éléments, pour les très grandes va- 
leurs de «, fort rapidement changeants de signe quand x varie; ce qui 
rend délicat le calcul de sa dérivée en æ, à moins d’y éviter, confor- 
mément à une indication du n° 319* (p. 114*), la différentiation du 
facteur sin xx auquel sont dus ces changements. Il suffira, pour cela, 
d'y prendre l'arc æx comme variable d'intégration, en posant æ2 — u 
( d'où Frans : el da — ); transformation possible pourvu que x 
k 
diffère de zéro. 

Si, par exemple, x est positif, les nouvelles limites seront encore 
u— 0, u =, et la seconde relation (48), devenue immédiatement 


À À u sinu du 
(49) VE Le ARTE 


es æ? + u? 


donnera, par sa différentiation en x sous le signe f', suivie d’une inté- 
gration par parties, | 


° uUu=2 
/ RE sin « du 1 REP ME 

Fab  — — Sir ee 

* ne (æ?— u*?})? RES x? u? 
(50) ( à 
LED LE NEE EN ° æcosu du 

D LP EE SR pu ni rRA 
WA is [42 au=0 e/0 7 La os U 


_ Or l’avant-dernier terme (intégré) s’annule aux deux limites, et le 
dernier n’est autre que y, comme on le voit en y remettant æ« au lieu 
de u et x da au lieu de du. Donc, dans tout l'intervalle compris de- 
puis une valeur positive infiniment petite & de x jusqu’à x —, cette 
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intégrale y vérifie l'équation y”=— y; et elle y a son expression de la 
forme cicohæ + csihæ ou (c+c:)e®+(c;— c,)e*. D'ailleurs, 
restant sans cesse, d’après la première formule (48), inférieure en 
CARTE T ; à : 
valeur absolue à En ol elle ne devient pas infinie pour 
1 œ* 2, 
0 


æ = æ, alors que l’évanouissement de e-* la réduit à 
(Cr Co)et = (C1 02) ic; 


et le coefficient c, + €, doit nécessairement s’annuler, ou l'intégrale 
être proportionnelle à e-*. Or, à la limite æ — € où e-*= 1, sa valeur 


dax 
car le facteur 


Le 
n’est qu'infiniment peu au-dessous de f _ 
D REINE M Cu 


cos(æa) y atteint l'unité dans tous les éléments influents qui corres- 


: ‘ k T 
pondent à « fini. Donc, le rapport constant c, — €, de y à e* égale 5; 


4 4% T ; 
et il vient, pour toutes les valeurs positives de x, y = -e-*; d'où 
2 


T 
TV == —X 
Ji CRS 
Ext 
En résumé, l'intégrale y constituant une fonction paire de x et, sa 


dérivée y’, une fonction impaire, on aura, en appelant \/x? la valeur 
absolue de x : 


© cos(æa)da T TE 
4 cos(æa) — cu e-V* . 
0 


ME AC 2 
(51) C2] A Ï x? 
[ BSD ( MO) der l u sin u du POLE TE 
D nie —— = - CT Q 
PR 1 + œ Ja Lu? 2 


De ces deux intégrales remarquables, calculées en premier lieu par 
Laplace, la première est donc continue depuis æ — — æ jusqu’à x =, 
mais la seconde, dérivée de la première changée de signe, présente, 


es | 


A T \ 4 L 
pour æ — 0, le même brusque passage de — à due l'intégrale plus 


[el 


nes 

; SINn( Ta vie À 

simple f Pie dx, qu'elle donne d’ailleurs, sous sa forme ré- 
0 


ee 
: sin w du 
duite + f Te (p.120*), en posant x — + + dans les deux der-- 
"0 


niers membres de (51). Ainsi, la-courbe symétrique définie par l’équa- 


[2] 
; , cos(æa - 
ion y = 5 f Peer) da (en coordonnées rectangles) a pour som- 
0 


met, sur l’axe des y, un point anguleux et, d’après la première (51), 
se confond du côté des y négatifs avec la logarithmique y — e*. 


INTÉGRATION DE L'ÉQUATION DE LA CHARGE ROULANTE. 205* 


+ 


403*. — Intégration de l'équation à second membre du problème 
de la charge roulante. 


Les n° 398 à 4#02* ont fait connaître quelques applications de lé- 
quation linéaire y"Æ $?y = F(x), mais sans en épuiser, à beaucoup 
près, le nombre. Aussi en ajouterai-je encore deux assez importantes : 
elles achèveront de montrer l'utilité de cette équation. 

La première se rapporte au problème de la charge roulante qui, 
d’un mouvement uniforme, parcourt une poutre élastique horizon- 
tale, appuyée à ses deux bouts æ —/, et d’une masse beaucoup 
plus faible que la sienne. Le petit abaissement y éprouvé, à raison de 
la légère flexion de la poutre, par la charge, est une fonction de l’ab- 
scisse æ de celle-ci, à déterminer au moyen de l’équation différentielle 
(4) du n° 63* [t. [, p. 84* |, avec adjonction des conditions initiales 
y=0et y —0o pour æ——/{, exprimant la nullité de l’abaissement 
de la charge et l’horizontalité de sa vitesse au moment de son arrivée 
sur la poutre. Or un changement de variables effectué dans le même 
numéro donne à l’équation la forme (48) [t. 1, p. 85*], savoir 


d.1 2 
(5) pan ne, 
de? coh#£ 
Le de Re , da 
et transforme les conditions d’état initial en celles-ci, n —0, — —0o 
dé 
(pour Ë—— x). Il s’agit donc d'intégrer, sous ces conditions, l’équa- 


tion (52), comprise dans le type y”+$?y—F(x). C’est dire qu’on de- 
vra, dans les valeurs (30) [ p.219] de C, et GC, effectuer les intégrations 
à partir de la limite x ——, au lieu de + —0, et poser c, —0, c, —0. 

Il viendra, vu d’ailleurs les changements de 8 en #4, de F(x) 


2, ; AE . 
en — et de x en € à la limite supérieure, 
coh3x 
C > fésinkr ou sihkr ’ 
= — — - dx; 
HP. cohèx 
(53) 4 
, 2 $ cos£ær ou: ’cohkx : 
2 — — - = << = dx. 
k coh*x 


Enfin ces valeurs, portées dans les expressions (31) de la fonction 
[p. 219], devenues 


n = CicoskE + Cossink£ ou CicohKË + Csih#é, 


donneront, d’après les formules connues du sinus (circulaire ou hy- 


266* INTÉGRAT. D'ÉQUAT. LIN. AVEC SECONDS MEMBR. : CHARGE ROULANTE; 


perbolique) d’une différence, 


x sin(Æ£—kæ) ou sih(kë—kx) pa 


(94? Le cohzx 
—e 
L'intégrale figurant au second membre est, sauf le changement de 
e en &, celle que nous avons appelée [; à la fin du n° 336* [ form. (24), 
p. 192*], où nous l'avons évaluée en série. On aura donc, par l’emploi 
de cette série, 


l Ps V2 Re I EI GD 5.4. I , 
to Et CDh  ouE Kr/n 5 EE VERTORRE 
ON 3.4 (2m—i1)(2m) I 
9ÆA25—+42 (2m+i)Æ 4 coh"rit 
(55) { avec 


RO A pourE 0er 


1 #2 / sinK£ sih ÆË 
TT — — —,— EE die a ch 
R £ += 10Ù = \ (pour E>0) 
| coh — cos 
| * 5 


formules qui, après retour aux premières variables æ et y de la ques- 
| ? Ï | V 

tion, permettent aisément de se représenter toutes les circonstances 
du phénomène (1). 

Il est certains cas où, après avoir dépassé le milieu æ —0o de la 
poutre et sous la réaction de celle-ci, la charge roulante la quitte, 
pour y retomber parfois plus loin. L'étude d’un tel choc, régi comme 
le phénomène de simple passage par l’équation (52), mais avec des 

5€ f ) 
conditions initiales tout autres, exigera l'emploi de l'intégrale géné- 
rale de (52), qui se forme évidemment en ajoutant la solution parti- 
culière (54) ou (55) à la solution générale, c,coskë + c,sinkE ou 
cicohkË + c,sih kE, de l'équation sans second membre. 


404*, — Intégration d'une autre équation à second membre, pour le 
calcul d’une fonction qui joue un role capital dans la théorie des 
ondes produites à la surface d’une eau tranquille, par l'émersion d'un 
solide ou par un coup de vent. 


La fonction à considérer, fondamentale dans la théorie des ondes 
liquides superficielles, et dont la formation nous sera un dernier 
exemple de l'utilité de l'équation y"+ $?y—F(x), est celle, 4(+), 


(*) Voir, par exemple, les pp. 569 à 576 du volume intitulé: Application des 
potentiels à l’équilibre et au mouvement des solides élastiques, etc. 


# 


(57) 
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7 
que définissent, d’une part, la relation 4 (y) + L(y) — —= et, d'autre 


part, les deux conditions spéciales L(0) — 0, L'(o) — 0. Il n’y a donc, 
pour l’obtenir sous forme d’intégrale définie, qu’à prendre, dans la 


rs 
+ ‘ k L dy x 
formule (33) [p.220], B—1, F(Ë) = — — TE ? C1 0, C2 0, et à 
2 VE de 
changer d’ailleurs æ en y et y en 4 (+). Si, posant enfin V/£— m, nous 
adoptons 77 comme variable d'intégration, nous aurons 


VC) 1 sin(y — m?)dm 


(56) ne 


(2 VY 
= in) | cos mm? dm — cosy jé sin n°? dm. 
"0 40 


Jr 
Î 


Ja = 5 . DATÉ 
Quand 7 est assez grand, les intégrales qui figurent au troisième 
al: 


membre ne différent plus sensiblement de 4 cosm?dm et de 
0 


ee] 


sinmnm?dm, dont la valeur commune, obtenue en faisant b —1 
A0 


or 
dans la formule (32) de la p. 127*, est - ve Il vient, par conséquent, 
2V 2 


Vr . :) 
\ iy—— SIn SRE ET 1 C 
cosy) FR (+ ; 


\ I TRE 
(pour y très grand) d(y) = - VE (siny 
> an 


Au reste, la différence entre Ÿ(+) et son expression asymptotique 
ainsi obtenue équivaut à une intégrale définie assez remarquable; 
car on a 


/ \ 


\ oo 
3 | Te T Fe 
(58) MM ve sin (r a) == tk er 2yY" cos n°?dm. 


10 


Effectivement, si l’on appelle À cette intégrale, second membre de 
(58), sa dérivée par rapport à y, évaluée (par différentiation sous le 
signe f ) en opérant finalement une intégration par parties où s’an- 
nulera aux deux limites le terme intégré, sera 


ee] 
sa = — [ e-WYm cos m2. 77 dm 
DAT RSS Y 
( 39 ) 111—= à 
pe = f e—W{m d sin m? = -- f em sin mn?dm; 
2 V' e/ m—0 /0 


et une différentiation analogue du dernier membre, suivie de mème 
d’une intégration par parties (mais où le terme intégré deviendra 1 à 
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la limite inférieure), donnera 


d'A £ 
Zi = e2v\n 1? 
| de vY2dcosm 
(60) À 
| = CF. —2/Y" cos m? dm — = — À, 
Nr 0 2VY 
0 d2 À I A * . PACE 2 
ou bien Re + À — je Ainsi, déjà, le second membre de (58) sa- 
TA 2VY 


uisfait à la même équation linéaire du deuxième ordre que le pre- 
mier. 
Il y aura donc égalité constante des deux membres, s'ils ont initia- 


lement ( même valeur et même dérivée première. Or 


LU 


. . . tas 
celles-ci sont respectivement, pour le premier membre, b(0o) + SMS 


/ 
4 
1/ Vr , à . ee I ra 
CL (OT cos = =, c'est-à-dire + 1/5 et pour le second 
») 4 ) 


membre, d’après les dernières expressions (58) et (59), (l cos m2? dm 
0 
nn 


L o I = » LA LA 
et — sin n° dm, où encore + /: . La formule (58) est donc dé- 
2V 2 
40 


montrée. Elle fournira, pour l'intégrale définie Y(+4) à limite supé- 
rieure vartable, une expression comprenant (53), car elle se compo- 
sera de celle-ci et de l'intégralé à limites constantes formant le 
second membre de (58), laquelle tend rapidement vers zéro, à cause 


de l'exponentielle décroissante e—#YŸ", dès que + dépasse un assez 
petit nombre d’unités. 

La formule approchée (57) n'étant utilisable que lorsque y atteint 
une certaine grandeur, 1l y a lieu d'obtenir pour (y) une série tou- 
jours convergente et qui, surtout, en rende aisé le calcul numérique 
au-dessous de cette grandeur, ou alors que l’expression asymptotique 
sera en défaut. Observons, dans ce but, que sin(+ — mn?) équivaut au 
développement 


AP 2 de 2 \3 ACER, 2 
/—m (y n£ 0e Ê ue 2 


Ù / 


i [210 pu )-4:0 


a, / 
: ; ; A ee : 
Par suite, l'intégrale “| sin(y — n?)dm, ayant sa fonction sous le 
0 


signe f toujours développable suivant les puissances ascendantes 
de », le sera elle-même et deviendra finalement, quand on y fera 


(66) 
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m —\7y, une série convergente procédant suivant les puissances de 


V7. On aura d’abord 


[EVA VE 
NI f VY 
YCy) = [ (y — m?) dm — —— jr (y— mm} dm +...; 
1.2.3 ,J, 


LH, 


el, en prenant sous les signes f une nouvelle variable d'intégration, x, 


telle que nm —\7yx ou que dm — VY fu, puis posant, afin d’abréger, 


1 


(61) = [ (= uv)? du, 
/0 
il viendra 
(62) déve tr UNE Ce 
É RE I 1.2.3 D DO TO ru) ES d'A 


Or une intégration par parties, effectuée sur le second membre de 
(61), en prenant x pour facteur intégré et supposant p supérieur à 
zéro, donne 


- | 
(63) = [GP ul + 2p Î pr(r— pu)! du. 
0 


Le terme intégré s’annule aux deux limites, et, d’autre part, le pro- 
duit p?(1— p?)?-1 étant la différence (1— p?)?—— (1— u2?)?, le der- 
nier terme équivaut à 2p(l,_;—1,). L'équation devient donc 
(2p +1)1,—=2pl,-,; etil en résulte, pour calculer [, par réductions 
successives de l'indice, la formule 

2p 


(64) = ——— 1], 1. 
de OP or 


21 
À partir de [L,, qui égale | (1— p?)dy. ou 1, cette relation fera 
0 


connaître [,, puis L,, puis 13, ...; et l’on aura 


* Der 0 217 159.9: 0971 1) 
(63) IPS RE D - 
357 


+ © d'où or —_— 22n+1 = “se : - s 
: FD 7vee (AI 3.) 


Que, 


2p +1 


Enfin, la substitution, à I,, 1:,...,L,:,,..., dans (62), de ces va- 
leurs, donnera aisément 

à 3 1 \#n+3 
ES ee Le CAS 


A Ve ue Mots PORN NE ES QE 0 — 
BUY) = A Lette PEN PORC PE PATES Di | 


-+ 


ee 


12 
eo 
e 
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C'est le Heveloppemens cherché. ue le différentiant, deux fois terme à 


ries Y(y), Ÿ’(y) vérifient identiquement l'équation a | 4 


EN EDP DEAR. 
Yo) 1162) ee 


QUARANTIÈME LEÇON. 


ÉTUDE DES ESPÈCES LES PLUS UTILES D'ÉQUATIONS LINÉAIRES SANS 
SECOND MEMBRE, SOIT D'ORDRE SUPÉRIEUR, SOIT SIMULTANÉES : 
ÉQUATIONS À COEFFICIENTS CONSTANTS. 


405*. — Intégration d'une équation linéaire homogène d'ordre quel- 
conque, à coefficients constants. 


Il nous reste à passer en revue les principaux cas où l’on sait former 
soit pour une équation linéaire d'ordre 7, soit pour x équations li- 
néaires simultanées du premier ordre, les x solutions particulières, cor- 
respondant à l'hypothèse de seconds membres nuls, desquelles se déduit 
ensuite l'intégrale générale de ces équations prises même avec seconds 
membres (p.210). Le plus simple et aussi le plus utile, par suite de 
son application aux petits changements d'état physique (p. 202), est 
celui où les fonctions inconnues et leurs dérivées ont tous leurs coef- 
ficients constants. 

Commencons donc par ce cas, et admettons d’abord qu'il s'agisse 
de l'équation unique, d'ordre », 


(1) JD + A ylr-0 + Byt?-2 + RENTE Ly"+ My _— 0, 
que nous écrirons, symboliquement, 


dr dn-1 dn-—2 d 
—— HA = +B———+...+L -- 
dx" dxn-1 


(2) 


\ 
res fe + M ) — 0! 


\ / 
Assimilons pour un instant l'expression entre parenthèses à un po- 


; ! ed : 
Iynôme dont la variable serait Ft et décomposons-la, dans cette hy- 


pothèse, en ses facteurs réels les plus simples, que nous savons être 
d 


— r, ou du second, et alors de la 
dx 2 L 2 


ou du premier degré, de la forme 


d \2 ; —:,,. s 
forme ie — a -H,B7;s1r etlx BU 1 désignent respectivement les 
différentes racines, les unes, réelles, les autres, imaginaires, de l’équa- 
tion obtenue en égalant à zéro le polynôme. Ce dernier constituera le 
produit de tous les facteurs analogues, dont chacun, le plus souvent, 
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n'y figurera qu'une fois. Supposons qu'il en soit ainsi ou, comme on 
dit, que le polynôme n’admette pas de racines égales; et appelons 
respectivement à, b,..., celles qui seront réelles, « + BV/—1,..., les 
couples de celles qui seront imaginaires. On aura donc identique- 
ment, en remplacant dans (2), par ses facteurs, l’expression entre 
parenthèses regardée encore comme un polynôme, 


‘ Fa ARE d \2 à 
(3) (aa) -b).….[(5—s) +# yo 


\ 


Or, quand on passe du sens algébrique au sens symbolique ou infi- 
nitésimal, la même décomposition en facteurs subsiste (t. 1, pp. 81” 
à 83*), puisque le mécanisme de la différentiation de polynômes li- 
néaires à coefficients constants est calqué sur celui de leur multipli- 


HAUTES : ': ALT 
cation par Et la même analogie permet d’intervertir l’ordre des 
(474 


facteurs symboliques; de manière qu’on peut, successivement, écrire 
chacun d’eux le dernier, c’est-à-dire aussitôt avant y. Mais il est évi- 
dent que l’équation proposée se trouve satisfaite en annulant, dans le 
premier membre de (3), toute la quantité qui suit une quelconque 
des expressions entre parenthèses, ou à laquelle s'appliquent les opé- 
rations indiquées par cette expression symbolique et par les précé- 
dentes. Donc, en particulier, l'équation (3) admettra toutes les solu- 
tions des équations du premier ou du second ordre 


solutions qui sont respectivement, en appelant €, c',..., Ci, Co... 
des constantes arbitraires en nombre total », 


(9) yvette PS ORDRES y = e%x(c; cos fr + ce sinfz) 


Ainsi, les n solutions particulières cherchées, avec lesquelles se 
Jormera l'intégrale générale, seront, sous leur forme la plus ré- 
duite possible, y— et; y=ebt\..;y=e"cosfr,y=eÆsmfzrt. 
Nous les appellerons les solutions simples (réelles) de l'équation pro- 
posée. Elles s’obtiendront, comme on voit, en déterminant les facteurs 


A COEFFICIENTS CONSTANTS ET SANS SECOND MEMBRE. 2-3* 
réels élémentaires du premier membre de l'équation algébrique 


(6) ri+ Ar-1+Byr-25,,.+Lr+M=o, 


qui se déduit de l'équation différentielle proposée par la substitution, 
DT MP RTE OT DURATION CCSSSIVeS D, 7, FN LE 
d’une inconnue r. Pour chaque facteur, r — a, r —b,..., du pre- 
mier degré, ou pour chaque racine réelle r — a, r —b,...del’équa- 
tion (6), appelée quelquefois équation caractéristique, il y aura la 
solution simple e"*, de forme exponentielle, et, pour chaque facteur 
irréductible du second degré (r — x)? + $?, ou pour chaque couple 


r —a#%$V— 1 de racines imaginaires, il y aura les deux solutions 
simples e*(cos$zx ou sinfx), purement trigonométriques quand 
la partie réelle x des racines s'annulera, mais, en général, mixtes, 
c'est-à-dire comprenant deux facteurs, l’un exponentiel, l’autre 
trigonometrique. 


406*. — Cas singulier ou l'équation caractéristique a des racines égales. 
— Réflexion générale sur la forme des résultats, quand il s’agit d'un 
système quelconque d'équations linéaires sans seconds membres et à 
coefficients constants. 


Examinons maintenant le cas exceptionnel où, m +1 racines de 
l'équation (6) devenant égales entre elles, les solutions simples cor- 
respondantes se confondent et, par conséquent, n'en laissent plus 
subsister de distinctes, dans (5), le nombre n strictement nécessaire 
pour la formation de l'intégrale générale. Alors, si l’on suppose les 
coefficients de l'équation (6) d’abord variables et, par exemple, fonc- 
tions continues quelconques d’un même paramètre, avant de recevoir 
leurs valeurs constantes assignées, toutes les solutions simples cor- 
respondant aux » + 1 racines ou aux 72 +1 couples de racines qui 
tendent ainsi à se confondre, seront provisoirement différentes : 1l 
y aura donc lieu, utilisant leur multiplicité actuelle, de chercher à 
les remplacer par une seule d’entre elles, ou par un seul des couples 
qu'elles forment, et par » de leurs combinaisons ou couples de ces 
combinaisons, assez bien choisies pour rester distinctes méme à la 
limite. 

On pourra d’ailleurs, s’il en résulte plus de facilité dans le raisonne- 
ment, se donner arbitrairement, en fonction continue du paramètre, 
les racines de l’équation, c’est-à-dire les nombres a, b,...,4,f6,..., 
au lieu de ses coefficients À, B,..., L, M; car, les fonctions a, b,..., 
a, B,... étant ainsi choisies à volonté (sous la seule condition de tendre 

B. — II. Partie complementaire. 18 
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vers les limites voulues), le produit (r—a)(r—b)...[(r—a) +821. 
aura toujours, une fois effectué, la forme du premier membre de (6), 
avec pareilles valeurs finales des coefficients; et il suffira d'appeler A, 
B,..., L, M ceux mêmes du produit obtenu. 

Profitons de cette indétermination pour prendre équidistantes les 
m +1 valeurs de 7 ou les 77 +1 valeurs de x qui tendront à devenir 
égales, et pour laisser identiques, comme elles le sont à la limite, les 
m +1 valeurs de 6. Soient donc, extrèmement près de leur limite 
commune, 

FRS RER ar UE NRETTIOATE 
(7) ou 


do de AG, TARA, NE, 5 CA AE: 
les m+ 1 racines ou parties réelles de couples de racines dontils’agit, et 


(8) Fa Vas V2; ...) J'm) 


les »m + 1 solutions simples correspondantes d’une même forme, qui 
sera ou e"*, ou e* cosBx, ou esinf zx. Les quantités y, V1, Vas «., Yn 
constitueront donc m +1 valeurs successives d’une même foncuon 
de la variable x et du paramètre 7 ou x, valeurs où æ sera le même, 
mais non 7° ou 4, qui, de l’une à l’autre, croîtra de Ar ou de Az. Or, 
si l’on considère les différences actuelles de cette fonction, prises re- 
lativement au paramètre, 


AY = SE Va) Ca SAR 


Jusqu'à celle de l’ordre m inclusivement, 11 est évident qu’elles sont 
des combinaisons linéaires, à coefficients constants, des 22 + 1 solu- 
Lions particulières y, y1,..., y» de l'équation différentielle (3). Donc 
elles en forment de nouvelles intégrales, et elles ne cesseront pas da- 
vantage de la vérifier si on les multiplie par les facteurs respectifs 


, LS d bee —_— — —— CE ——— CRE D : + 
(indépendan 60) Ar (Ar? 2 (Ar n°? (Aa}?” ? (Aa)! 


C’est dire que l’ensemble des m +1 solutions y, ÿ1, Ya, .. ., Ym Peut 
être remplacé par le système 


I 
OU 
A 


Ay A3 An 
(9) 4 Se EE , 9 RAP ———— ——" ——— 0 
(Ar ou Aa) (Ar ou Aa)? (Ar ou Az)" 


Ces m-+1 fonctions bien continues de x et de r ou & vérifiant l'équa- 
uon (3), pour la valeur choisie de r ou x, quelque voisine que soit de 


zéro la différence Ar ou A, il ne saurait en être autrement à la limite, 
alors qu’il y a égalité des m + 1 racines, ou des » +1 couples de ra- 


(11) 


\ 


DANS LE CAS OU L'ÉQUATION CARACTÉRISTIQUE A DES RACINES ÉGALES. 


PE og 


cines, et que les m dernières expressions (9) deviennent les 72 pre- 
mières dérivées de y en 7 ou en x pour la valeur définitive de 7 ou 
de x. Par conséquent, à m + 1 racines réelles égales r, ou &'m +1 


“ . 0 . Cars TPE 7 . . 
couples de. racines imaginaires x = @V—1 de l'équation (6), ül 
correspondra, pour l’équation différentielle proposée (1), les m +1 


solutions simples ou les m +1 couples de solutions simples 


(ro) A A ee, 
T° (dr ou da)” (dr ou da}? (dr ou da” 


lutions seront, dans le premier cas, 


d.erx _. d?2.erx 
AE = — 
AL dr? 


y = er”, Y — 


_ 2 br: 
En ex 


et, de même, dans le second, 


y = e%(cos8x ou sinfæx), 
y = re%(cosBx ou sinBx), 
4 


(12) 


nm 


y étant soit e', soit, successivement, eX cosBzx et eX*sinBx. Ces so- 


— ymMerX 
VIT GITE 


En résumé, pour intégrer toute équation différentielle linéaire sans 
second membre et à coefficients constants, l’on aura un nombre suffi- 
sant de solutions simples des deux formesæx”!e%*cosBx etx"e%* sin8x, 
où l’exponentielle se réduit à l’unité quand les racines correspondantes 
de l'équation (6) ont leur partie réelle x nulle, où c’est, au contraire, 
le facteur trigonométrique qui se réduit à l’unité quand les racines 
dont il s’agit n’ont pas de partie imaginaire 8, et où, enfin, le facteur 
algébrique +7? à son exposant, essentiellement entier et non négatif, 
toujours inférieur au degré de multiplicité de ces racines, c’est- 
à-dire habituellement nul, L'intégrale générale d’une telle équation 
s’exprimera donc au moyen des seules fonctions entière, exponentielle 
et cosinus ou sinus, qui sont les plus simplés dans les deux classes 
respectives des fonctions ou algébriques, ou transcendantes. Et 
comme, lorsqu'on donne un système quelconque d'équations linéaires 
simultanées sans seconds membres et à coefficients constants, chaque 
fonction inconnue se trouve régie en particulier (p. 214) par une 
équation différentielle d'ordre supérieur présentant les mêmes carac- 
tères, mais où elle figure seule, son expression la plus complète pos- 


sible sera elle-même réductible à des termes de la forme æ”e%* cosf x 
ou æ"e% sin fx, dans lesquels on aura le plus souvent m» — 0. Ainsi, 


les fonctions exponentielle, cosinus et sinus sufjiront, en se combi- 
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nant quelquefois avec des facteurs algébriques de forme entière, 
pour exprimer les intégrales générales de systèmes quelconques 
d'équations linéaires sans seconds membres et à coefficients con- 
stanis. | 

C’est principalement à cette propriété, que les fonctions exponen- 
tielle, cosinus et sinus doivent de jouer, dans la théorie des phéno- 
mènes physiques, un rôle immense, bien supérieur à celui de toutes 
les autres fonctions transcendantes. 


407*. — Formation directe des solutions simples, pour tout un système 
d'équations linéaires à coefficients constants. 


Mais il importe de savoir traiter plus directement le cas de n» 
équations linéaires simultanées du premier ordre et à coefficients 
constants, c'est-à-dire d'apprendre à y former des systèmes de solu- 
tions simples embrassant à la fois toutes les fonctions demandées y, 
3, u,..., sans avoir besoin de connaître, pour chacune d'elles, l’équa- 
tion différentielle d'ordre supérieur qui lui est spéciale. Nous n’au- 
rons, pour cela, qu’à généraliser la méthode précédente, relative à 
une équation unique, en cherchant une fonction auxiliaire & régie par 
une telle équation linéaire du nième ordre, et choisie de manière que 
toutes les inconnues y, 3, u, ... s'expriment linéairement au moyen 
tant de cette fonction & que de ses 7 — 1 premières dérivées en x. 

Soient donc les équations simultanées (2) de l’avant-dernière Lecon 
(p. 202), système où nous supposons ici indépendants de x tous les 
coefficients À,, B:, G,..., A,,..., et que nous pourrons, sous une 
forme en partie symbolique, écrire 


d 
(55 + Asjr + Bis + Giu+ = 0, 


dx 


l 
My see + D) s+ Que 0 


(13) dx 


d 
A3Y + Bis + (7 + Ca) Etre cu — 0; 


LE : . d 
Assimilons-y pour un instant, d’une part, la fraction symbolique Le 


à une quantité, comme nous l'avons fait ci-dessus (p. 272°) pour donner 
à la relation proposée (2) la forme (3), et, d'autre part, y,z,u,... à 
des inconnues (ne s’annulant pas toutes), qu'il s'agirait de choisir 
compatibles avec le système (13). Après avoir divisé par y, dans ces 


hypothèses, n — 1 des équations (13), les — 1 premières, par exemple, 


D'ÉQUATIONS LINÉAIRES SANS SECONDS MEMBRES, A COEFFICIENTS CONST. 277* 


, . Z (42 
résolvons-les par rapport aux 7 —1 quotients —; —,-.., qu'elles 
Jr 
détermineront. 
Nous aurons ainsi, pour y, 3, w,..., des valeurs proportionnelles à 
certains polynômes remarquables, nommés déterminants mineurs, 


\ 4 . d 
que l’Algèbre apprend à former au moyen des coefficients —- + A,, 
; dx 


B;, C,...,A,,... des n —71 équations (13) dont on se sera servi. 
Appelant, pour fixer les idées, ®,, ®,, ®:,... ces polynômes respec- 
g etol L 

— e rapport com- 
dx |? ? PP 

mun qu'auront avec eux y, =, #,..., il viendra évidemment 


fs (ui seront au plus du degré ? — 1 en 


(14) He die, Dao u = Lo, 


Enfin, pour que les relations (13), censées toujours pure ment algé- 
briques, soient satisfaites, 1l ne restera plus qu’à porter ces valeurs 
de y, z, wu,... dans la dernière équation (13), non encore employée. 


: : dircre dr 4 
Il viendra donc, entre l’inconnue & et l’indéterminée met la relation, 
(48% 


seule désormais à vérifier, (A,®,+B,L+C,L3 +...)o — 0. Elle a 
entre parenthèses, dans son premier membre, d’après la théorie gé- 
nérale des équations algébriques du premier degré, ce qu’on appelle 
le déterminant du système (13); et elle s’écrira, avec les notations 
ordinaires de cette théorie, 


Le Se A1, B;, C1, 
| dx 
| d | 
1 — + B;, 2 
(15) NN AE Ga 9 = 0 
d 
A3, B;, dx CA C:, 


Le premier terme de la quantité censée inscrite entre les deux traits 
verticaux et formée avec les x? coefficients du système (13), sera Île 


h; MT) 
seul dont les n éléments ou facteurs comprennent tous la partie + 


car il se trouve constitué par le produit des éléments + AÀ,, 
d 


Faut B:,... placés sur la diagonale. Donc le développement du dé- 


4 x d ITR: 
terminant forme un polynôme en-7 ayant pour terme le plus élevé 
Gh v 
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dn 
dx" 
le décomposer, comme l’expression entre parenthèses de l’équation 


» et, par conséquent, est lui-même du degré 7: ainsi l’on pourra 


(2), en facteurs réels irréductibles, les uns du premier degré, de la 


— — a,ou —- — b,...,les autres, du second degré et de la 
dx dx 


d \2 , 
forme CZ _ 2) + 1e 


Actuellement, restituons à — 


forme 


sa signification symbolique et voyons 


dax 
, ° , , > ee, 5 
ce qu'exprimeront alors les résultats algébriques précédents. Les sym- 
boles ®,, ® ®, étant de la forme a + D x + C Le + Les - 
17, AR SMS ENT dx LEE TUE dxn—1 


les relations (14) indiqueront, pour les quantités y, 3, u,..., des va- 
leurs composées linéairement au moyen d’une fonction auxiliaire © 
de æ et de ses dérivées jusqu’à la 7 — ième au plus. Or, d’après la 
manière même dont ces expressions ®,, ®,,..., ®, ont été formées, 
leur substitution à y, z, w,..., dans les 7 —1 premières équations 
(13), donne identiquement, après développement et réduction, 


! ’ e : 
Œ + A1) Pi Ba Cr PSE 0 


dx 
: d : : 
(16) a+ (TE + Ba) Pa Gi Pe A Ep: 
dx 
Ar ®, En BP; SES Chr P, ...... =10) 


au sens algébrique et même, par suite (vu la parité des deux modes 
d’enchaînement des opérations algébriques et infinitésimales), au sens 
symbolique, c’est-à-dire quand on fait suivre les premiers membres 
de (16) d’une fonction © quelconque qui doit alors être, par les fac- 


d ART ; $ 
teurs autres que =» multipliée effectivement, mais, par chaque fac- 
T 
d PE ; di ne 
teur multipliée seulement symboliquement, c’est-à-dire différen- 
liée en +. 
Donc, quelle que soit la fonction auxiliaire ©, les formules (14) de 
Y,3,u,... rendront identiques les 7? —1 premières équations diffé- 


rentielles proposées. Et comme, de plus, elles transformeront évidem- 
ment la dernière en l'équation (15) où & est la seule fonction incon- 
nue, équation du ziè%e ordre et à coefficients constants, il suffira de 
trouver les x solutions simples de celle-ci, expressions de la forme 
o — axe (cosBx ou sinBx), pour que les relations (14) où l’on fera 
ainsi 9 — x"e#(cosBx ou sinfx) donnent, chaque fois, certaines 
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valeurs de y, z, u, ... satisfaisant à (13), c'est-à-dire, en somme, les » 
systèmes que nous représentions respectivement, dans l'avant-der- 
mère Liecon (D+ 207 ADAM Mise y Vas Lay Us 25 VAS 
Un, .... Après quoi les expressions générales de y, 3, u,... s'obtien- 
dront en multipliant ces divers systèmes, ou so/utions simples de (13), 
par tout autant de constantes arbitraires C;, C:,...,Ch, et en faisant la 
somme. 

Or il est clair que les multiplications respectives par c;, C:,...,c, se 
trouveraient tout effectuées, en introduisant chaque fois la constante 
ou le facteur c dont il s’agit, dans l’expression correspondante de &, 
c’est-à-dire en prenant celle-ci sous la forme cx”""e%*(cos8x ou sin8x), 
et que, de même, la superposition des z solutions simples se trouvera 
toute faite, pour les diverses fonctions 7,23, u,..., si, dans leurs ex- 
pressions (14), on l’opère sur la fonction © elle-même, en y rempla- 
çant © par l'intégrale générale de (15), expression de la forme 


(17) DS Crrexx (Cos5 x ou sinfr), 


i 


el non par l’un quelconque de ses termes. Bref, l'éntégrale générale 
du système proposé (13) s’obtiendra par l'intégration de l'équation 
unique (19) en ®, suivie du calcul de y,z,u,..., au moyen de», 
par les formules symboliques (14). 

On remarquera que l’équation algébrique à résoudre pour intégrer 
(15), ou celle dont il faudra décomposer le premier membre en ses 
facteurs réels irréductibles r — a, r —b,...,[(r—4x)?+$?],...,se 


EE ne En ; ; 
déduira de (15), par la substitution de 7 à 7x après suppression de +, 


comme on a fait pour déduire (6) de (2) après suppression de y, et 
qu’elle pourra s’écrire 


| (7 + A;), B:, C: re 
(18) | A2 QE Es) CAR | — 0. 
A3, B:,%°(r 03) 


Le cas particulier le plus simple, où la fonction auxiliairesse trouve, 
pour ainsi dire, donnée, est celui de l’équation unique (1) [p. 271* | 
examinée en premier lieu, quand on la considère comme équivalant 
au système 


—— V —VI=0 LE RER — 0 Ts PE Sn ee 
dx FO GE HN $ 


My +Ly'+...+Bytu-2 + (3 + 1 fre 
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Ce système rentre bien dans le type (13), où l’on appellerait main- 
tenant y”, y”,... les fonctions z, u,..., et où l’on poserait A0, 
B, =—1, G=0,., 4,0, B;=0, CGT Lee 
mières relations (19), considérées comme algébriques, reviennent à 
prendre soit set y', soity'et y',..:, soitenfin ir 2LCt en 


dx 


le rapport de 1 à ——» ou, par suite, à supposer y, y’, y”, ..., 79 


ADF dn-—1 
ee Ven pe à M DE MP pme 
dx dx? dxn-1 


fonctions inconnues se réduisent ici à 


entre eux comme 1, + Donc les formules (14) des 


2 —1 
(20) Per. 3: d © VITE d o r(n—1) — Ee à ( 
HET De PEAR at ï, NE PT SLA 1 ” dœn-1 1? 


et la fonction auxiliaire & n’est autre que y; de sorte que l'équation 
différentielle en +, résultat de la substitution, dans la dernière (19), 
de ces valeurs (20) de y, y", y",...,y"®-1), revient, comme il le fal- 
lait bien, à l’équation (1) elle-même, écrite sous sa forme symbo- 
Re 

Roques ) por PRE 


408*. — Expression la plus simple qui en résulte pour les intégrales 
générales d’un tel système sans seconds membres. 


Quand, dans une solution simple, affectée d’une constante arbi- 
traire c,, l'expression de ® contiendra un facteur trigonométrique, un 
cosinus par exemple, ou que le coefficient 8 de l’arc fx n’y sera pas 
nul, on trouvera tout avantage à grouper cette solution simple avec 
son analogue, dans laquelle figurera le même are fx, mais sous le 
signe sinus, affectée d’une autre constante arbitraire €,; car l’expres- 
sion de la solution double ainsi composée deviendra aisément aussi 
peu complexe, et aussi facile à interpréter, que celle d’une seule des 
solutions simples la constituant. Il suffira, en effet, de poser, comme 
on le peut toujours, c, —Ccosc, c, — Csinc, où C et c seront deux 
nouvelles constantes arbitraires, pour que la partie de © relative à 
cette solution double, savoir æ”e**(c;cosfx + c,sinBx), devienne 
Carrez cos(Bx — c), ou très semblable à cx”e%*cos8 x. 

S1 l’on se borne d’abord au cas ordinaire d’une équation caractéristi- 
que (18) dépourvue de racines égales, il ne restera donc dans l'expression 
générale de & (vu l'annulation de tous les exposants m) que des tèrmes 
de la forme Ce*cos(Bx — c), qui, différentiés autant de fois qu’on 
le voudra, ne donneront jamais que deux sortes de termes, produits 
respectifs de coefficients dépendant uniquement de z et de 6 par 
Ce cos(Bx — c) ou par Cesin(Bx — c). Par suite, les expressions 
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correspondantes (14) de y,z,u,... ne comprendront également, cha- 
cune, que deux termes analogues, à coefficients fonctions entières de 
ceux des 7 —1 premières équations proposées (13), ainsi que de «et B, 
mais indépendants des constantes arbitraires C, c; et si l’on appelle, 
pour y, par exemple, Z,, l, ces deux coefficients, ou que la solution 
double considérée donne 


y = Ceux cos(Br — c) + lsin($zr —c)|], 


on pourra, en posant l, = À cosy, = Àsiny, écrire plus simplement 
y=GeX cos(Br — c— 7). | 

En résumé, désignons : 1° par æ HÆ Ê/—1 les diverses racines 7, 
réelles (avec 8 — 0) ou imaginaires, de l’équation (18), racines où x 
et 8 sont certaines fonctions de tous les coefficients À,, B,, C,,..., 
PRE CES StOMeNDrODOSS (aan tél yet ouVete, +. des 
constantes dépendant des coefficients de nr — 1 quelconques de ces 
équations proposées (13), ainsi que de x et 8, tous paramètres dont 
les quantités À cosy et À siny, mCosù et sind, v cose el y Sine, ... se- 
ront même de simples fonctions entières; 3° par C, c des constantes 
dépendant de l’état initial (c’est-à-dire, par exemple, des valeurs ar- 
bitraires ÿ5, Zo, Up, ... attribuées aux fonctions y, 3, u,... quand 
æ—o), mais non des équations proposées (13); 4°, enfin, par E une 
somme d'autant de termes, analogues au terme inscrit à la suite de 
ce signe, qu'il y aura de couples de valeurs x et 8 ou de couples de 
constantes C, c; et les expressions générales de +, y, z, u,... seront 


Di Gemcos(br= c), 


y = ECAex cos(Br—c 


a'4 
1 /2 


(21) z = SCueïx cos(Br — c — à), 
u = ECvelXcos(B x — c —e), 


sh Slorelehete. des een) ee) 0 +) 0 ets le ls ete ete. © e 


Elles deviennent plus complexes dans le cas exceptionnel de ra- 
cines égales, cas où, pour ces racines, la somme ZX s'accroît, 
dans ©, de termes de la forme Cx”e%cos(Bzx — c), c’est-à-dire 

dm 
C dan 
vant à composer les valeurs de y, z,u,..., ces termes en donnent, 


Le**cos(Bx — c)]. Or, d’après les formules mêmes (14) ser- 


; Ke pe a d 
dans y,3,..., d’autres ayant (vu la possibilité d’intervert zx © 


les expressions respectives 


d m 


dan 


dm 


re [P,.exxcos(Bx— c)], 


P,.exx cos(Br — cl, ..., 


282* ÉQUATIONS LINÉAIRES DES PETITS MOUVEMENTS PERSISTANTS : 
c'est-à-dire, 


dm dr 


Ce [NeACOS (PTE CE INNR [me%*cos(8x—c—ûù)], ..., 


où il n'y a plus seulement le facteur e**, mais aussi À et y, met 
à faire varier en fonction de «. Ces termes se dédoublent 
donc et en fournissent de nouveaux où, à part les cas d’exacte des- 
truction mutuelle, figurent quelques-uns au moins des facteurs algé- 
briques x, x?, x?,...,x", de degrés moindres que celui de mulu- 


N 
0, cs 


plicité des racines à Æ B/—1. Mais les seuls facteurs transcendants 
paraissant dans les diverses parties des résultats sont toujours, 
en définitive, e%* cos(Bx — c), e%sin(B8x—c); et l’état initial 
n'influe encore que sur le coefficient général C de chaque solution 
simple ou double et sur la partie — c de l’arc correspondant zx — c. 
Il ne change rien au mode d’association de ces facteurs transcen- 
dants avec les facteurs algébriques æ”* ou aux rapports mutuels des 
coefficients affectant les termes partiels dont se compose, pour chaque 
fonction inconnue y, z, u,..., la solution simple ou double considérée. 


409*. — Formes plus spéciales imposées aux solutions simples ou doubles 
par la nature particulière des phénomènes à exprimer. 


Il arrivera souvent, dans les applications physiques, que la nature 
du phénomène étudié, ou des circonstances de son évolution trop 
générales pour pouvoir échapper même aux observations les plus 
erossières, feront connaître, avant toute étude analytique, d’intéres- 
santes particularités sur la forme des solutions simples. 

Par exemple, s’il s’agit de petits changements produits dans le voi- 
sinage d’un état d'équilibre ou permanent dont la stabilité soit as- 
surée, y, 4, u,... ne pourront, quelque grand que devienne le temps 
æ, croître indéfiniment, même dans la supposition d’un état initial 
où subsisterait une seule quelconque des constantes C : et, par suite, 
aucune des parties réelles « des racines de l'équation (18) ne devra 
être positive; car le facteur e#7, où x serait positif, rendrait inévita- 
blement infinie, pour x — , la solution simple ou double correspon- 
dante dans laquelle il figurerait et dont la constante C différerait de 
ZÉTO. 

Et s'il résulte, en outre, de la nature de la question, que les chan- 
gements ou mouvements étudiés ne puissent pas plus décroître indé- 
finiment, c'est-à-dire s’éeindre, que croître, comme il arriverait dans 
le cas des vibrations d'un: corps isolé parfaitement élastique, on 
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pourra en conclure : 1° que les parties réelles « des racines ne seront 
pas non plus négatives et s’annuleront, sans quoi les facteurs e%7 en- 
traîneraient l'extinction ou évanouissement asymptotique des chan- 
gements y, £, u,...; 2° que les racines, ainsi réduites à leurs parties 
purement imaginaires + BW—1, ne pourront être d’un degré de mul- 
tiplicité supérieur à l’unité, si ce n’est dans des cas où les termes de 
Y,4,; U,... à facteurs algébriques +”, introduits par l'égalité de deux 
ou plusieurs d’entre elles, auraient, à raison même des valeurs spé- 
ciales de ces racines multiples, tous leurs coefficients (dans le genre 
de À, , y,...) égaux à zéro; car de tels facteurs +”, n'étant plus 
masqués par des exponentielles évanouissantes, feraient croître indé- 
finiment, avec æ, les parties correspondantes de y, z, u,.... Donc, 
de toute manière, les solutions simples seront alors en nombre pair 
et, associées deux à deux, donneront, dans y, 4, u,..., des expres- 
sions purement périodiques, de la forme que nous avons appelée pen- 
dulaire (p. 221) : 


Y) 


z = Gucos(fr —c—3), 


y = Gà cos(Bzr — c 
(22) 


u = Cv cos(fx — c—:), 


Biahelete elles sl) © 0,5, 6). /e © 12 | eos 


On voit que ces valeurs de y, z, w,... sont pendulaires etisochrones, 


A Vs Q DT: 
ou admettent la même période ni (car les arcs Êæx—c—7, 
ù ° . 27H . 
Bæx—c—3,... croissent de 27 quand x grandit de pu Mais elles 


n’alteignent pas aux mêmes instants æ ce qu'on appelle les mêmes 

phases, c'est-à-dire leurs valeurs maxima, ou leurs valeurs nulles, 

bref, des valeurs égales à une même fraction de leurs maximums res- 

pectifs (demi-amplitudes) ÀG, WC, .... Les différences de phase ou, 
A 

rides phases de y, z,.. sur celles 


B $ 


de cos(Bx — c), quantités dont il faut que æ s’accroisse pour que 
cos(Bx — © — y), cos(Bx — c —Ô),..., respectivement, deviennent 


plus précisément, les retards 


» 


À NME 
égaux à cos(Bx — c), dépendent, comme la période — ; de la nature 


b 
du système, c’est-à-dire des équations différentielles (13) qui le ré- 
gissent, mais non de l’état initial, représenté seulement, dans la so- 
lution double dont il s’agit, par les deux constantes arbitraires C et c. 
Ainsi, chaque solution double, toujours semblable à elle-même, 
intervient, dans l'expression du mouvement général, en proportion 
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de son coefficient d'amplitude C, naturellement d'autant plus 
grand, par rapport à ceux des autres solutions doubles, que l'état 
initial donné a plus d’analogie avec celui qu’elle exprime elle- 
méme pour la valeur initiale choisie æ — 0 de la variable. 

Le cas le plus simple, qui se présente dans l'étude des petits mou- 
vements d’un système matériel élastique, est celui où la moitié des 
fonctions inconnues y, Z, u,... sont, par exemple, les déplace- 
ments (suivant trois axes coordonnés) de divers points mobiles, 
l'autre moitié, les vitesses, dérivées de ces déplacements par rapport 
au temps æ, et où, pour ceux-ci, que je supposerai être y, 3, u,..., 


: : : d 
les expressions (14) ne contiennent le facteur symbolique LE qu’af- 


fecté d’exposants pairs. Alors chaque terme de e, réduit par les 
considérations précédentes à la forme Cx”cos(Bx—c), avec m 
nul le plus souvent, ne figure dans y, z, u,... que par lui-même ou 
par ses dérivées paires. Or, si on le différentie un nombre pair quel- 
conque de fois, le résultat se compose de termes dont tous provien- 
nent, dans leurs diverses parties, de ce nombre pair de différentia- 
üons effectuées, les unes, Æ par exemple, sur le facteur algébrique æ”!, 
dont elles abaissent l’exposant à m— k, les autres, sur le facteur 
trigonométrique, qui, abstraction faite du signe, reste cos(Bæx —c) 
ou devient sin (8x — c), suivant que Æ est pair ou impair. D'ailleurs 
lon n’aura ici à considérer, dans le résultat en question, que le terme 
dont le facteur algébrique æ”-# égale 1, ou pour lequel £ — m, puis- 
que, finalement, 11 contribuera seul à former les expressions de y, £, 
u,..., tenues, par hypothèse, de ne pas croître sans limite avec x; 
et l’on voit que, dans la totalité des expressions correspondantes (14) 
de y, z, u,..., Ce terme sera ou constamment proportionnel à 
cos(Bæx — c), ou constamment proportionnel à sin(Bæ—c), facteur 


\d ’ -d T Là A , L 
qui, écrit (cosBæ—c— =)» présente la même forme générale 
2 
[e 
cos($r— const.). 


Donc, tant qu'il s'agira des déplacements y, 4, u,..., mais non des 
vitesses, ni même de & sû mn est impair, on pourra poser y —0,0—0, 
e—0,... dans les formules (22), sous la seule condition d’attribuer, 
quand il le faudra, le signe — aux coefficients À, p, v,.... Les fonc- 
Uons y, 4, u,... sont ainsi, comme on dit, synchrones; ce qui si- 
gnifie qu’elles se trouvent, toutes à la fois, aux mêmes phases de 


leurs variations, comptées positivement, pour chacune, dans un sens 
convenable. 
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Il est bon d'observer d’ailleurs que, pareillement aux expres- 

sions (14) de y, 3, u, ..., l'équation (15), en +, ne contiendra le 
d 

facteur sy mbolique == = qu à des puissances paires, puisque, toutes les 


racines 7° y allant par Pre et ayant leurs parties réelles « nulles, le 
premier membre de (15) ne se Dr que de facteurs HA de 


circonstance est liée seulement à la ne de chaque solution 
double (22) et n’exigerait pas le synchronisme de y, z, u, 


la forme (7 — :) + $?, réduits à —— 


410*. — Application aux petits mouvements vibratoires d'un système 
élastique : possibilité d'y reproduire un état initial arbitraire en super- 
posant de simples mouvements pendulaires synchrones, etc. 


; d? : d : 
La présence du symbole ——;, au lieu de ——;, dans les expressions 
da? dx 


(14) de petits déplacements élastiques y, 3, u,... et dans l'équation 
(15) en w, provient de ce que les équations différentielles sont alors, 
en réduisant leur nombre de moitié par l’élimination des vitesses 


d dz du 
Ve D, 5 Tu", ..., du second ordre et de la forme 
8 dx dx dx 
, Ferre + B,2+ Gu 0 
EN: DATONS) es 0, 
dx? )9 è “ 
(23) d2 
"AE A+ (st B)s+ Que. 
dx? 
ou analogues à (13), mais avec Ci ai Or celles-ci (23), 
D dx? de 


traitées exactement comme l’a été le système (13), donnent pour y, 
:, u,... des expressions pareilles à (14) et une équation en + pareille 


2 
A 


Ê ñ ; ; a 
à (15), sauf partout la même substitution de —— à —; et, comme la 
dx? dx 


double condition physique de stabilité et de non-extinction s’y applique 
encore de même pour prouver, avec l’absence de racines r égales ou, 
du moins, de tout facteur algébrique chez y, z, u,.… dans les solutions 
simples qui leur correspondraient, l'annulation des parties réelles x 
des racines r, le premier membre de (15) se décompose en LIRONRE 


a? 
symboliques exclusivement de la forme Ta + f?. 


De ce système (23), à racines r purement imaginaires el à so- 
lutions doubles, toutes pendulaires synchrones, donnant par leur 
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superposition 


y=2Crcos(Br—c), 

| z = Z2Cucos(fzx—c), 
(24) 

| u — ECvcos(Br—c), 


on déduit aisément un second système, à racines 7 toutes réelles et 
négatives, c'est-à-dire à solutions simples sans facteur périodique, 
mais où les expressions partielles correspondantes de y, z, u,... sont 


proportionnelles à une même exponentielle décroissante e-P°r, II 


ee d? 
suffit, pour cela, de remplacer partout, d'un côté, dans (25), += 


d à A PA x 
par 7 ce qui conduit à un système de la forme (13), et, d’un autre 
TL 


côté, dans (24), cos(B:z — c) par e-P*, ce qui donne en même temps, 
pour ses intégrales, 


(Bb) ee CNE PE 3 — SCuerh'r, u = SCve-fx, 


En effet, si l’on considère à part chaque solution simple, où y, 
3,u,... varient proportionnellement au facteur commun cos(Bæ —c) 
dans (24) et e-P** dans (25), les premiers membres de (23) s’y trou- 
vent identiques à ceux de (13), abstraction faite de ce facteur com- 
mun variable qui s’en élimine par division; car deux différentiations 
de cos(Bx— c)et une seule de e-P#* le multiplient également par 
— 82. Il suffira donc que les intégrales de (23) soient (24), pour que 
celles de (13) soient (25). Et si, l'équation en f? ayant des racines 
multiples, une même valeur de 8 a donné dans (24) m + 1 systèmes 
de rapports de À, u, v, ..., ou m +1 solutions doubles, elle donnera 
aussi, dans (25), tous ces systèmes de rapports, c'est-à-dire m2 +1 
solutions simples sans aucun facteur algébrique en æ, æ?, ..., æ"; 
ce qui indiquera, pour les équations (13), la même absence d’inté- 
grales à facteurs algébriques que pour les équations (25) (1). 


(*) Voici comment on peut vérifier ce fait sur les expressions respectives de y, 
Z, U, ... qui correspondent à une valeur simple quelconque, 


[el 


ze routrrcos(8rc) 


de +, expressions dont les formes sont, avec des coefficients constants a,, a,, .…, 

Ah +.) 
did _& D NT EN dr Le UT (æme-Ÿx) 
x TE P dxP 

pour le système (13), et 


/ d? dP 
Last SP NL CR 7727 +...)tæ cos(fx — c)] 
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Prenons successivement, dans (24), c —o et c — -;, en remplaçant 
2 
d’ailleurs partout, dans le second cas, les constantes C par d’autres 


. . . , 0 C . 
non moins arbitraires, que nous écrirons = + Il viendra, pour (23), les 


deux groupes partiels d’intégrales 


RES CAGOSÉ TZ, 2 = 20uwcosEr, Hu = ECYCosb 7 ee 
(26) LEE VA 
y 2CSsinpzr RierSC Esin8r, UE CN SIN TES 
\ ne #] ) 
Î Î 


pour le système (23). Afin d’abréger, nous les représenterons respectivement 


par 
PB ES d'P.æ" cos (8x — c) 
Vae—— et Ja, : 
P dx? f dx? 


Pour les développer, il faut savoir former la dérivée piè®e quelconque d’un 
produit ww, à facteurs w et v fonctions de æ, qui seront ici, l’un, u = x", et, 
lantre, p = e-Fx ou v— cos(8z — c). A cet effet, l’on observe que chaque terme, 
diu div 
dx dxi 
double, quand on différentie une fois de plus,exactement comme le fait le terme 
eu u'oi de la puissance (5 + 7)?" du binôme w + + quand on le multiplie par 
u + + pour avoir la puissance suivante ; et, partant de la dérivée première 

du dv 
pr PET De 


de la forme K —— » faisant partie de toute dérivée, (1 + 7j", de uv, se dé- 


AU RRURELE, ; dP.uv : À 
on déduit aisément de cette analogie, pour ÉPRTS la formule suivante, due à 


Leibnitz, calquée sur celle de (uw + 0} ou, ce qui revient au même, de (0+ uw), 


dP.uv dv. p du dPr'o , p(p—:1) d'u drop 
———— = | — = H 
dx? dæxP 1 dx dxr”: 1.5 V4 FO À r dt 


Alors, en faisant u = +" et o — soit eË *, soit cos(Bæx — c), les deux expres- 
sions à évaluer deviennent respectivement 


ie) ? pm Sr aele F — 02)? i dx" Cat 
Bb R jf a, | où I ÈS dæ : Ê: 


st 2 x fx 
se | P(P 1) (— G2 )P à, æ.x" RAS 


1.2 HE AEG 
PTE EN PAR CE 
…1D2 Ca Nr F° “ 


et 
d.x" sin(fz—c) 


[EC 872, far cos (8 LT (ya | re CT 


-[Y 2 PAR AERS æya,)] HA LUN COS rte 


1.2 do? 


2p(2p—1)(2p —2) Fe dx" sin(fT—c) 
-[Y 148 ed: a, "dr". CE on À 


Cela posé, si m—1, ces développements se réduisent à leurs deux premiers 


(27 


) 
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el ceux-ci, différentiés pour obtenir, dans chacun, l’expression des 


vitesses y’, z', u',..., donneront respectivement 


(y'=—2ECfAsinfr, z'=—EC£usinsxr, u'—— ECBvsinBx, 
| y — ZCÀ cos8>, 2 A CHCOosDT, u'= "ZCvcosÈe 


On voit, en faisant x — o dans (26) et (27), que le premier groupe 
(26) correspond à un état initial où les vitesses y}, 3, u,,... sont 


nulles, et, les déplacements y,, 35, &o, ..., exprimés par les formules 


(28) Non, OU, 5 = 2 0 Y, _ 


tandis que le second groupe (26) correspond à des déplacements ini- 
tiaux Yo; Zo Uo, --. nuls et à des vitesses initiales y;, z;, uw: 


U ex- 
0 ps. 
primées, de même, par les formules 


(29) Vie CA, RER UETE PANGRO GES 


- La superposition des deux types (26) d’intégrales, en y attribuant 
aux constantes C, dans chacun, des valeurs distinctes, représentera 
donc les petits mouvements les plus généraux du système élastique, 
pourvu qu’un choix convenable de ces valeurs C rende arbitrairement 
disponibles les expressions 2CX, EC, 2Cv,.... Or celles-ci consti- 
tuent précisément, d’après (25), les valeurs Yo, Zo, Uo, ..., pour &æ —0, 
des fonctions y, z, u,... régies par les équations (13), plus simples 
que (23), et où toutes les racines de l’équation caractéristique (18) 
ont, par hypothèse, la forme réelle r ——f?. Ainsi, pour achever 
de montrer comment s’exprimeront par les formules (24) tous les 
mouvements obéissant aux équations (23), dans notre système ma- 
tériel élastique très peu écarté d’un état d'équilibre stable, il ne nous 
reste qu'à assigner les valeurs des constantes C propres à rendre, 


termes, et la condition pour qu'il n’y subsiste que le terme en æ° (ou indépen- 
dant du facteur algébrique) est £(— f*)Pa, — 0. Si m — 2, les développements 
comprennent les trois premiers termes et, pour qu'ils se réduisent encore au 
dernier, il vient, outre la même condition, celle-ci, également commune, 
Ep(— f}a,—o.Si m—3, l'on a, avec un terme de plus, une nouvelle condi- 
Lion à joindre aux précédentes, savoir, dans le cas du premier développement, 
Ep(p—:1)(—f$}ra,= o, et, dans celui du deuxième, £2p(2p—1)(—f$:}ra,=0;, 
relations que la condition précédente réduit identiquement à Zp°(— p'}a, 0. 
De même, si m = 4, on aura en plus, de part et d’autre, la relation 


Sp°(— ftÿa, = 0. 


Et ainsi de suite, avec identité évidente des conditions, indéfiniment continuée 
dans les deux cas. 
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pour æ — 0, les expressions (25) de y, z, u,... égales à des quantités 
données quelconques, lorsque toutes les racines de l’équation (18) en 
r sont réelles et que d’ailleurs il n’existe pas de solution simple où 
figurent dans y, z, u, ... des facteurs algébriques en æ. C’est préci- 
sément ce que nous ferons, d’après Cauchy, au n° 412* (p. 297*). 

Les considérations exposées ici, étant indépendantes du nombre 
des équations données, auront pour principal résultat de révéler la 
forme analytique générale des fonctions inconnues, dans des cas où, 
vu la multitude des particules matérielles en jeu, ce nombre sera trop 
grand pour pouvoir être fixé et deviendra en quelque sorte infini. 
Alors les types (26) d'intégrales, à termes pendulaires et synchrones, 
seront utilisés spécialement dans l’étude des mouvements vibratoires, 
et le type (25), à termes sans cesse décroissants, proportionnels à 
une exponentielle épanescente (c’est-à-dire qui tend vers zéro quand x 
grandit), le seront surtout dans la théorie du refroidissement des 
corps. 

Des solutions mixtes plus compliquées, empruntées à la forme (21) 
avec coefficients d'extinction x négatifs, deviendraient nécessaires 
s’il s'agissait d'exprimer la graduelle absorption du mouvement par 
un système matériel imparfaitement élastique, etc., ou, d’une ma- 
nière générale, l’asymptotique évanouissement d’écarts y, z, u,... 
existant entre l’état effectif d’un système et son état de régime soit 
permanent, soit périodique, sous l’influence de causes constantes ou 
périodiques elles-mêmes, comme on à vu par un exemple simple au 


n°399 (p.225). 


4i1*. — Méthode d'Euler pour l'intégration des équations linéaires 
sans seconds membres et à coefficients constants. 


Quand les racines r de l'équation (18) sont toutes réelles, ou que 
(en écartant d'abord le cas exceptionnel de racines égales) Les solu- 
tions simples ont visiblement, pour +, la forme unique e'* et, pour y, 
z, u,..., d'après (14), la forme, unique aussi, 


(30) y =xXerx, 3 = perx, u = vert, + 


l'intégration du système (13) peut s'effectuer plus simplement que 
nous n'avons fait, en se donnant «a priort cette forme (30) des rx 
groupes cherchés d’intégrales particulières, et en y déterminant les 
constantes 7, À, &,v,... par la substitution même des expressions (30) 
de y, 3, u,... dans les équations (13). Le facteur e"* étant commun 
à tous les termes, sa suppression donne entre À, k,v,... etr les x 
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relations, homogènes du premier degré en À, p, v,..., 


(r + A) Biu+ CGv+...—o, 
Ask +(r+ Ben + Cov +... —=0, 
A3À+Bsu+(r+G3)v+...—=o, 


(51) 


CC CC 


Or, vu l’analogie de forme de ces équations (31) avec (13), qu’on leur 
identifierait par les simples changements de y,z3,u,...enÀ,u,v,.., 


d ue 
et de Ta NF, —I d’entre elles, les 2 — 1 premières, par exemple, 


donneront pour À, k, v,..., qui ne sont déterminés, dans (30), qu’à 
un facteur constant arbitraire près, les expressions désignées dans les 
formules (14) par L,, Le, L:,..., sauf toujours la substitution de r à 


d : : ; 5 
7 et alors la relation (31) non encore employée, savoir la dernière, 
(44 


deviendra A,L,+B,%,+...—o, c’est-à-dire précisément l’équa- 
tion (18), dont nous appellerons ici f(r) le premier membre et que 
nous écrirons, par conséquent, 


INDE AA B:, Ci, TA 
À, (r + B>), Co, | 

| A3, B3, (r + G3), 
RE RE nd re eu À | 


Il est clair que les valeurs non seulement de 7, mais aussi de À, pe, v,.… 
ainsi déterminées, ne différeront pas de celles que donne la méthode 
exposée plus haut; car on y était précisément conduit à substituer 7 
d 
dx 
re’ ou ro. 

Tel est le procédé classique, dû à Euler, pour intégrer les équa- 
tions linéaires sans seconds membres et à coefficients constants. On 


à —— dans les formules (14) dès que, © désignant e’?, se devenait 


l'étend au cas de racines imaginaires 7 — x = 8V/— 1, en introduisant 


des exponentielles imaginaires e(##Bv-1)x, que l’on peut, comme nous 
avons vu (p.17*), différentier en æ à la manière d’exponentielles 
réelles, et en introduisant aussi, par suite, des valeurs imaginaires de 
À,u,v,..., conjuguées deux à deux comme celles de 7 : il suffit d’af- 
fecter les groupes de solutions simples, ainsi conjugués deux à deux, 
de constantes imaginaires c conJuguées aussi, pour que, gràce à une 
transformation exposée vers le commencement de ce Cours (T. I, 
p. 43*), leur superposition conduise aux solutions réelles doubles di- 
rectement données par notre méthode. 


(35) 
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Dans le cas exceptionnel de racines égales, on pourrait, laissant 
invariables les coefficients des 7 — 1 premières équations (13) et, par 
suite, les expressions de À, p, v,... en fonction de ces coefficients et 
de 7', altérer très peu les 2 coefficients de la dernière équation (13), 
de la manière qu'il faut pour rendre les x valeurs de r variables à 
volonté dans le voisinage de leurs valeurs assignées, et pour rendre, 
par exemple, mutuellement équidistantes les m +1 d’entre elles des- 
tinées à devenir égales. Alors un raisonnement développé plus haut 
(p. 274*) donnerait, pour les » + 1 solutions simples correspondant à 
une racine 7 du degré m +1 de multiplicité, en ce qui concerne, par 


: ; up 
exemple, la fonction y, les mn +1 expressions Xe”, TR (CS RENE 


dr : 
ee CRere). 
12*. — Détermination des constantes arbitraires, effectuée par Cauchy. 


Mais, revenant, pour fixer les idées, au cas d’une équation caracté- 
ristique (32) à racines toutes réelles (sauf à étendre encore les résul- 
tats, si c'était nécessaire, au cas de racines quelconques, par l’emploi 
d’exponentielles imaginaires), occupons-nous de déterminer, d’après 
Cauchy, en fonction des valeurs 5, %5, Uo, ... initiales (ou relatives 
à æ —0o) des fonctions inconnues y, %, u,..., les constantes arbi- 
traires dont il faudra affecter les diverses solutions simples; ce qui 
montrera la parfaite distinction des x systèmes de solutions simples 
obtenues et la légitimité de leur emploi pour la formation des inté- 
grales générales. 

À cet effet, observons d’abord que, suivant l’équation dont on fera 
abstraction dans le système (31) pour composer À, a, v,..., on ob- 
tiendra nr groupes différents HéPCÉSLEX Dress 10nS À, HV... Ldétermi 
nées seulement quant à leurs rapports. Nous appellerons À;, 1, V1, .. 
celles qu’on obtient en écartant la première équation (31) ou en se 
servant des » — 1 dernières. Ce seront respectivement les détermi- 


nants 


B;, (r + C3), CPU ) M1 — (—1)21 T + C3, es A3 


dont le premier à ? —1 éléments contenant r et, les autres, 7 — 2; de 
sorte que le développement de À, contient un terme en 7-1, savoir le 
premier terme, à coefficient 1, du produit (7 + B,)(r+C;,)..., tandis 
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qu’il y a Seulement des termes en r7?, r—$,... dans les développe- 
ments de 4, v,.... Nous appellerons pareillement À, p2, v2,... les 
expressions de À, p, v,... formées en abstrayant la seconde équation 
(31), expressions dont la seconde, x, commencera, comme À,, par le 
terme 7-1, et, les autres, par un terme moins élevé, De même encore, 
À3, Us, V3,..., expressions dont la troisième seule aura pour premier 
terme r#-!, désigneront ce que deviennent À, y, v,... quand on n’y 
fait pas figurer les coefficients de la troisième équation (31); et ainsi 
de suite, jusqu'aux expressions }», U», v,...., les seules que nous 
eussions précédemment, pour fixer les idées, appelées À, pa, v,.... 
On sait d’ailleurs que le déterminant général / (7), introduit jusqu'ici 
comme étant la somme AÀ,}, + B,u,+..., aura l’une quelconque 
des formes suivantes 


fr) =(r+Ai)li+ Bip + Givi+... 
— A2ho+(r + Bit + Covo +... 


(4) 


= A3 3 + Bus + (7 + C3)v3 + UE 


Cela posé, admettons d’abord l'inégalité des n racines 7 de l’équa- 
üon f(r)—o, ou la non-annulation de la dérivée f'(r) quand f(r) 
s’annule. Comme nous n’aurons aucune raison, pour une solution 
simple quelconque où y, £, u,... seront Àe'*, pe”#, ve"?,..., de pré- 
férer les premières expressions de À, p, v, ou les secondes, etc., pro- 
portionnelles d’ailleurs les unes aux autres, il sera naturel de Îles 
employer toutes à la fois en les superposant convenablement; ce qui 
permettra de diviser chaque solution simple en x parties, dont, par 
une extension non moins naturelle des principes de superposition 
et de proportionnalité, on attribuera la première, affectée des coef- 
ficients À;, tu, V1,..., à l'influence de y,, la deuxième, affectée de à,, 
be, Vs... à celle de %,, et ainsi de suite. Bref, on posera 

[ À = Yo + 302 + Uo3+..., 
B= oi + 302 + Uplz3 + ..., 
V= YoVi + Z0V2 + UgV3 +... 


ete nue de) sn ee loin atsus 1 els lt fvzs ea 


Enfin, la constante, finite, dont devront être affectées les expressions 

he'%, pe"%,... de y, 3,... changera d’une solution simple à l’autre, 

mais non d’une des variables y, 3,... à l’autre; et c'est ce que nous 
I 


rappellerons en l’exprimant par den Son inverse, Ÿ(7), ne sera 
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astreint qu'à ne pas s’annuler pour la racine r caractérisant la solu- 
uon simple; et l’on pourra, à cela près, lui attribuer des valeurs 
quelconques permettant de satisfaire à l’état initial, s’il en existe de 
telles. 

La solution générale, formée par superposition des x solutions 
simples dans chacune desquelles y, z, u,... auront ainsi les formes 
respectives ere, cn, er, ..., S'écrira donc, vu les for- 

gr) or) MIRE! 
mules(3s de, Lier ue 


( 
ee À ai 1 se , 2 : QUE . 
(36) sn Dir ET + trs DE GRR 


Sn ne qe e nn 9,0 60e + oies 1.0 e 01e 21e €) eu. el 2e os 6. 0, %1.e: 6: à es 7 + ee. » 


On voit que les conditions à vérifier par les x valeurs de 4(r), pour 
que ces expressions de y,z,u,... se réduisent identiquement, quand 
M 040 2), du: Vecront réunies en deux groupes, 


2. | (Au, Ho; V3) A QE (ho, À; +.) M; ne Vo ent) ke 


Or une propriété des fractions rationnelles démontrée plus haut 
[p- 21*, form. (5)] prouve que, À1, be, v3,... étant des polynômes 
en r du degré 7 — 1, où le coefficient de r?—1 est l’unité, et À, A3, ..., 
Bu, ... n'étant que d’un degré moindre, ces relations (37), dans les- 


quelles les sommes ÿ s'étendent aux x racines de l'équation f(r)—o, 


se trouveront vérifiées en prenant simplement pour d(r) la dérivée 
f'(r), essentiellement différente, par hypothèse, de zéro, dès que f(r) 
s’annule. Les expressions définitives cherchées de y, 3, u,... seront 


donc, si l’on groupe tous les > dans chaque formule (36) après y avoir 
fait d(r) UE 
= > Joli 02 + Wok + 2. erx, 
Fete) 
pes Joli + 30 be Wo TER mA er, 
FL, Fr) 
= D DCR Es UE re NE AO OUT 


rt) Er 


DROIT up levis in eu ele in sis es eines) c a Krenn nie 
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Passons maintenant au cas général où l'équation f (7) = o admettra, 
outre des racines simples, diverses racines multiples, et désignons 
par 2% +1, pour l’une quelconque d’entre elles, le degré de multipli- 
cité. Alors la formule (5) du n° 241*, que nous venons d'utiliser, est 
remplacée par une autre (10), plus générale (p. 24*); et, en appe- 
lant ici L(r), pour une racine quelconque €, le quotient de f(r) par 
(r— c)"#1, quotient d’une forme ainsi changeante avec la racine et 
qui, lorsque r — c, ne se réduit à f'(c) que pour une racine simple, 
cette formule (10) donnera, au lieu des identités (37), celles-ci 


DRE 
HAT) 
I dm URSS ee Te 4 
(9) T2 RE AR OT IA Ur) ge: 
3 
9 DE RsES 
EC. 


I dm er de. . V1 CC ) 
re Log I 7, F0 
1222020200 dr) 


dans chacune desquelles il est entendu .que le premier signe de som- 


mation ÿ concerne toutes les racines simples, et, le second, toutes les 


racines multiples. 

Il y aura donc lieu, pourvu que les équations différentielles (13) 
[p. 276* ] continuent à être vérifiées, de remplacer les expressions 
(38) de y, 3, u,... par les suivantes, dans chacune desquelles les 


deux signes ÿ auront encore les mêmes extensions respectives, 


ai# 4 ja : . 
= eee 2034 Uos +. erx 


ie) 
212 HET e . æ 
+ Pere SA PAS tt RE à 2 | 
RER RS fo Ur) 
(40) 5 INR UOPS Eee rx 
J'(r) 
nm LA 1. 
+ D He LORS 
L-2-0 0 JET U(r) 


car on voit, en faisant, dans celles-ci, æ —o et en mettant hors des 
signes ÿ , après décomposition des sommes en leurs parties affectées 


de Yo 30 Uo, : .., les facteurs Vo 30 Lo, ... indépendants de 7, qu'elles 
se réduisent à =—=7,, =, Lu) S000 a 0 
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Or, de plus, elles vérifient bien les équations différentielles (13). 
En effet, si l’on y considère à part un quelconque des termes (les seuls 


dont l’examen soit nécessaire) inscrits sous le second Ÿ de chaque 


formule (40), par exemple celui qui, dans toutes, se trouve affecté 
de y, et correspond à une même racine multiple quelconque €, il 
constituera pour y, 4, u,..., abstraction faite du coefficient numé- 


! I ; = 2 
rique commun -———; les expressions particulières 
MAG ie Par 102 


— dm Li erx 
2 roi 


LA 
| 


Mais, dans celles-ci où Re ee —1_,... désignent certaines 
2t)” YG) Et) 

fonctions explicites de r, de c, des coefficients des z — 1 dernières équa- 
tions (31) et de ceux de la première équation (31), pris, lous, avec 
leurs valeurs fixes données, les quantités entre crochets représentent, 
en y donnant à 7, successivement, 72 +1 valeurs équidistantes (infi- 
niment voisines de c), l'expression commune de m+71 solutions 
simples du système (13) où l’on aurait modifié légèrement, d’une 
certaine manière, les z coefficients A,, B;, C,,... de la première 
équation, c'est-à-dire de celle qui n’a pas servi à former les expres- 
sions de À, bu: v1,..., comme il a été indiqué à la fin du numéro 
précédent (p. 291*). Et un raisonnement déjà invoqué deux fois 
(pp. 274* et 291*) en déduit que la dérivée mnièe en r de ces expressions 
constitue, pour 7 —c, une solution particulière du système proposé. 

On le reconnaît, du reste, directement par la substitution des va- 
leurs (41) de y,z,u,... dans (13). Les premiers membres de celles-ci 
deviennent, vu l’interversion possible des différentiations en r et en x, 


GP AN AO NT MT ER RRES 
Ne ÿOr) 

(fa | [pour r = €}, 
pr r 


Or, en vertu des 7 — 1 dernières équations (31) qui ont servi à déter- 
miner À, UM, V1... , les quantités entre crochets, dans ces expressions, 
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sont identiquement nulles, sauf pour la première (42). Et celle-ci, 
d’après là première formule (34) de f(r), n’est autre que 


dm Cr) es DR sh 
ESC | Épouriré="c), 


dr 


c’est-à-dire encore 


dm 


_—_—_—_— Ds. m+1 çorx = 
Re (r— c)ntierx] (pourr=c) 


vu que f(r) est identique à (7 —c})"#14(r). Or, quand on diffé- 
rentie une fois, deux fois, trois fois, ..., m fois en r l'expression 
(r— c)"#ler*, tous les termes obtenus ont en facteur le binôme 
(7 — c) élevé à une puissance dont l’exposant se trouve inférieur res- 
pectivement de 1,2, 3,..., m unités à l’exposant primitif m +1. 
Donc, après m différentiations, cette expression contient encore un 
facteur r — c et s’annule à la limite r —c. 

Ainsi, les valeurs entièrement explicites (4o) de y, z, u,...sont bien 
celles qu'il faut attribuer à ces fonctions, quand le système (13) d’équa- 
uons différentielles les régit et qu’elles doivent, pour + — 0, se réduire 
respectivement à des quantités arbitraires données y,, 3%, Up, . . 

Observons que les seconds membres de (41), dérivées mièmes en y, 


développées, des produits de par les facteurs (À; "1, 9, 00e 


[ 
Y(r) 
ont leurs termes respectifs proportionnels, les premiers, à ces facteurs, 
les deuxièmes, à leurs dérivées premières en r, les suivants, à leurs déri- 


; Le 1 à à x I 
vées secondes en 7', et ainsi de suite, jusqu’à ceux où figure —— non 


Late 
différentié, qui sont entre eux comme les dérivées mièes en r des 
mêmes facteurs. Donc la solution (41) se trouve composée des »m +1 
solutions simples 
d.(A, 1; Vis .)erx dm, (A1, 1» Vis de jerx 

dr HN dre À 


(42 bis) (A1, His Vis .)erz, 


que l’on connaissait déja et dont la vérification serait d’ailleurs im- 
médiate par le procédé suivi ci-dessus pour (41). Les expressions ana- 
logues qu’affectent, dans (40), 3, &,... se décomposant de même, 
il correspond en tout (m—+1)n de ces solutions simples à chaque 
racine 7 de degré m + 1; et l'intégrale générale (40) en comprend n°, 
au lieu de » qui, choisies distinctes, suffiraient à la rigueur. Une 
telle abondance de solutions simples permet l'introduction de »? ar- 
bitraires, et non plus seulement de nr, dans les expressions de y, z, 


u,... les plus générales formées par leur moyen : or on conçoit 
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qu'elle facilite beaucoup la vérification des conditions d'état initial, 
en laissant le moyen d'établir entre elles na (7 —1) relations appro- 
priées au but poursuivi, comme il arrive justement dans les formules 
(40) où les » quantités yo, 30, &o,... restent seules disponibles. 
Quand les expressions telles que (42 bis) n’admettent aucun facteur 
algébrique, chaque solution simple comme (41) se réduit, pour y, 3, 
u,...,aux produits respectifs de e"* par des facteurs constants, qu’on 
peut encore appeler À, p, v, ..., mais qui, évidemment proportion- 
nels entre eux, ou réductibles à un seul système, dans toutes les solu- 
tions correspondant à une même racine sëmple r, auront au contraire 
des rapports mutuels généralement différents dans celles qui corres- 
pondront à une racine multiple. Il est clair, en effet, que, sans cela, 
les solutions simples distinctes seraient en nombre insuffisant pour 
permettre, comme elles le font, de vérifier par leur superposition les 
n conditions d’état initial, ou d'introduire les 2 constantes essentiel- 
lémentarbitratres y, 3; 4, .... Donc; si; pamexemple, les racines r 
ont alors des valeurs négatives — f?, les intégrales générales (40) 
seront bien de la forme (25) [ p. 286*] ou comporteront les expres- 
sions initiales (28) [ p. 288*], comme nous l’avions admis au n° #10*. 


413*. — Exemple : intégration d'équations du quatrième ordre, pour le 
calcul d’intégrales définies qui se reproduisent, en valeur absolue, 
par quatre différentiations. 


En fait d'application des théories précédentes, contentons-nous 
ici de chercher les valeurs des intégrales définies +, de la forme 


e a? \ x? 
ARMES 


n° 347* (p. 182*), et dont les unes, où /, 4 sont des sinus ou des co- 
sinus, vérifient, entre les limites + — 0 et x — , l'équation différen- 
tielle ©" — » — o, tandis que les autres, où ces fonctions sont, res- 
pectivement, une exponentielle à exposant négatif et un sinus ou un 
cosinus, donnent, encore depuis une valeur infiniment petite positive 
de + jusqu’à æ —, po" + 6 — 0. 

Dans le premier cas, où &"— © — 0, l'équation caractéristique (6) 
[p. 273* ] est évidemment 


}d, dont il a été parlé au commencement du 


rt—1=0 ou (r—1)(r+1)(r2+1) = o; 


ce qui fournit deux racines réelles, r —Æ1, et deux racines imagi- 


maires r — «+ fB\/—71, avec a —0, B—r1."Donc, si ci, ce, C3, C.sont 
quatre constantes arbitraires, il viendra, pour l’expression générale 
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de » et, par suite, pour celles de ses trois dérivées premières, 


D) CiC05T-E Case CiéT Es, 
pin CYSIN D 7m 02 COS D CETTE CRE, 

(43) (eue ; ARTS 
| Dire C1 COS — Ce SIn PE TA CET 
DNS T Cr COS DEC 60 ce, 


formules qui, pour æ — 0, se réduisent à 
{ Por Crérals a Ce Do == Ca — C3 Ce, 
| Dole Ci tr Ci nr Gps Cac: 


et donnent immédiatement les quatre combinaisons suivantes, déter- 
minant Ci; Co; C3, Cr 


(45) 


af FU m1) ; ' " AU] 
| Do — Po + Po — Po Po + Po + Po + Po 


— Ce 


4 4 


Cela posé, choisissons, par exemple, pour +, l'intégrale où f est un 
sinus et Ÿ un cosinus. Ecrivons donc, en différentiant ensuite trois 


fois par la règle du n° 346* (p. 179*), 


de a? æ? Ë RE LE 5 
Qi sil - da, D'= — sin sin — da, 
î TA ‘) 2 4? à 2 a? 2 


FE 
it 
(40) o AS ME 
MT E COS — sin — da, T=— 
: ; 2 a? 2 


Nous aurons, pour æ — 0, d’après les deux dernières formules (4) de 


VT ! 2 nm! VT | 


x RE e = eo — es 
la p. 180”, ra CL Po so) Sr hibS à q 


à e sorte que les va- 


w pe . 
leurs (b)dec cc) chseronte te ci Pa c, =0,donnantbien, 


pour les quatre intégrales ©, 4’, &”, +”, des expressions identiques à 
celles que nous avons obtenues autrement dans la dernière Leçon 
['P:202 0Pm PER 


Passons au cas où ®Y+ wo — 0. Alors l'équation en r est r'+1—=0: 


d'où 7?=+#4y— 5; et les quatre racines sont imaginaires. Posant donc 
=at+8y—1, il viendra (a ce BV EVE c'est-à-dire 
(a—$?) +oaÿÿ—1—=#+ V1, ou bien «2— B2—0 et 2a$—1. La 
dernière de celles-ci montrant que « et 8 ont même signe, la pré- 
cédente donne B— 4%; ce qui change la dernière en 242=1. Donc 


AT et, si l’on äppelle c;, c:, 3, c, quatre constantes arbi- 
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traires, 1l vient 


Ga 
fo 


1 
/ VS o Fa sa 
(47) g—=e V?{ ccos — + cysin —- | + ev? Fos a Ch CE SUP ENS 
V2 V2 V2 


Le calcul des dérivées o', #”, ©” étant un peu plus long que dans le 
cas précédent, on peut, après avoir écrit, par exemple, 


Ge Le dv? 

(48) o = e._ 2? cos da, 
2 
: 24 


remarquer que cette intégrale est toujours, en grandeur absolue, in- 
férieure à sa valeur pour æ—o, obtenue en y remplaçant sous le 


r2 


; par 1, et qui, d’après la première formule (4) de la 


signe f cos = 


| T | 
p. 180* (ou formule de Poisson), égale \ —+ Donc elle ne devient pas 
2 


infinie pour æ —+ , pas plus aux instants où sin = = 0 UMICeUX 
V2 


où cos — — 0; et il faut, dans (47), annuler les deux coefficients c;, 
2 

C,. Ayant ainsi réduit à ses deux premiers termes l’expression (47) 

de +, celle-ci sera, avec ses trois premières dérivées, 


l LCR 5 
des Es 
Denenve ccos 2 + ce, sin 
V2 V2)” 


(49) : 
Ch ES | Ve = S 
®" —e V?{[ C1 Sin —- —cacos — |; 
2 2 

D ARE 

Rat Op— Con T Ci + Co Fe 
o"——e v? ST à  Cos - =h|: 

V2 V2 V2 V2 


Pour x — 0, la première et la troisième de ces formules deviennent 
Po— C1 et, —— ce. Or l'expression (48) de vw, avec celles qui s’en 
déduisent pour ses trois dérivées premières relatives à æ => 0, savoir 


æ 0 x? mn Le 2 
( = e ? cos — da, = f e 2% sin — da, 
24 2 
0 
(9 
(50) L: 
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donnent, d’après l'intégrale de Poisson rappelée tout à l'heure, 


T 1 


(pour + infiniment petit positif) n=1/5 Do 0 


T . ; . . 
Donc a=(/7; C2 — 0; et les valeurs des quatre intégrales définies 


cherchées (50) sont dès lors exprimées par les formules (49) où il ne 
reste plus rien d’inconnu. 

Pour les présenter sous une forme plus générale, utile dans la théo- 
rie du choc transversal des barres, posons-y « — m£ (d’où da — md$) 
et x?—2m°€?, m et£ étant deux constantes positives quelconques. 
Il viendra, en divisant finalement par m el rapprochant les formules 
analogues : 


mm? B2 ES 
/ 2 —— RCE T , COSME 
EL UCOS di = — eT mé > 
0 pP° 2 nm 
5 Ro 
m? 2 = ; 
2 —— E2 T ; Sin NE 
e ES er — eme ; 
42 € 
| FA 6 à m 
co > 202 + , > 
— = m? 6? T ; COSME—SINnmMmE 
f 6 ÉLCOSem DRE eee 12e 
0 2 2 nt 


2 ” 
co [es 9 A9 : . + 
RE LE Te COST —— SIN 77 
e 6?sin de — Vr e—m£ cos mé + sin mé : 
0 2) > nt 


On remarquera que les deux dernières de ces formules donnent 


bien, en y faisant Ë infiniment petit et m —\/2 b, les valeurs des deux 


a Le) 
intégrales f cosbx°? dx et / sinbx?dx obtenues antérieurement, 
70 0 


(p.127*). Quant aux deux premières (51), supposons, dans la seconde, 


: : : Side D der T 
m infiniment petit et ê—1 : il viendra “1 (sin gx ) 8 1/5 ou 
0 


ee 
. sin w? T : RE, : 
bien / 5 Que = (en changeant la variable d'intégration et 
0 


\ 


du 
u? 


prenant 8 — =) d8 = — 


l'intégrale classique f 


0 


' T 
) Si l’on observe que = est la valeur de 


© sin 


du, on aura donc la formule assez cu- 


rieuse 


c . HET Po Lou Pts A 

=, sin uw? ENT TA T 
(52) 3 — du = ——— du — du, 
0 uU 0 [72 #4 


QUARANTE ET UNIÈME LECON. 


SUITE DE L'ÉTUDE DES ESPÈCES LES PLUS UTILES D'ÉQUATIONS 
LINÉAIRES SANS SECOND MEMBRE : ÉQUATIONS A COEFFICIENTS 
VARIABLES QUE L’ON SAIT INTÉGRER OU SOUS FORME FINIE, OU EN 
SÉRIE, OU PAR DES INTÉGRALES DÉFINIES; FONCTIONS CYLIN- 
DRIQUES, ETC. 


414*. — De quelques cas où s'intègre sous forme finie une équation 
linéaire sans second membre et à coeîficients variables : équations 
homogènes par rapport à x,y, dx, dy, d'y, d'y,.. 


Peu d'équations linéaires données, à coefficients variables, peuvent 
s'intégrer sans l'emploi des séries ou des intégrales définies. Les plus 
remarquables d’entre elles sont les équations à la fois linéaires, et 
homogènes par rapport à x, y, dx, dy, d'y, d'y,..., c’est-à-dire 
dont la forme, après division par une puissance convenable de x, est 


(53) A _ + By'+ Cey"+ Dr7"+...+ Krt-1yl) = o. 


On remarquera, du reste, que celles-ci acquièrent des coefficients 
constants, tout en gardant la forme linéaire, quand, vu leur genre 
d’homogénéité considéré à la fin du n° 383*, on en fait disparaître la 


variable, par la transformation æ — et a7 — u d’où résultent les va- 


leurs SP 008 demproduits en "zy)æ pers. Mais il suffit, 
sans développer l'équation en uw, u', u”,..., d'observer que les solu- 
Uons simples u — e"t— (et)" de celle-ci reviennent à prendre uw — x" 
ét par suite = Me Omposeragdoncrer 2 '}cetque changera 
la relation (53), divisée par +”, en une équation simplement algé- 
brique ayant 7 pour inconnue, savoir 


A+B(r+r)+C(r+ir 


(54) $ 4 es 
+ D(r+ir(r—1) +...+<K(r +ir(r—1)..(r—n+2)—=o. 


Elle est du niè"e degré en retsi, en la résolvant, on ne lui trouve que 
des racines réelles et inégales, il viendra bien, sous la forme y — x"#1, 
les » solutions distinctes propres à composer l’expression générale de 
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y. Dans les cas contraires, on procédera comme il a été indiqué à la 

fin du n° 4{1* (p. 290*) pour les équations à coefficients constants. 
Soient, par exemple, les deux équations, utiles respectivement dans 

l'étude de l'équilibre d’un cylindre et d’une sphère élastiques, 


(903 LVY'+ XV — Y = 0, Z'Y"+22Y —2Y = 0. 

in y posant y —zx"+#!, 1l vient aisément les deux équations en y, 
(r+2)r =0 (r 4+3)r =0o;tqu donnent; l'une, = 0) 2m 
l’autre, r—0,r——3. Donc les solutions simples x'+! sont, dans 


un cas, æ+! et, dans l’autre, x!, x?; d’où résultent respectivement, 
comme intégrales générales, 


DS C1 
(56) a river V=SCT + — 


Il est à peine besoin d’ajouter que, si dans (53), on remplaçait x 
par une quelconque de ses fonctions du premier degré, ax + b, ou 
que l’équation linéaire proposée fût homogène par rapport à ax + b, 
y, dx, dy, d'y, d'y, ..., l'adoption de az + b comme variable lui 
conserverait la même homogénéité et la ramènerait au type inté- 
grable (53). 


A15*. — Formation d'équations linéaires ayant leurs intégrales 
de forme finie; équations de Jacobi. 


Si l’on ne peut que bien rarement intégrer sous forme finie une 
équation ou un système linéaires donnés, sans seconds membres et 
à coefficients variables, il est, au contraire, facile de composer un tel 
système admettant pour expressions générales de y, 4, u, ... des 
fonctions quelconques de x homogènes du premier degré par rapport 
à n constantes Ci, C>, ..., Cr, C'est-à-dire des fonctions de la forme 


(57) Y = CiY1i+CoYat..:FCnYn 8 — C3 + C3 +...+Cnn; 


En effet, celles-ci, différentiées en +, donnent, pour valeurs des 
dérivées y’, 3', u!, ..., des fonctions linéaires homogènes de c;, cs, …, 
Ch etaussi, par suite de y, 3, u, ... quand on substitue à c;, c,, ...,c, 
leurs expressions du premier degré en y, z, u, ... tirées de (57). 
Donc les équations différentielles du premier ordre ainsi formées 
sont bien linéaires en y, 3, u, ...,et, de plus, homogènes, c’est-à-dire 
sans seconds membres. 

On doit à Jacobi une manière ingénieuse de composer à la fois 
certains systèmes d'équations linéaires homogènes et leurs intégrales, 
en les déduisant de tout système d'équations différentielles non li- 
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néaires que l’on aura pu intégrer. Il y a été conduit par la considéra- 
ton des écarts existant entre intégrales infiniment voisines d’un tel 
système, ou écarts dus, pour les diverses valeurs de x, à des change- 
ments infiniment petits assignés da, db, dc, ... des n constantes 
arbitraires, que j’appellerai ici &, b, €, ..., introduites par l’intégra- 
tion. Soient 


d dz 
(58) TE + AC U..)=0, D +R(r Yu, ...)=0, 


les x équations non linéaires proposées, et 


(59) MT, 002), Sn TAG D COIN), 


UNE trS A0, C0), . 


leur système d’intégrales générales. Nous pouvons, pour considérer 
une suite d’intégrales voisines, y regarder à&, b, c, ... comme des 
fonctions arbitraires d’un même paramètre #, et appeler c,c:,...,c, 
leurs dérivées par rapport à k. Alors l'écart de deux intégrales consé- 
cutives, rapporté à l'unité de variation de #, ou divisé par dk, sera, 
pour y, 3%, u, ... respectivement, la dérivée de y, ou de z, ou de 
u, ..., par rapport à #, c'est-à-dire obtenue sans faire varier æ, mais 
Hulmont a bee tppelons V2 Ur cesmdérivées denis, 
u, ... par rapport à k, et en faisant, dans (58) et (59), croître, d’une 
PA Ed eaN RC AK UdE,"".. d'autre part/:a; bc 
de c, dk, c, dk, c; dk, ..., ces équations donneront évidemment : 


es RER 7 SORA AS .= 0, 
(60) dr dy dz d 
O 
d£. df: df2 4. a 
72 Are PE Z = —= O, F 
ha dF; dF,; dF; , 
: er rda TA QUE EST MEE € 
ne DUC NUE LEUR 
VE Pire CU) DOTE CCS 
Or lés dérivées partielles de ji, 2, .:. em y, 3, w, ..4: et de, F1, 
For. en db cisontivurles expressions (on):dety,.3,14, 7208 


certaines fonctions de x et des valeurs actuelles quelconques de à, b, 
c, ... valeurs indépendantes de x. Donc les écarts relatifs Y, Z, 
U, ... des intégrales (59) du système proposé (58), se trouvent 
régies par le système (60) d'équations linéaires, et leurs expressions 
(61), affectées des » constantes arbitraires C;, C;, ..., ©,, Constituent 
les solutions générales de ce système linéaire. 
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Par exemple, l'équation différentielle du second ordre y”= f(y), 
dont nous avons appris (p. 197, 3°) à composer l'intégrale générale, 
de la forme y — F(x— a, b), donnera, en y faisant, quel que soit x, 
croître y de Ÿ dk et, par suite, y” de Y” dk, 


(62) Y=f(y)Y où  Y'=F[F(x—a,b)]Y, 


équation linéaire du second ordre, dans le genre de celle, Y”’=Azx"Y, 
à laquelle se ramène [p. 257*] l'équation de Riccati. Son intégrale 
générale, déduite de y — F(x— a, b) en y faisant, de même, croître 
a de c; dk et b de c, dk, sera 


dF(x— a, b) dF(x— a, b) 
Cia Co. 
da 


db * 


(63) ve 


416*. — Intégration des équations linéaires par les séries; exemple sur 
une équation du quatrième ordre, qui se présente dans la théorie du 
mouvement vibratoire transversal d’une barre droite de largeur con- 
stante à coupe verticale parabolique, comme sont les balanciers des 
machines à vapeur. 


Quand une équation linéaire donnée, en æ, y, y’, y”, ..., y(®), sans 
second membre, n’est pas intégrable sous forme finie, on peut essayer 
d’en obtenir, sous forme de séries procédant suivant les puissances 
ou ascendantes ou descendantes de la variable +, les » solutions par- 
üculières indispensables pour former son intégrale générale. On 
cherchera donc des expressions y de la forme 


(64) y = ATI+ Br8 + Cv + Drû+.. 


où les indéterminées a, 8, y, à, ... et À, B, C, D, ... désigneront, 
les premières, une suite indéfinie d’exposants croissants ou décrois- 
sants, les secondes, une suite de coefficients, dont il faudra disposer de 
manière que la série (64) soit convergente et vérifie identiquement 
l'équation proposée. 

Les calculs sont assez simples quand cette équation proposée se 
trouve, à un terme près, homogène par rapport à æ, y, dx, dy, ..., 
c’est-à-dire quand, ce terme étant, par exemple, Æ y, elle a la forme 


dy Œy dr 

65 mim(ET FT + Gz +129) + 

(02 ( Da dx das ter dxn di: 

où E, F, G, ..., 1 désignent des coefficients constants et 2 une quan- 
tuté quelconque soit positive, soit négative, mais différente de zéro, 
sans quoi l'équation (65) serait homogène (y compris même le terme 
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Æ y) et intégrable sous forme finie [ p. 301*]. Un terme quelconque, 
que j'écrirai Læ, de l'expression (64) de y, donne en tout, par sa 
substitution dans le premier membre de (65), Lf(A)æk-", si l’on 
appelle, pour abréger, f(À) le polynôme, du nième degré en À, 


(66) F()=E+FA+GXX—r)+...HIACÀ —1)(XÀ — 2)... (ÀÂ—n+r). 
Par suite, l'équation (65) devient 


A f(a)ra-m + Bf(B)r8-" + CGf(y)2Y-m +... 


(67) — + A xt Bal + Cor +... 


Ses deux membres seront donc identiques, comme il le faut, si l’on 
pose, d’abord, f(x) — 0, c'est-à-dire 

(68) f(x) =E + Fa+ Gafa —1)+...+Ia(x—r)(x — 2)..(a— n+1)=0, 
Ad plus Una, mp, ….,avec 


BAC) EAN CY())-—B 


ou bien 

B—a+m, y=$+m—=a+oam, D ae, ; 
HAN 7 DU à RE TAR ee 

| Hi) LOT E TE CT) FPS SC) 


Donc, en divisant la solution (64) par À (ce qui est permis puisqu'il 
s'agit uniquement de former des intégrales particulières aussi simples 
que possible), et en mettant de plus æ%* en facteur commun, il 
viendra 


Mae tie HAECN RE 1e 
f(a+ m) jf(a+m)f(a+2m) 


(70) 


4 aim 
= f(a+ m)f(a+2m)f(a+3m) re ‘Je 


A dmettons que l'équation (68) ait ses n racines réelles et inégales, 
et que, de plus, pour chacune d'elles, l'expression (70) de y constitue 
une série convergente. Alors la formule (70) fournira bien x solu- 
Uons particulières propres à composer l'intégrale générale. Dans les 
cas contraires de racines imaginaires ou égales, on procéderait d’une 
manière analogue à ce qui a été indiqué (pp. 290° et 274*) pour les 
cas semblables, quand l'intégration s’effectuait sous forme finie : mais 
les séries obtenues ne pourront être utilisées qu’autant qu'elles seront 
convergentes. Si une ou quelques-unes d’entre elles seulement l’étaient, 
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306* INTÉGRATION, EN SÉRIE, D'UNE ÉQUATION DU QUATRIÈME ORDRE, 

on s’en servirait pour abaisser l’ordre de l'équation (65) [p. 258*], 

et, dans le cas » — 2, on la ramènerait ainsi aux quadratures. 
Prenons pour exemple l'équation du quatrième ordre 


L 


d' ; d'y 
(71) Try ou gt (a +) = 7. 


dx* 


qui se présente dans l'étude des vibrations transversales et du choc 
transversal d’une barre droite, de largeur constante, mais à coupe 
verticale parabolique, ou d’une épaisseur proportionnelle à la racine 
carrée de la distance à l’extrémité voisine, comme on fait ordinaire- 
ment les deux bras du balancier d’une machine à vapeur pour leur 
donner une forme d’égale résistance à la flexion (1). Il faudra poser, 
dans (65), 2 =mm=60E=0, F0 0 OUEST qui 
réduira (66) à 


na FO) =XA — DA — 2)(À —3), 
et l'équation (68) à 

(73) a (x —1)(4—2)(a — 3) =o. 
On aura donc | 


ne (a +1)(a + 2)xf 
A Le ras 

(74) (a+i)(aæ2)(a+7)(a+8)æ | 
(a+i1)(æ + 2)...(2 +12) : 


LAvVec ia — 0} Ou T, OM 2, (NOUS 
ce qui donnera quatre séries convergentes quel que soit x, et même 
très rapidement pour les valeurs de æ modérées. L'intégrale générale 
de (71) s’obtiendra donc en faisant la somme de ces quatre séries, 
après les avoir respectivement multipliées par des constantes arbi- 
traires Ci, Co, Cs, Ca: 


,17*. — Intégration par le moyen d'intégrales définies : exemple tiré 
de l'équation du second ordre qui revient à celle de Riccati. 


Le procédé indiqué ci-dessus s’appliquerait aisément à l'équation 
(*) Voir, dans la Théorie de l’Élasticité de Clebsch, traduite par MM. de Saint- 


Venant et Flamant, l’importante Note de M. de Saint-Venant Sur l’impulsion 
transversale et le choc transversal des barres, p. 594. 


Lt n'OUTER 
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du second ordre (où p désigne un exposant constant) 


2 2 
ŒiR (e me =:4Yy ou . CDD, 
que nous savons (p. 257*) revenir à celle de Riccati. Mais comme, 
sous sa forme binôme dont il s’agit maintenant, cette équation ne se 
présente pour ainsi dire pas en Physique mathématique, je me con- 
tenterai d'en remarquer une solution particulière (due à Poisson), 
constituée par une intégrale définie que nous avons rencontrée presque 
accidentellement à la fin du n° 348* (p. 186"), et qui la vérifie quand, 
par un changement de variable revenant à poser 


1 1 
2\p À d p2\ P 
ml alt d’où Bas | _& 
Aa dx 4a di 
2 Heso 
2\ p d? p2\  p 
on lui donne la forme ( me) Te —.d (&) tP—? y, c'est-à-dire 
Es Œææe, 
dy P? 
D 1e — + fp—2y, 


D’après la formule (15 bis) du n° 348*, cette équation (75) est vé- 
rifiée, en effet, par l'expression 


1 tp 
à < (+7) 
(76) = COTE x/ du. 
0 


Ce n’est donc pas seulement par des séries, mais quelquefois aussi 
par des intégrales définies, qu'il y aura lieu, comme il a été annoncé 
(p. 177*), d'intégrer des équations différentielles dont aucune solu- 
tion ne pourra se réduire aux fonctions algébriques ou transcendantes 
usuelles. 

Je n’insisterai pas davantage sur cet exemple, devant considérer 


l'équation (75), ou plutôt celle dont nous l’avons déduite, savoir 
dy 


— ax??? y, sous la forme plus utile qu’elle prend quand on rem- 
dr? NL fe Ï Ï Ï 


place, comme on a vu vers la fin du même n° 348" (p. 186*), £ par 7°, 


G: D) 


A 


ou, à un facteur constant près, æ par 7P. En posant, par exemple, 


1 1 
VAN ane 2 Lt p° LS Le AU à 
(2) LA ae e=() 5° dr’ 


[© 
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il vient 


dy k AUTO 
Gp mL (NID 


et, sous cette nouvelle forme, l'équation "= ax??7y figure assez 
souvent en Physique mathématique. Aussi nous y arrêterons-nous, 
en lui donnant encore d’autres formes non moins usuelles, jusqu’à la 
fin de la présente Leçon. Pour plus de commodité, nous y rempla- 
cerons l'inverse de p par un nouveau paramètre, — y, ou, autrement 


dit, nous l’écrirons 


dy ne 1+—2v dy 
dr? Far 


(78) 


On peut y faire disparaître le second terme par le procédé indiqué 
ee FE + 


au n°38k*{p.2506*), en y:posant = Y,'ayecio == € MN 
ce qui, après division par , donne 


dY 1 1100: S . $ Ve 
(79) on Re er st À, NOTONS Tr ARE 


dr? 


D 


On peut encore, dans (78), faire disparaître non pas tout le second 
terme, mais seulement sa partie qui contient v, en posant y —=77*J, 
où J désigne la fonction de 7 que l’on veut substituer à y. Il viendra, 
après avoir divisé par 77", 


(80) Le Pi mu 


Enfin, la substitution, à 7, de son carré, ou mieux du quart, que 
j'appellerai p, de son carré, comme variable indépendante, donne 


ASE L 
encore à l'équation (78) une forme quelquefois utile, De p — — r°, ou 
4 
:— 2V/5, il résulte n'ai Ve TE es (38) devient 
PRET 22 2; 11 resu PDA do” € © 7 
dy dy I 
8 (TN RER EN MOT sers 
( 1) p d?? ) do P A 


AMS*. — Idée des fonctions de Fourier et de Bessel ou fonctions cylin- 
driques : leurs expressions en intégrales définies et en séries.! …, 


Parmi les formes précédentes, (78) à (81), de l'équation de Riccati 
ou plutôt de celle du second ordre y"= axP—?y, nous distinguerons 
surtout la troisième, (80), parce que c'est la forme sous laquelle 
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l'équation dont il s’agit se présente presque toujours, en Physique 
mathématique, dans l’étude des cylindres et des plaques circulaires, 
corps pour lesquels on en a spécialement besoin. Elle s’y trouve ame- 
née par l'étude, dans un plan rapporté à des coordonnées polaires 7 
et 0, de fonctions , vérifiant l'équation simple A, — — % et consti- 
tuées par le produit de deux fonctions J(r), f(4) qui dépendent 
exclusivement, l’une, du rayon vecteur 7, l’autre, de l’azimut 0. 
Comme on a, pour une pareille fonction, 
DE NS UE AIRE LR: 


REC RER RE pre 
2 dr? r dr r2 dp2 


? 


7e 


D” 


[t. E, p. 93*, form. (21)], l'équation 4, +  — 0, multipliée par 


devient, en y isolant un terme en 0, après avoir substitué Jf à +, 


,9 J' CII 
(82) T ("+ . +de. 


Or les deux membres de cette relation, étant indépendants, le se- 
cond, de r, le premier, de 0, se réduisent forcément à une constante; 
et, de plus, cette constante est positive, ou peut être désignée par v?, 

[/4 
si l’on veut que la fonction f(0), alors régie par l'équation —* — y? 
ou f'+ vf — 0, ne soit pas exprimée par des exponentielles, mais ait 
la forme GC cos(vô — c) et soit, par conséquent, périodique, de ma- 
nière à permettre à la fonction de point ®æ — J(r)f(0), supposée exis- 
ter tout autour du pôle, de redevenir la même quand 8 croît de 27. 
La fonction J de r et de l'indice (alors entier) y est donc définie par 


J 
plique l'importance des fonctions J et leur dénomination de fonctions 
cylindriques. On les appelle encore fonctions de Fourier et de Bessel, 
du nom des géomètres qui les ont découvertes. 
Toutes les équations ci-dessus, (78), (79), (80), (81), rentrent dans 
le type (65), comme celle, y”— ax?-?y, qui nous a servi de point de 
départ pour les obtenir. On pourrait donc leur appliquer les formules 


ER à. J' a 3 : AUS à ai. 
la relation T7 _ =) + 7° v?, qui revient bien à (80). Ainsi s’ex- 


(66) à (70), et développer en série soit leur intégrale générale, soit 
du moins une de leurs solutions particulières, qui permettrait ensuite 
de réduire aux quadratures (p. 257*) le calcul de leur intégrale gé- 
nérale elle-même. 

Mais il est préférable de remarquer une ou deux de leurs solutions 
constituées par certaines intégrales définies, dont nous avons eu occa- 
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sion, au n° 337* (p. 152*), de chercher la forme asymptotique. Ce 
sont ces intégrales que nous appelions alors v,, et dont l'expression 


w|A 


était f sin?” zx cos(r cosæ)dx. Nous avons reconnu (p. 154*), en y 


supposant implicitement 2m > —1 (pour que sin?”+!> s'annulàt à 
la limite inférieure zéro), que chacune d'elles, d’un indice supérieur 
à À, se ramenait à une autre, d'indice moindre, par la formule 
l'a” dom 
LIL el WIN MTS be AO 
r dr 

Or, d'autre part, si l’on différentie en 7', deux fois de suite et sous le 
signe f, l'intégrale ©, puis qu’on ajoute le résultat à cette inté- 
grale elle-même, 1l vient identiquement 


u 
2 
On + Ga 2 4h sin?#x(r — cos?x)cos(r cosæ)dx 
dr? 0 
TH 


— sin?Ur+1)2 cos(rcosx)dr = »41, 


0 
a A d? 1 2m do 
C'est-à-dire NEUTRE RER Se 
dr? r dr 
es lon 12m dom 
( 3) 5 5; Serre es at 7/71) 
dr? Fr dr 


relation pareille à (78), en prenant m — v. Donc e, est, pour 2 m>—1 
ouy>— +}, une solution particulière de l'équation différentielle (78) 
et, par suite, d'après l'expression 7*y de la fonction J, le produit r°#, 
constitue une solution particulière de l’équation différentielle corré- 
lative (80). Ainsi l’on pourra poser, en changeant d’ailleurs + en x 
sous le signe f de o,, et en se bornant, pour le moment, à considérer 
une solution particulière, 


ME 


(84) (pour v >—5) 1e y sin2Væ cos(7 cos 2) du. 
0 


L'intégrale f à limites finies, qui paraît au second membre, est par- 
faitement déterminée non seulement pour les valeurs positives de 2 v, 
mais même pour celles qui sont comprises entre zéro et —1, vu que 
la fonction sous le signe f ne devient infinie qu’à la limite inférieure 
zéro, et seulement dans les cas 2,<0, où elle est de l’ordre de 
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(sinæ)*, c’est-à-dire comparable à 4?, de manière à ne commencer à 
rendre l'intégrale infinie que pour 2v=—— 1. Donc, pourvu que » soit 


compris entre ++, ou y? moindre que +, la formule (84) exprimera, 
en y changeant le signe de v, les deux intégrales particulières néces- 
saires pour composer l'intégrale générale de l'équation (80), où y» 
n'entre que par son carré; et ces deux intégrales pourront s’écrire 
La 
/ me 1 2 0 
(85) (POUR IEE = f (r sin?a)* cos(r cosa)da. 
/0 

Elles se réduisent à une seule au milieu y — 0 de l'intervalle consi- 
déré, ou alors que (r sin?x)+"— 1. Mais comme, pour y —— une très 
petite quantité positive e, leur différence, divisée par l’accroissement 
2e qu'éprouve l’exposant v de l’une à l’autre, constitue une nouvelle 
solution particulière où (r sin?a)’ est remplacé, sous le signe f, par 


nain NT (7 sine)" 


- DOULW == 0 
2€ dy ( }» 


cette solution particulière, qu’on pourra joindre à (85), sera 


T 


: | 
se fe (r sin?æ)cos(r cosa)da 


0 


w | 


= (r sin?2a)" log(r sin?) cos(r cosa)dx (à la limite y —o). 
0 


Donc, quand y — 0, l’intégrale générale est, avec deux constantes ar- 
bitraires c, ci, 
pe 
2 
1e ef cos(r cosa) da 
0 
(87) (pour y — 0) 


WI A 


+ C1 Jlog(r sin2x) cos(r cosa)da (1). 


(:) Il peut être bon de noter ce que devient, quand on a ainsi y —=—e = (fina- 
lement) zéro, la forme binôme y”=— axry de l'équation, dans laquelle p — 2, 


LENS L 1 DANS «A 

c’est-à-dire —- — 2 —-— 92, se transforme en un exposant 7 infini. Si alors, 
y € 

effectuant le même changement de variable qu’au n° 349° (p. 188*) dans un cas 


à 6 M 
analogue, et pour les mêmes raisons, on pose æ —=1 PT d’où rs re et 
x] 
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On remarquera que la deuxième solution particulière, affectée de c, 
devient infinie à la limite r — 0, par suite de ce que, log (rsin?a) s’y 
dédoublant en logr et 2logsinz, 1l y a une partie de l'intégrale, 


Glogr) f 


qui est alors infinie. 

Cette observation s'étend au cas de valeurs quelconques de l’indice 
v?, Prenons, en effet, v > o dans le second membre de (84), dès lors 
parfaitement fini et déterminé à la limite 7 — 0, et, appelant « cette 


savoir 


w| A 
[a 


2 


b 


cos(r cos a) da — (logo) f 
; 0 


T 
da = - logo, 
2 


solution particulière, proposons-nous de ramener l'intégrale générale 
de (80) aux quadratures par la méthode du n° 385* (p. 257*), c’est- 
à-dire en posant J — «U, où U désignera la nouvelle fonction à dé- 
terminer. L’équation (80) deviendra 


! — 


_ — | —-- —— = 


| dU I OÙ 
ue (Ta 7 Fr) 


ce qui, multiplié par ar, donne identiquement 


LIEU OU 
(89) Se (arr cr) =" 0 ou ar —— — une constante c1. 


e 
# 
So 


ET" ): l'équation y"— ax" y, en faisant d’ailleurs a = Km”, devient 
y Ke 
—— = Key. 
214 2 


Celle-ci n’est donc qu'un cas limite de l'équation y" = ax"y ou de Riccati, et 
y $y trouve réductible à la fonction cylindrique J exprimée par (83), du moins 
quand a, K sont négatifs et, par suite, r réel dans (73). Alors la relation entre x 
et 7 donnée immédiatement avant cette formule (57) devient, en prenant les 
logarithmes des deux membres après avoir remplacé a par Km, 


ÉrA PSS 
logæz où — — —-log| ———— ), 
Le) m Le) 
c’est-à-dire, vu la limite 1 du rapport de p = m + 2 à m, 


=I0e qe. ou r=2V/—K + 
LrR 

Telle ést, par conséquent, la valeur de 7 qui, substituée dans (82), fera de cette 

expression particulière de J l'expression générale de la quantité y régie par 


n 


l'équation PA — Kei y. 
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, l 
Il vient donc es AGE 
dr r 


| , dr dr 
(90) UÜU=c | —— +uneconst.c ou J=aU=ca+ca | —- 
ar CRE 


Comme « est, d’après (84), de l’ordre de 7°” près de la limite r — 0, 
on voit que le facteur de c;, dans l’expression de J, s’y trouve lui- 
mémedelordreden ie /r c'est-à-dire comparable r'r-2=720 
pour y > 0, et à logr pour v — 0, ou, par conséquent, infini dans les 
deux cas. Donc la seconde partie de J, celle que ne peut pas donner la 
solution simple (84) multipliée par une constante c, devient nécessai- 
rement infinie à la limite 7 — 0. 

Cela posé, les problèmes les plus importants pour lesquels on ait 
besoin des fonctions J sont ceux où le corps étudié existe au pôle 
même 7 —0o, et y présente un état physique non moins fini, non 
moins continu qu'ailleurs. Par conséquent, le dernier terme de (90) 
ne pourra pas y figurer, et l’on aura c, — 0, ou J — cx; ce qui rendra 
suffisante la solution simple (84), prise avec y > 0 et multipliée par 
un coefficient quelconque c. D'ailleurs, les valeurs de y sont alors en- 
tières, comme il a été remarqué (p. 309*); et, si, pour distinguer les 
fonctions J correspondant aux divers indices v, on les affecte de cet 
indice, en posant 


(91) (pour V0) i;= ro), 


toutes ces fonctions seront calculables, de proche en proche, à partir 


de 


T 


2 
(92) = #0 f cos(r cosa) da, 
0 


par la formule, qui vient d’être rappelée (p. 310*), 


F 1+2v do, 
(93) Dy+1 — À pe 
Evaluons-les en série. À cet effet, remplaçcons dans (92), sous le 
signe f, cos(rcosz) par le développement toujours convergent 
9) 


D costa del rappelons (p. 89) que la valeur 
[1.2 142-974 £ 
ee FT ICRT T A RE 
moyenne de cos*”*a entre les limites 4 — 0, x — —, est — -..e =. 
2 Di an 


Il viendra, en intégrant chaque terme du produit de ce développe- 


314* DÉVELOPPEMENT, EN SÉRIE, DES FONCTIONS CYLINDRIQUES; 


ment par da, 


Ë mi r? rt rô 
(94) POP SE TRE NET SARA . 


La relation (93), où l’on fera y — o, donnera donc 


r do Tr 


(95) ns ris 


r dr 2 


LD 
D 
| à 
1 
hs 
SA 
19 
. 
SET, Se 
| © 
ps 
ELA! 
L2 
L2 
> à 
v 


et l’on en déduira le développement de J,—7rv,. Puis, en faisant 
v—1 dans (93), il viendra 


3 dy: pt l r? 54 r* s 
rar SN EU 54 AA OUI ARTE : 


d’où résultera l’expression de J,— 7°, : et ainsi de suite. Les fonc- 
tions J,, J,, J,, ... seront bien respectivement comparables à r°, 
14, 1°. pour lesipatites valeurs der 

Le développement de J,, même pour les valeurs fractionnaires de 
2v, s'obtiendrait directement en remplaçant cos(7 cosæ) par 


29 


A 


er COS EEE 
dans le second membre de (84), comme nous venons de le faire pour 
J,, et en ramenant ensuite à la première d’entre elles, par la méthode 


usuelle (p. 32), les diverses intégrales à effectuer, savoir 
LE 
2 “ . 
jé sin? cos? a da, 
240) 
où & recevrait successivement les valeurs entières 0, 1, 2, 3, ... jus- 
qu’à l'infini. Il viendrait, de la sorte, au facteur près 7”, une série 
procédant suivant les puissances paires de 7, et ayant pour premier 
un 


2 
terme l’unité, abstraction faite du facteur commun JÉ sin?’ada, qui 
0 


resterait seul à évaluer. Ce facteur, aisément calculable dans le cas 
de 2v entier, serait d’ailleurs rendu inutile par l’emploi de la série 
elle-même comme solution simple; car il se combinerait, dans l’inté- 
grale (90), avec la constante c, pour donner une nouvelle constante 
arbitraire. Il est d’ailleurs à peine nécessaire d’ajouter que les déve- 
loppements obtenus sont identiques à ceux que donnent, pour ces cas 
où 2v dépasse — 1, les formules plus générales (67) à (70) du n° #16* 
(p. 305*), et identiques aussi, quand v est entier, aux séries des 
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seconds membres de (95), (96), etc., divisées par leurs premiers 
termes. 


419*. — Calcul approché des mêmes fonctions quand leur variable est 
assez grande, au moyen de leurs expressions asymptotiques com- 
plétées grâce à la méthode de la variation des constantes. 


Pour nous borner aux cas utiles de y entier et positif, les dévelop- 
pements ci-dessus (94), (95), (96), etc., suffiront au calcul des fonc- 
tions cylindriques, tant que la variable r ne dépassera pas quelques 
unités. Mais, au delà, ce calcul deviendra trop long; et il y aura lieu 
de suppléer aux formules (94), (95), etc., par des expressions comme 
celles que nous avons obtenues pour des fonctions diverses dans la 
XXXI° Lecon (pp.141*,147*, 156*) ou qui, basées sur les formes asym- 
ptotiques de ces fonctions, convergent de plus en plus vite à mesure 
que la variable est plus grande, devenant ainsi d'autant meilleures 
que s’accuse davantage le défaut des autres modes de calcul. Nous 
pourrons justement utiliser, à cet effet, les expressions asymptotiques 
(26) et (28) [ pp. 194* et 155* |, que nous y avons obtenues pour les 
fonctions v, et w,, savoir 


(97) (pour r très grand) 


(98) (pour r très grand) 


MTS De. (av 1) ve d’ (5). 
NS Mi à \ Arr / r 


La forme périodique des dernières, qui sont les expressions finales 
des fonctions Ÿ, aurait pu se prévoir, d’après l’équation différentielle 
(79) qui régit ces fonctions. En effet, quand r croît sans limite, le 
terme de (79) qui contient r? en dénominateur prend la forme £<Y, 


310* CALCUL APPROCHÉ DES FONCTIONS CYLINDRIQUES 


avec « évanouissant du second ordre de petitesse ; et l'équation, devenue 
Y'+ (1+e)YŸ — 0 ou tendant vers ŸY”’+ YŸ —0o, montre que son anté- 
grale générale tend elle-même vers la forme À cos(r — B). Mais les 
formules (98) font, de plus, connaître les constantes À et B. Pour Y,, 


dt T 
par exemple, elles donnent À — = DE 
2 4 
Cela posé, écrivant l'équation (79) ainsi, 
dY Y 
PA A VAE (LEONE 
(99) dr? à (& / È 


et y considérant des valeurs de 7 non plus infinies, mais cependant 
telles que le second membre soit une assez petite fraction de Y, il 
nous suffira de l'intégrer par la méthode approchée de la variation des 
constantes (p. 211), à partir de 7 — æ où Ÿ et Y’ nous sont connus, 
pour avoir l'expression cherchée de Y; d’où se déduiront, si on le dé- 
sire, celles de J et de o ou y. 

Développons les calculs dans le cas particulièrement important 


v— 0, le seul à considérer quand l’état physique des cylindres cir- 
culaires dont on s'occupe est pareil tout autour de l’axe, ou quand 
f(8) — cos(v0—c)se réduit (p. 309*) à une constante. L’équation sans 
second membre Y”+ YŸ — 0, qui sert de point de départ, étant l’équi- 
valent des deux équations simultanées 


dY — Y'dr — 0, AXE TR EC0, 
ce sont les deux intégrales de celles-ci, savoir 
(100) Y—A'cos(r pb) Y'=—Asin(r —B), 


qui fourniront le type des deux expressions cherchées de la fonction 
TA NT Tr s à : 

Y et de sa dérivée Y’ régies par (99), er y regardant À et B comme 
désormais variables. On aura à substituer ces expressions (100), en 
même temps que leurs dérivées complètes en r, dans les deux équa- 
ions du problème 


(1o1) TER ENS _ 


dr De CE 


dont la seconde n’est autre que (a9) prise avec y — o. Il vient ainsi, 
pour déterminer le mode de variation de À et B, les deux relations 


dA “1 1] 51 

4 OS CAR) ESS Fr sin(r — B)=0, 

102 

ÿ LATE dB A 4 
re 7e sin(r —B) T A A] er) nr 
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La fonction À s’élimine, en les ajoutant après les avoir respective- 
ment multupliées par sin (r — B) et cos(r — B), puis en divisant par 
À (qui ne peut évidemment s’annuler d’une manière continue). Il 
vient 
dB cos?(r — B) 
APR TA RO 


+ cos2(7 — B)|. 


(103) 


Le second membre, essentiellement négatif, prouve que B, égal à 


dt . . . . ? . 
— pour 7 infini, tend vers cette limite en décroissant sans cesse, et que, 


de 7 = 7 à r =, sa variation absolue, exprimée par 


ICO ra 
de (LE 


1 


CRT a GE l'A I : 
reste inférieure à 7 de On peut donc, si r est assez grand, 


2 7 


prendre simplement, du moins à une première approximation, 


TC ST , . ar ê 
B — - dans le troisième membre de (103), qui, multiplié par dr et in- 
Æ 


tégré de r = r à r — œ, puis retranché de - , donne, dès lors, à fort 
at 


” sin2r 
_ —- re 


* Effectuons par parties l'intégration indiquée au dernier terme, en 


peu prés, 
° r+—sin2r 


(104) B=T+ fé "RU TUE dr = 


EAN'pA 


se A 


choisissant le facteur algébrique g,s Pour facteur non intégré, et il 


viendra 


I 


2. 


I COS2 7° 15 COS2 7 ] 
pe 7 5e CAT RUN oi RE ne TU LES CTI 
var 16r? | 8 rè 


(105) B 
Se à 

On pourrait appliquer la même réduction au dernier terme de celle-ci. 
Mais, si l'on convient, pour simplifier, de s'arrêter définitivement aux 
quantités du second ordre de petitesse et de négliger, en conséquence, 
celles de l’ordre de r—#, on pourra le supprimer. En effet, ses élé- 
ments, changeant de signe chaque fois que 27 croît de x, constituent 


F . ja T A à 
des groupes à signes alternés, de champ “4 dès le second, et dont les 


valeurs absolues totales décroissent graduellement de l’un à l’autre, à 
partir du moins de ce second groupe. L'intégrale est donc, en va- 
leur absolue, notablement inférieure au plus grand des groupes, qui 
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n'atteint évidemment pas le produit de = par la valeur la plus forte 


L ; | £ L e LL LL . 
possible, Sr$? de la fonction sous le signe f. Ainsi, le dernier terme 
: 
de (105) n’est qu’une fraction de + Ts ©t se trouvera négligeable. 


A une deuxième approximation, cos2(r — B) ne sera plus sin2r 
dans le dernier terme de (103), mais bien, d’après (105), 


T I \ : I 
COS D FREE ou Ssint 272 ha JR 
\ . 2 Âr Âr } 


. . . 1 , , 
ce qui, vu le petit accroissement — A D l'arcrars et 
. 


vu que la dérivée d’un sinus est le cosinus, ajoutera sensiblement à 
cos2r 


sin 27, dans le dernier terme de (104), la petite partie — | 
Gr 


Donc les seconds membres de (104) et de (105) s’accroîtront, à fort 
cos ar À : 
peu près, du terme — ——— dr, égal au quart du dernier terme 
è 39 rà PE 
” 
de (105) et négligeable comme lui. Ainsi l’on aura définitivement, 
avec erreur de l’ordre de 7? seulement, 


[l ,_ Cos27 


106 pe _— 
(106) : Le 8r 167? 


TT 
4 

Occupons-nous actuellement de A. L’équation (103) pouvant rem- 
placer la seconde (102), nous n’aurons qu’à substituer, dans la pre-. 
mière (102) divisée par À, la valeur de e. fournie par le deuxième 

ar 
membre de (103). Il viendra, après suppression du facteur commun 
cos(r —B), 
diogA cos(r—B)sin(r —B)  sin2(r —B). 


(107 = EE 
LUS dr Ar? 8 r?2 , 


et, en multipliant par dr, puis intégrant depuis r — 7 jusqu’à la li= 


= , TT 
mité 7/0 (7 on aura 
2 


= PACE 
T sin2(r —B) 
loc — — Jos À — mr pe dr 
D 2 D À Sr: À 
c’est-à-dire 


rs ®sin(r—B),, 
(108) À == = e vr , 


2 
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Les raisonnements ci-dessus montrent que l’on peut, sauf erreur 
de l’ordre de 7, remplacer B, sous le signe f, par sa valeur appro- 


chée —;, et intégrer ensuite par parties en choisissant le facteur algé- 
4 


brique comme facteur non intégré. Le premier terme obtenu sera, 
d’ailleurs, comme plus haut dans (104), seul sensible; et l’on trouvera 


Æ sin2r 
(MERE 

(109) a=p/5e OCT 
2 


Telles sont donc les valeurs de B et À qu'il faudra porter dans (100) 


pour avoir Ÿ et Y'; après quoi l’on en déduira l’expression de J,, égale 


x 


I 
à 7 ? Y, que l’on se proposait de former, et aussi, directement, si 


T 


l’on veut, celle de la dérivée JF. La différentiation de J,— r :Y donne, 
3 


ï 
enellet, J,—712Y— 27 ?Y, ou, à cause des formules (100), 


|. 


PNY 4 


(110) Jo=—r FA | sin(r—B)+ 
Or, à une erreur près de l’ordre de r-?, le binôme entre crochets, 

dont le second terme peut être regardé comme un petit accroissement 

; I | 
du premier, devient le simple sinus sin (r — B ++) » et comme ce- 
\ 

lui-ci, développé par la formule de Taylor suivant les puissances de 

pe rs 

— jusqu'aux termes du troisième ordre exclusivement, serait 

ar 


sin(r—B), 


I 1 I 
si —B+ = sin(r —B — cos(r — B) — — 
sin (: +) in ( de ( ) Sa 


ou encore, sauf erreur négligeable du même ordre de r#, 


s(r — B 
sin (rs) = | sin(r — B)+ | G— ) 
27 AE ô.rà 


+ D PA 
# | sin(r—B)+ + | e + 


FT 
HET ° « FRE Î 
le binôme entre crochets, dans (110), revient à ef” sin (es B + ) . 


En définitive, les expressions cherchées de J, et de J°, seront respec- 
tivement, sous forme monôme, 


TI I Œ 
ES à $ Mn ae L 
r 2Acos(r B) ét — r 2Aef%sin (r-8+ =) 
DER 
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ou, avec les valeurs (106), (109) de B et À, 


Se sin?r 
RM T Ï COS2 7 
J,= —.e M cos r— > — — — —— }» 


27 4 8r 16 r? 
(11) F4 x sin 27° 5 
dJo T (i- ) : T 3 cos2r 
Re — en” 2 / Sn(r—- + — — ——— ):. 
dr Dar 4 or 16 r2 


420*. — Résolution rapide d'équations transcendantes où figurent 
les fonctions cylindriques. 


Ces formules (111) seront spécialement utiles quand il s'agira de 
déterminer les racines un peu élevées d'équations où figureront les fonc- 
tions cylindriques. On a, par exemple, dans divers problèmes de Phy- 
sique mathématique, à déterminer les valeurs positives de 7 qui 
annulent soit la fonction J,, soit sa dérivée. L'emploi de la série (04), ou 
de celle qui en résulte par différentiation, conduit alors à des calculs de 
longueur modérée tant qu'il ne s’agit que des deux premières racines; 
mais il devient presque impraticable au delà, c'est-à-dire précisément 
alors que les deux formules (111) commencent à être fort approchées. 
Or la forme même de celles-ci montre que J, et J} s’annulent, alter- 
nativement, quand les deux arcs entre parenthèses, qui sont presque 


égaux à 7 — -, deviennent les multiples impairs et pairs successifs 
ni 


de -+ Ainsi, en évaluant ces racines par les relations (111), la nième 
2 
de J,— 0 donnera 


T L COs27 ‘2n—1 
112 Fe te = 
) 4 8r 1672 2 à 


et la nième de J — o (abstraction faite de la racine nulle évidente) 
donnera de même | 


(TES Fr — 


€ 


Dans les deux cas, 27 ne diffère d’un multiple impair de - que par 
2 


une quantité comparable à r-", et cos2r est de l’ordre de 7-1, ou, le 
COS27 
1672 
geable. Les deux équations (112) et (115), réunies d’ailleurs en une 
seule à double signe, sont donc 


terme — » du troisième ordre de petitesse, c’est-à-dire négli- 


; T à à An —1)TI TH 2 MAIDEN 
(114) re ss DR EE, 12 T x seres a as be 
4 Sr Â ôr A 


DES RACINES ANNULANT CES FONCTIONS, OH LEURS DÉRIVÉES, ETC. QUE 


Multipliées par r, elles deviennent deux équations du second degré, 


AIDE 


dont les racines cherchées, voisines de r, sont enfin 


+ AID ET AT LAN mb 
Go), LR) 
Le 


Les signes supérieurs conviennent pour l'équation J,—o et les signes 
inférieurs pour l'équation J} — 0. Dans le cas de l'équation J,— 0, 
les deux premières racines, obtenues en posant ñn —1 et n—2, 
sont, d’après (119), r —2,4o81 et r —5,5204, tandis que leur calcul 
direct au moyen de la série (94) donne r—2,4048 et r —5,52o1. 
Ainsi la formule (115) se trouve approchée par excès pour cette pre- 
mière équation J,= 0, et il est visible que l'erreur, égale à 0 ,0033 
seulement pour la première racine, à 0,0003 pour la deuxième, serait 
négligeable dès la troisième racine. 

Quant à l'équation J°, — 0, M. de Saint-Venant en a évalué les neuf 
premières racines (!) au moyen de la dérivée de la série (94); et, 
pour les trois premières, par exemple, il a obtenu 7 — 3,831, 
— 7,0196, —10,1739. Leurs valeurs approchées (115) sont respecti- 
vement 3,8291, 7,0191, 10,1733; Ce qui montre que, pour cette 
équation J, — 0, la formule (115) est, contrairement au cas de l’équa- 
tion J,—0, approchée par défaut, et en erreur, respectivement, de 
0,0026, 0,000, 0,0002, etc. On voit que cette erreur devient négli- 
geable, dans la pratique, dès la troisième racine, et qu’elle n’est 
même guère sensible sur les deux premières, comme il arrivait déjà 
pour l’équation J, —o, où elle paraissait décroître, d’ailleurs, plus 
rapidement. 


On procéderait d’une manière analogue s’il s'agissait de résoudre 
d’autres équations du même genre, dans lesquelles les deux expres- 
sions A cos(r — B}), A sin(r — B) seraient combinées, soit linéaire- 


. T re . . re 
ment, soit avec le facteur : multipliant l’une d'elles [ce qui avait lieu, 


d’après la formule (110), pour l’équation J}— 0]; et, plus générale- 
ment, on ne manquerait pas d'utiliser la méthode de la variation des 
constantes dans l'étude de la marche des fonctions qui, comme J,, se 
simplifient notablement pour les très grandes valeurs de leurs va- 
riables. | 


(1) Avec l’aide de deux calculateurs qu’il y a employés pendant plus d’un mois 
(Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 8 février 1869). 
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QUARANTE-DEUXIÈME LECON. 


DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES ET DE LEUR INTÉGRATION 
SOUS FORME FINIE : ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 


421* — Des équations aux dérivées partielles : idée de leur utilité. 


Nous avons consacré déjà six Leçons à l'étude des quantités dont 
on donne une dérivée en fonction des variables indépendantes et sur- 
tout des valeurs actuelles tant de ces quantités que de certaines de 
leurs autres dérivées. Mais nous supposions unique la variable indé- 
pendante æ, qui était tantôt une abscisse, tantôt le temps. Or il y 
a bien des questions où l'emploi de plusieurs variables indépendantes, 
æ, 73 --., est indispensable, et où les fonctions inconnues, que j’ap- 
pellerai u, , ..., se trouvent définies, quant à leurs changements 
élémentaires, soit par une expression de leur différentielle totale dans 
laquelle peuvent entrer ces fonctions inconnues, soit au moyen de 
relations déterminant certaines de leurs dérivées partielles en fonc- 
tion d’autres et des variables indépendantes ou dépendantes. Dans le 
second cas, les relations proposées sont dites, non plus des équations 
différentielles, mais des équations aux dérivées partielles. Et le 
premier pourrait s’y ramener; car Connaître une expression de la dif- 
férentielle totale d’une fonction équivaut à en avoir une pour cha- 
cune des dérivées partielles dont dépend la différentielle totale; ce 
qui fait tout autant d'équations simultanées aux dérivées partielles, 
comme étaient, par exemple, aux n° 218 et 220” (p. 12 et 3*) les re- 
lations (6), (16), etc. 

Nous nous bornerons donc aux équations aux dérivées partielles. 
Elles sont utiles, en Géométrie, dans la théorie des surfaces, comme 
le montreront bientôt quelques exemples. Mais c’est surtout en Mé- 
canique et en Physique, dans l'étude des phénomènes offerts par les 
corps d’une certaine étendue, qu'elles acquièrent une importance 
extrême. En effet, les particules matérielles en rapport mutuel de 
contiguilé ou, par suite, d'action, et susceptibles de présenter des 
états physiques distincts, s'y offrent en nombre pour ainsi dire infini; 
ce qui permet de regarder les quantités définissant ces états phy- 
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siques comme des fonctions de point, variables non seulement avec le 
temps (sil s’agit de phénomènes dynamiques), mais aussi d’une par- 
ticule à ses voisines, ou en fonction continue des coordonnées +, y, z 
soit actuelles, soit primitives, au moyen desquelles on y distingue les 
unes des autres toutes les particules. Or il suit de là, comme nous le 
verrons plus complètement au commencement de la XLIVe Lecon, 
que les influences exercées sur une particule par ses voisines, et dont 
dépend presque toujours le changement élémentaire de son état, c’est- 
à-dire la dérivée, par rapport au temps, des quantités définissant son 
état, s'expriment au moyen de ces quantités mêmes et de leurs diffé- 
rences actuelles éprouvées tout autour, ou mesurées par leurs déri- 
vées en +, y, =; Car les influences dont il s’agit sont essentiellement 
fonction des états physiques réalisés dans la région de l’espace où elles 
ont lieu. C’est ainsi que la dérivée de l’état actuel par rapport au 
temps se reliera à ses dérivées par rapport aux coordonnées, et que 
les problèmes de Physique se traduiront analytiquement par des 
équations aux dérivées partielles. 

Mais plaçons-nous plutôt, dans cette Leçon ainsi que dans la sui- 
vante, au point de vue de l’Analyse pure et de la Géométrie, quoique 
certains procédés d'intégration auxquels nous allons être conduits 
doivent trouver aussi leur emploi en Mécanique physique; et quand, 
par exemple, il y a seulement deux variables indépendantes x et y à 
considérer, regardons-les comme deux coordonnées rectangulaires 
sur un plan horizontal des +y, tandis que leurs fonctions, inconnues, 
u,w, ..., seront les ordonnées verticales 3 de tout autant de surfaces, 
propres à représenter toutes leurs valeurs. 


429*. — Signification des équations aux dérivées partielles; existence 
et étendue de leurs intégrales générales, dans les cas où une des va- 
riables indépendantes peut être choisie comme variable principale. 


Il arrivera assez souvent que, pour une certaine valeur, +,, de 
l’une, æ par exemple, des variab'es indépendantes, les fonctions w, 
», ... seront données directement dans tout le champ où varient les 
autres variables y, 3, ..., et qu’elles en égaleront certaines fonctions 
ArDLET aire ol et) Es 4 2-4 AIOTS, D JOuera lé role 
qu'avait la variable indépendante unique quand 1l s'agissait de sim- 
ples équations différentielles. Autrement dit, c'est à ses valeurs suc- 
cessives, de plus en plus éloignées de x,, que correspondront les 
changements continus éprouvés de proche en proche par w, v, ... à 
partir de leurs valeurs trttiales données 


Up = PP 2 en) NIV AT Re) 
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comme il arrivait quand celles-ci, faute de variables V8; 0 AUUDES 
que æ, étaient de simples constantes arbitraires. Une telle quantité 
æ sera dite la variable indépendante principale. 

Cela posé, quand, dans une équation aux dérivées partielles où 
figurera une fonction inconnue w, la dérivée de w la plus élevée rela- 
tivement à la vartable principale x sera une dérivée directe, ou 
prise uniquement par rapport à +, l’ordre de cette dérivée directe 
constituera ce qu'on appelle l’ordre mème de l’équation, eu égard 
à la variable principale choisie, et, l'équation, résolue par rapport à 
cette dérivée directe, admettra une signification facile à saisir. 

Supposons, par exemple, que l'équation, à trois variables x, y, & 
dont deux, x et y, indépendantes, soit du premier ordre en x, oune 
contienne, à part æ, y, uw et des dérivées quelconques de « en J', que 
la dérivée première de w en x. Alors, en la résolvant par rapport à 


celle-ci, on la mettra sous la forme 


| 2 
o PR 
Or on donne, par hypothèse, pour æ = x,, les valeurs w, = w(y) de 
la fonction inconnue et, par suite, toutes ses dérivées successives en 
y, 2 (y), #”(y),.... En d’autres termes, nous connaissons entièrement 
la coupe u—#w(y}), par le plan x —x,, de la surface demandée, 
u—F(x,7y), qu'il s’agit de construire conforme à l’équation (1). Si 
donc nous convenons de faire tracer cette surface par une courbe, 
graduellement déformable, d’un plan mobile æ — const. sans cesse 
normal aux æ, courbe dont chaque point pourra être censé garder la 
même coordonnée y ou se mouvoir dans un plan vertical parallèle 
aux æ, l’équation (1) définira à tout instant, ou pour chaque valeur 


du À : à x ; 
de +, la pente Se de la trajectoire de ces divers points, en fonction 


: : : du : 
continue de leur situation (x, y, u), et de la pente D ou des cir- 


ETE ARE . 
constances de forme -—, :.., qu'y affectera la courbe génératrice. 
dy? O 


Toutes ces données étant fournies quand x = x), il existera au début, 
pour chaque point décrivant, une direction déterminée, que fixe la 


du « ; Ë ; 
pente > Suivant laquelle il pourra se mouvoir pour arriver, avec la 


file entière u — (y), dans un plan + — const. voisin de = #%\"Et 
comme il en sera de même de proche en proche, ou que la courbe 
décrivante aura sans cesse devant elle une voie ouverte par l'équation 
(1) [sauf les cas de valeurs f(x, y, u, ...) imaginaires ou infinies |, la 


EX 
"re 
L 
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surface u — F(x, y) sera possible, à partir d’une première coupe 
üuo— 9(y), tracée arbitrairement (au moins entre certaines limites) 
dans le plan x = x. 

IL est clair que, s’il figurait dans le second membre de (1), outre x 
et y, d’autres variables indépendantes z, ..., avec des dérivées quel- 
conques de «w par rapport à ces variables, soit seules, soit mêlées à y, 
les valeurs de w initiales, ou correspondant à x — x,, constitueraient 
ensemble une fonction arbitraire de la forme uw, —+(7,s,...), au 
lieu de 4 —+(y), et que l'équation (1) continuerait à définir, de 
proche en proche, une certaine manière possible de faire varier w en 
fonction de æ, pour chaque groupe jixe de valeurs de y, 3, ..., et 
presque de même pour des groupes très voisins, de manière à com- 
poser, en accord avec l'équation (1), une fonction u —F(x,y,z,...) 
continue non seulement par rapport à æ, mais aussi par rapport à y, 
3, .... Ainsi, éoute équation aux dérivées partielles, du premier 
ordre par rapport à la variable indépendante principale x, admet 
une intégrale générale, dans laquelle les valeurs initiales de la 
quantité à déterminer uw constituent une fonction arbitraire des 
autres variables y,.3; .... 

Cette intégrale générale est d’ailleurs unique ; car, en nous bor- 
nant, par exemple, au cas des deux variables æ, y, si, pour une cer- 
taine valeur æ de la variable principale, deux fonctions distinctes 
u, U devenaient possibles, on aurait, pour les valeurs suivantes, 
jusqu’à une autre très voisine æ +e, non seulement l'équation (1), 
mais encore celle-ci 

dU au. d2U 
(2) D fe NME ); 


et, par suite, la différence d’abord nulle U — «w aurait sa dérivée en x 


donnée par la relation 


AU U)E, dU æŒU du dædu 
DÉCORATEUR AE LS) 


T 


Or, sauf pour des systèmes spéciaux de valeurs des quantités æ#, y, u, 
du ædu 


spa r  CUIAUSST HS TADDOTES 
dy’ dy?’ k PP 


I d(U—u) 1  Œd(U—u) 
Lu LUE dy 


qui ne peuvent devenir qu’exceptionnellement infinis, la fonction 


= du dU : 
{ n’éprouve, quand on y change u, Re M ARLen U, 7‘ qu'une 
16 #4 
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variation comparable à U — w. Donc, en général, le second membre 
de (3) est de l’ordre de U — x, ou reste inférieur (en valeur absolue), 
pendant que æ croît de e sans que y varie, au produit d’une quan- 
uté /inte K par la dernière valeur de la différence, d’abord nulle et 
croissante, U — w. Alors l'équation (3), multipliée par dx et intégrée 
dans tout l'intervalle e, donne évidemment 


(4) U—u<K(U—u)e (en valeur absolue), 


inégalité impossible quand U — « diffère de zéro, à cause. du coef- 
ficient infiniment petit Ke de U — x dans le second membre. Donc 
cette différence U — x s'annule; et la solution u—F(x, y) reste 
unique, en dehors des circonstances exceptionnelles indiquées, les 
seules, qui, par conséquent, rendent possibles des bifurcations et 
des intégrales singulières. 

Cette théorie s'étend d’elle-même au cas d'équations simultanées 
du premier ordre 


; de 1 PT EN TETE NE 
(CS ES 
A 
TRES 2 se Mere dy’: De dy?" ) CUP 
où plusieurs surfaces u =, (x, y}, —F,(x,#), .... sont tracées”an 


la fois par tout autant de courbes d’un même plan mobile x—const., 


chaque point décrivant ayant à tout instant sa direction, définie par 


du lo APE 
da’ QU PAT 7) +++ SOUS la dépendance des autres, situés au-dessus 
É dx 


ou au-dessous de lui, et même des circonstances de forme qu’y pré- 
sentent les courbes génératrices. Mais il est évident qu'alors l’état 
tnttial comprend autant de fonctions arbitraires 


a + 6e) 


qu'il y a, dans le système (5), d'équations ou d’inconnues &w, 6, ...; 
et il est clair en outre que, s’il ne s'agissait pas de simples surfaces, 
ou qu'il y eùt plus de deux variables indépendantes æ, y, ces données 
initiales comprendraient des fonctions arbitraires w, — (7,3, ...), 
Po —%(Yy,4,...),..., de toutes les variables indépendantes autres 
que la principale, +. 

Or on voit de suite qu’une équation du second ordre, de la forme 


(6) r'=/f(,Y, u, P; q; S; L), 


Où p, q, Fr, $, t désignent, suivant l'usage, les dérivées respectives, 
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premières et secondes Li LR MR équivaut, € 
DT nûes, 7) > uivaut, en y re- 
? dx” dy? dx?’ dx dy’ dy?? PER RAES J 


gardant p comme une fonction distincte, aux deux équations simul- 


tanées du premier ordre 


x du CD PEU AD NAT 
(7) TER: B=f{or up, dy? ir 


dx 


Donc elle admettra une intégrale générale, ou une expression de w, 
dans laquelle on pourra se donner arbitrairement la coupe w, — (7) 
de la surface u—F(x,7) par àün premier plan x — x, normal aux + 
et, tout le long de cette coupe, la pente p, — Ÿ(y) de la surface sut- 
cant les plans verticaux perpendiculaires y — const., pente ache- 
vant d'y déterminer la direction du plan tangent; ce qui revient, en 
définitive, à se donner les deux coupes de la surface u — F(x,7) par 
deux plans infiniment voisins normaux aux æ. 

On réduira de même bien des systèmes d'équations d'ordre supé- 
rieur à des systèmes d’un nombre plus grand d'équations du premier 
ordre par rapport à une variable principale x ; et cette réduction 
montrera que leurs intégrales générales contiendront assez de fonc- 
tions arbitraires, pour permettre de se donner à volonté, en y, z,..., 
les valeurs énitiales, ou relatives à æ — x,, des fonctions inconnues 
proposées u, ?, ... et de toutes leurs dérivées directes, par rapport 
à æ, d'ordre inférieur, pour chaque fonction, à la plus élevée en x 


qui paraisse dans les équations. Les systèmés dont il s’agit sont ceux 
où ne figurent pas des dérivées obliques, c’est-à-dire mixtes, de u, 
où #, ..., qui, prises une ou plusieurs fois en y, z, ..., le seraient, 
en outre, par rapport à æ, autant ou plus de fois que ne le sont, dans 
les équations, les dérivées directes en x les plus élevées des mêmes 
fonctions uw, ou #, 


423*. — Des cas où soit une variable désignée, soit même aucune des 
variables figurant dans les équations, ne peut jouer le rôle de va- 
riable principale. 


S'il n’en était pas ainsi et que, par exemple, la dérivée directe la 
plus haute de w en +, paraissant dans une équation unique donnée, 
n’indiquât pas un nombre de différentiations supérieur à celui qu’im- 
pliquerait, par rapport à æ seul, quelque dérivée oblique y figurant 
également, l'interprétation de l'équation ne pourrait plus se faire de 
même et ne comporterait pas le choix de æ comme variable princi- 
pale. 


Supposons, en effet, pour fixer les idées, que, d’une manière 
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absolue (ou indépendamment de la considération de toute variable 
principale), une telle équation proposée soit du second ordre, c’est- 
à-dire contienne uniquement avec +, y, uw et les dérivées premières 
pP, q de u (quantités qui pourraient aussi y faire défaut), les dérivées 


secondes r, s, t de uw, ou, du moins, l’une d’elles. Pour être comprise. 
dans le cas qu'il s’agit d'étudier, elle devra manquer de la dérivée. 


directe r, laquelle se trouve prise deux fois par rapport à æ, savoir, 
plus que ne l’est, en +, la dérivée oblique s. Alors, résolue par rap- 
port à celle-ci, l'équation sera de la forme s=— f(x, 7, u,q,t,p}) ou 


d f du du 
(8) 4 4 = ) è 


Born ge Gr 


On ne pourra plus, pour + — x,, se donner arbitrairement la pente p 
des trajectoires y — const. décrites par les divers points de la courbe 
u—0(}7) génératrice de la surface ; car on voit que l’équation (8), 
A PARNT NT 
dy” dr” 
finira cette pente p de proche en proche, dès qu’on la connaîtra pour 
une valeur spéciale de y, par exemple sur un certain plan y = y, 
parallèle aux zx. Le même fait se produisant à partir de toute 
abscisse + atteinte par la courbe génératrice, il est clair que l'inté- 
grale générale comportera, comme fonctions arbitraires, d'une part, 


où 4, seront les fonctions connues (y), #’(y) et #”(y), dé- 


les valeurs initiales u; —#(y) de l’ordonnée sur le plan primitif 


æ—=x, normal aux æ, mais, d'autre part, les pentes successives 


L . . \ 
7x QU P Sur le plan y — y, normal aux y ; ce qui revient à se donner 
ax É 


à volonté les deux coupes u—=#%(7)et u=%(x) de la surface par 
ces deux plans rectangulaires. 

Et l’on voit même que, si l'équation (8) ne contient pas {, ou que, 
dépourvue de toute autre dérivée seconde que la dérivée oblique s, 
elle soit de la forme s — f(x, y, u, p,q), elle n’admettra pas plus le 
choix de y que celui de + pour variable principale, et ne pourra s’in- 
terpréter simplement qu’au moyen de cette sorte de partage, entre æ 
et y, des données énitiales nécessaires pour construire la surface. 

Il est clair, au reste, que, soit dans ce cas, soit dans les autres, les 
fonctions arbitraires inhérentes à l'intégrale générale pourront encore 
se déterminer par des conditions plus complexes, c’est-à-dire ne se 
rapportant pas à des valeurs constantes ou de +, ou de y, pourvu 
toutefois qu'elles constituent l’équivalent des précédentes, ou leur 
soient liées et aient la même étendue. Par exemple, au lieu d’as- 
treindre la surface à avoir une coupe donnée, uw, — (y), par un plan 
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æ = %, normal aux æ, ou d’y admettre des plans tangents affectant 
des directions données, on pourrait l’astreindre à contenir une cer- 
taine courbe, ou à admettre, le long de cette courbe, certains plans 
tangents'; etc. 


424*., — Description des surfaces définies par une équation du premier 
ordre, au moyen de courbes, dites caractéristiques, ne dépendant que 
de cette équation et de données relatives à leur point de départ. 


Supposons d'abord qu'il s'agisse d’une seule équation du premier 
ordre f(x, y, u, p,qg) = 0, à deux variables indépendantes +, y, ou, 
sous forme géométrique, d’une surface u — F(x, y), à construire au 
moyen de cette équation et de la coupe u, — (7) de la surface par le 
plan x — x,. Cette coupe est supposée la première position d’une 
ligne déformable qui, contenue dans un plan mobile normal aux +, 
trace la surface demandée. Or, pour arriver plus aisément à la notion 
de l'intégrale générale, nous avons fait décrire à ses divers points des 
trajectoires parallèles aux zx, de sorte que la coordonnée y de chacun 
restât invariable, Mais il est clair qu'ils ne traceraient et définiraient 
pas moins la surface s'ils se déplaçaient en même temps sur la ligne 
génératrice, dans une proportion qui donnerait à leurs trajectoires, 


M . : à d 
projetées sur le plan horizontal, des coefficients angulaires _ quel- 


conques. L'avantage de ce mode de description de la surface par des 
courbes obliques (et non plus parallèles) aux zx, sera justement 


dy 
dx 


possible, de manière à rendre le tracé tout entier de chaque courbe 
déterminable de proche en proche au moyen de données ne se rap- 
portant qu’à son point de départ et impliquées dans la fonction arbi- 
traire #4 — (y), sans recours, le long du trajet, à aucune autre 
propriété de la surface que l'équation même f(x, y, u, p, q) — 0. Ges 
lignes pouvant se construire directement, le problème sera résolu, 
puisque la surface cherchée résultera de leur association. 

On appelle caractéristiques, de telles courbes, dont l'existence 
ramène, comme on voit, l'intégration de l’équation aux dérivées 
partielles f(x, y, u, p, q)—=0, à la construction d’une famille de 
lignes d’une orientation définie de proche en proche, c'est-à-dire à 
l'intégration d’un système d'équations simplement différentielles, 


dans l’indétermination du rapport ==. Car on en disposera, s’il est 


ou comportant une seule variable indépendante x. 
Dans le cas d’une équation unique f(x, y, u, p,q) = 0, il y a tou- 
Jours, effectivement, une famille de caractéristiques. On l’obtient en 
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cheminant, à partir de chaque point (x, y, uw), suivant la direction 
pour laquelle les deux projections dx, dy de l'élément de chemin ds 
parcouru sont entre elles comme les deux dérivées partielles en pet 
q du premier membre de l’équation proposée f(x,y,u,p,q)=0, 
dérivées qui constituent deux fonctions connues de +, y, u, p, q, et 
qui ont par suite, en chaque point de la surface u = F(x, y), un 
rapport déterminé. Si l’on observe, en effet, que, le long du trajet 
ainsi défini, les variations élémentaires du, dp, dq, éprouvées à 
chaque instant par l’ordonnée w et par ses deux dérivées partielles p, 
4, ne cessent pas d’avoir les expressions 


du = p dx + gq dy, dp=raz+"s dy, dg = 5 dx-°14dy, 


il viendra aisément la proportion continue 


(9) HT NET APE du du dp | _. 
NAT fa OI ENCORE 
dp dg P 4 D MN Tag a 7 dp Fe dq à _ Fe dq 


Or l'équation f(x, y, u, p,q)—0, continuellement vérifiée quand on 
se meut sur la surface parallèlement ou aux 47 ou aux zy, peut être 
différentuiée soit en +, soit en y, et donne ainsi 

d d d d d d d 


r+ #5 = 0, S + 


to de D ir dp dq CTI dp dq 


—= O; 


ce qui permet d'éliminer des dénominateurs des deux derniers rap- 
ports (9) les dérivées secondes 7, s, { de u, en substituant à ces dé- 
nominateurs leurs valeurs tirées de (10), 


df df 
ie, (£ HP &) S -(L+ 1 &): 


Mais, si l’on observe même que l'équation f(x, y, u, p, q) — 0 con- 
üendra toujours au moins une des dérivées p, g, savoir, la dérivée p 
(à laquelle on aura pu donner ce nom grâce au choix de la variable 
correspondante pour la variable principale x), la résolution de cette 
équation par rapport à p et la substitution à p, dans les dénomina- 
teurs de (9), de sa valeur obtenue, rendront inutile, dans la propor- 
üon multiple (9), le rapport où figure dp. Ainsi, écrivons seulement 
l’ensemble des autres, dont les dénominateurs seront dès lors des 
fonctions explicites ou connues de +, y, u, q ; et nous aurons 


rs dre LT E du dq 
TNT NET TA df df\ 
dp dqg ladp Tdgq —($sa$) 


DE SON INIÉGRATION PAR LA CONSIDÉRATION DES CARACTÉRISTIQUES. SE lei 


On voit que les rapports EE, ca 4 seront bien, le long des courbes 
dr dendx 

suivies, des fonctions parfaitement explicites de æ, y, u, q, ou que 
les relations (11) constitueront trois équations différentielles simul- 
tanées, propres à donner, par leur intégration, les inconnues y, & 
et g en fonction de + et de leurs valeurs initiales (c'est-à-dire rela- 
uves à + —%,), que j'appellerai y;, wo, go. Or u, et g, Sont connues en 
fonction de yo, Car wo = ®(Y) et go — # (70). Donc, en particulier, y 
et uw, fonctions de x, Yo, ?(Yo) et #'(Yy,), ne dépendront finalement 
que de x et de y,, cette dernière variable y figurant à titre de para- 
mètre disunctif de la caractéristique considérée ; et l'élimination de 
Yo, entre les deux équations ainsi obtenues pour y et w, fera connaître 
le lieu de ces caractéristiques, c’est-à-dire la surface même, dont on 
aura ainsi, en æ, y et u, l'équation, intégrale générale de la proposée 
HP Di O0. 

C’est Lagrange qui a réduit à l’intégration des équations différen- 
elles (11) celle de l'équation aux dérivées partielles du premier 
ordre à deux variables indépendantes ; et 1l a opéré cette réduction 
après en avoir reconnu une autre analogue, plus simple, dont nous 
nous occuperons bientôt (p. 333*), pour l'équation du premier ordre, 
à un nombre quelconque de variables, linéaire par rapport aux 
dérivées. 


425*, — L'intégration d’une équation aux dérivées partielles du premier 
ordre se réduit toujours à celle d’un système d'équations différen- 
tielles. 


Mais étendons d’abord les raisonnements qui précèdent au cas d’un 
nombre quelconque de variables indépendantes x, y, z, ..., de trois 
par exemple. Soit alors 


(12) ACTA: Æ, CADET EE 0) 


l'équation proposée, où r désigne, non plus, comme ci-dessus, une 
dérivée seconde, mais l’analogue de p, q, c'est-à-dire la dérivée par- 
tielle en z de la fonction inconnue w. D'ailleurs, æ étant encore la 
variable indépendante principale, nous nous donnerons arbitrairement, 
pour æ — %0, les valeurs initiales w, de u, en fonction des autres 


variables y, z, sous la forme uw, — #(y,z). Partant ainsi de x — x, 
et de valeurs quelconques Yo, 39, de y, z, pour lesquelles w, q, r seront 


Uo = Pos 30) Yo =, (Yo 20) ro = 92, (Jo 0) 


nous grouperons l’ensemble des valeurs de w, q, r en séries linéaires 
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qui soient l'équivalent analytique des caractéristiques tracées tout à 
l'heure sur la surface u — F(x, y), ou dont chacune puisse se caleu- 
ler séparément de proche en proche, sans autres données que l’équa- 
tion même / — o et les valeurs initiales &o, o, l'y, propres à la sérieou 
suite considérée. Nous réglerons, pour cela, les changements élémen- 
taires dy, dz de y, z, changements, entièrement disponibles, éprouvés 
pendant que æ variera de dx, de manière que dx, dy, dz soient sans 
cesse entre eux comme les dérivées partielles en p, g, r du premier 
membre / de l'équation (12). Alors, vu l'identité de dérivées obliques 


dp HET TD . La : 
comme Ve) are à la marche qui a conduit aux relations (9). 


(10) et (11) donnera, pour évaluer à chaque instant les rapports 


LA IR EME AE multiple proportion 


dx 
CE RTL du 
2 I CU 
à dp dq dr dp dq dr 
(7) 
dq fe dr 
TR A NOTE A ME EE 
Gad) Térra) 


dont les dénominateurs ne contiendront que #, y, 3, u, q, r après éh- 
mination de p au moyen de l'équation (12). Donc l'intégration des 
équations simultanées (13), simplement différentielles, déterminera 
les quantités y, z, u, q, r en fonction de x et de leurs valeurs in1- 
tiales Yo; Z0 P( Yo; Zo); Pr (Yo So); La, ( Vos Zo). Et l’on aura, en parti= 
culier, pour y, s, u, trois expressions de cette nature qui, par un 
choix convenable de y,, 35, permettront à y et à z d’atteindre telles va- 
leurs que l’on voudra quand æ atteindra aussi une valeur quelconque 
désignée à l’avance : alors la valeur correspondante de w sera connue 
et, par conséquent, cette fonction w de +, y, 3 se trouvera formée, 
quoique d’une manière encore implicite. Il ne restera, pour l'avoir ex- 
plicitement, qu’à éliminer y, et 3, entre les équations trouvées, expri- 
mant y, 4 et u au moyen de Yo, Zo, ®( Jo 0) Et D Paye 

Le détail des calculs variera suivant la forme sous laquelle se pré- 
senteront les intégrales du système (13). Supposons, par exemple, que 
l'intégration ait introduit justement comme constantes arbitraires les 
valeurs initiales des fonctions y, 3, u, q, r, savoir, Yo, %o &o OU 
PÜYo So)» Jo OÙ Pr (Vo Zo) lo OÙ P2,( Yo 50), et que, par suite, les 
équations intégrales, sous leur forme normale, soient 
Y = Yo Z = 3, U = 9 (Yo: 30) 


» 


(17) ; r 
Q — 2 (Yo 20 ) KR — 22 (Ÿ0) Z0 ); 
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où Ÿ, Z, U, Q, R désignent des fonctions connues de æ, y, z, u, q,r. 
On éliminera immédiatement y, et 3, en portant leurs valeurs Y, Z 
dans les trois dernières équations, ce qui donnera 


(15) PER Ot 2) Q=ey Cr; 2), Re OZ r 


après quoi, il suffira de substituer, dans la première de celles-ci, les va- 
leurs de q, r tirées des deux dernières, pour avoir, entre æ, y, etu, l’in- 
tégrale cherchée de l’équation(r2). Mais cette élimination de qg, rentre 
les trois relations (15) devra évidemment être recommencée pour 
chaque forme de la fonction arbitraire #, avec laquelle changeront les 
deux dérivées o' et, par suite, les expressions de 4, r résultant des 
deux dernières équations (15). 


426*, — Forme plus simple de l'intégrale, quand l'équation est linéaire 
par rapport aux dérivées de la fonction inconnue. 


Heureusement, les fonctions Y, Z, U ne contiennent que +, y, 3, u, 
et l'élimination de g, r devient inutile, quand l'équation proposée (12) 
est Üinéaire par rapport aux dérivées partielles p, q, r de la fonc- 
tion inconnue, c'est-à-dire se trouve de la forme 


(16) Kp + Lg + Mr —N=—o, ou Kp + Lg + Mr =N, 


K, L, M, N désignant des fonctions données de x, y, z, uw. Alors les 
dérivées de son premier membre en p, q, r sont respectivement K, L, 
M, et la somme p 7 + q SL + Tr CL égale N, d’après (16). Donc la 
proportion multiple (13), réduite à ses rapports contenant dx, dy, 
dz, du, devient 

HR de SALUE 


(7) ME MT UN 


et elle équivaut à un système d'équations différentielles simultanées, 
en æ, ÿ, &, U, Sans que q ni r y paraissent. Par suite, si l’on peut en 
obteninles intégrales M7, Z 72, U = u;,1l-suffira de porter, 
dans la rélation #,—v(7,,%), les valeurs ÜU, Y, Z de u,, y,, & en 
fonction de æ, y, 3 et u, pour avoir l’intégrale générale cherchée 
=» (62) 

On voit qu’alors les dérivées partielles de la fonction arbitraire & 
n'auront pas à figurer, dans le résultat, à côté de la fonction © elle- 
même. 

Concevons, pour plus de généralité, qu’on mette les intégrales du 
système (17), affectées de constantes arbitraires quelconques c;, ©», 


2 
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© 


C3, sous la forme 
(18) UNEZRAET U) — C1, Va(æ, y; 3, U) — Co, Vs(T,Y; 7; u\ = 63, 


Comme les constantes précédemment considérées y5, 20, &, Valeurs 
initiales de y, 3, #, seront certaines fonctions de C;, C+, C3, la relation 
arbitraire #, — (Jo; Z), établie entre les premières constantes, en 
deviendra évidemment, par élimination de &, Y5, 39, une autre, non 
moins arbitraire, entre €, ©, C3; et, en substituant, dans celle-ci, à 
Ci, Co, C3 leurs valeurs (18 ), on aura, pour intégrale générale, 


(19) d, — une fonction arbitraire de 44, da. 


C'est, du reste, ce que l’on peut reconnaître directement. Les deux 
premières (18) sont, eneffet, deux certaines relations entre +, y, z et 
u, ou, par suite, entre æ, y et z (vu que w est censé lui-même fonc- 
üon de +, y, 3). Elles définissent donc le mode suivant lequel on fait 
changer y et 3 en fonction de +, ou suivant lequel on fait varier si- 
multanément æ, y et z. Or, alors, la troisième (18) signifie que ce 
mode de variation de +, y, 3 implique, avec les fonctions &w dont il 
s’agit, la constance de 4,(x, y, 3, u). Prises ensemble et appliquées à 
la question considérée, les trois relations (18) expriment ainsi que à; 
ne peut pas varier dès que Ÿ, et Ÿ, restent invariables. En d’autres 
termes, l'équation aux dérivées partielles (16), donton a tenu compte, 


d igalant le dernier rapport % aux précédents, al 
ans (17), en égalant le dernier rappor K aux précédents, impose à la 


fonction w la condition unique de vérifier la relation (19); et encore 
ne l’y astreint-elle, bien entendu, que dans la mesure où ce système 
(17) ne peut pas être satisfait en dehors des relations (18). 


427*. — De quelques cas ou l’on sait ramener l'intégration d'un système 
d'équations aux dérivées partielles du premier ordre à celle d'équa- 
tions différentielles; systèmes de Jacobi, linéaires par rapport aux 
dérivées. ‘ 


Quand on donne plusieurs équations aux dérivées partielles, entre 
des variables indépendantes æ, y, 3, ..., des fonctions inconnues 
u, 9, ...(en même nombre que ces équations), et leurs dérivées pre- 
mières, supposées même, pour plus de simplicité, n’y entrer que sépa- 
rément, savoir, seules, celles de w, dans la première équation, celles 
de #, dans la deuxième, etc., le système ne peut généralement plus 
s'intégrer par réduction à des équations différentielles, du moins tant 
que l’on prend dx, dy, dz, ... proportionnels aux dérivées partielles 
des premiers membres par rapport aux dérivées premières en +, y, 
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5, ... des diverses fonctions inconnues; car ces dérivées respectives 
des premiers membres ne sauraient généralement avoir entre elles les 
mêmes rapports, dans toutes les équations. Considérons, par exemple, 
un cas des plus simples, celui de deux équations du premier ordre, 
contenant uniquement, la première, +, y, u et les deux dérivées par- 
uelles p, g de uw, la seconde, x, y, » et les deux dérivées partielles 
analogues de v. Les modes de variation de + et y qui conviendront 
pour les intégrer chacune à part ne seront d'accord tous les deux que 
si les caractéristiques des deux surfaces ayant respectivement « et v 
pour ordonnées admettent les mêmes projections sur le plan des xy; 
et, par conséquent, l'intégration des deux équations à la fois, au 
moyen d’un ensemble wnique d'équations différentielles formé d’après 
la manière connue, ne sera possible qu’exceptionnellement. 

Les systèmes les plus simples où s'opère la réduction dont il s’agit, 
signalés par Jacobi, ont, en se bornant, pour fixer les idées, au cas de 
trois variables indépendantes x, y, s et de deux fonctions inconnues 
u, ©, la forme suivante, linéaire par rapport aux dérivées de u, v, 


PAU du du ATTIES do do 


= Ve 

X, Y,Z, U, V désignant des fonctions données quelconques de æ, y, 
z, u, v. Les dérivées des premiers membres par rapport aux dérivées 
soit de w, soit de #, sont X, Y, Z. Il y a donc lieu de faire varier simul- 
tanément æ, y, 3 de manière que les changements dx, dy, dz soient 
proportionnels à X, Y, Z. Les accroissements correspondants de w et 


du du : 
TAN ORNE et à 


HAL À x wat 
de + le seront évidemment eux-mêmes à 


d ? 7 \ . \ « A ° . 
OX + ..., c'est-à-dire, d’après (20), à U et à V; en sorte qu’il vien- 
—_ , d’ap q 


dra la suite de rapports égaux 


; HOMPEUTONCAS du METAS 
au AE 7 TURN 


I 


C'est un système d'équations différentielles en y, 3, w et v, dont 
l'intégration déterminera ces quatre fonctions de x et de leurs valeurs 
pour æ—%,, où inüliales, Yo; 30; Uos Po Or wo, ?, égaleront deux 
fonctions arbitraires données, &(Y5, %6); Ÿ( Yo: 30), de y et z. Si donc, 
en intégrant le système (21), nous introduisons, par exemple, comme 
constantes, ces valeurs initiales, ou que, E, F, G, H désignant des 
fonctions déterminées de +, y, 3, u, v, nous obtenions les intégrales 
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rales de (21) sous la forme 


Te 
@= 
(=) 
@* 


(22) E=yr, F=zy Cu, Hi 


celles des deux équations proposées (21), fournies par l'élimination im- 
médiate de Yo, 50, Uo Ÿ, entre (22) et u,—= (y; 20), Po — VO 0) 
seront 


(23) G=e(E,F),, H=4(E,EF). 


428*. — Exemples de l'intégration d'équations du premier ordre, 
linéaires par rapport aux dérivées de la fonction inconnue. 


Donnons maintenant quelques exemples de l'intégration d'équations 
du premier ordre, en commençant par celles qui sont linéaires relati- 
vement aux dérivées. 

Le premier et le plus simple, d’une utilité fréquente, sera 


du du 
(249 p—aqg=0o ou Te nié 7 


Les coefficients des deux dérivées p, g étant t et — à, on prendra dx 
et dy proportionnels à ces deux constantes; et, vu la valeur zéro du 
second membre de (24), le système (17) deviendra 


(25) di ===, ou dy +adx =, du 20: 


Il vient, par une intégration immédiate (en choisissant finalement 
y = 0); 
J+ax = const. = Yo; U= CONS ue 


d’où, à cause deu, — (7), 
(6) u—=vyp(y+ax). 


Effectivement, cette expression ®(7 + ax) de u, donnant p — ae, 
q =", satisfait à (24)et, de plus, pour + —0, se réduit bien à la 
fonction arbitraire voulue &( y). 

L’équation (24) se complique un peu quand son second membre 
devient une fonction quelconque f de x et de y, ou que l’on a 


: du du + 
(93ÿ Da ir EE 


Alors le système (25) est remplacé par celui-ci, 


(28) dr ===" 5, «Où dy FAR 0,0 OP 
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et, l’avant-dernière équation donnant encore y +—ax=—7Ys, ce qui 
change la dernière, par l'élimination de y, en | 


du = f(x, Yo— ax) dx, 


il résulte d'une intégration immédiate, effectuée à partir de x —o et 
deu au, = 9{(Y), 


N 
(29) u—0(Yo) = [ (&,Yo— ax) dx. 
20 
Changeons enfin, sous le signe f, le nom de la variable d’intégra- 
tion æ, en y mettant, par exemple, & au lieu de +, afin de pouvoir 
remplacer ensuite, sans crainte de confusion, y, par sa valeur y+ax : 
nous aurons l'expression cherchée de w, 


(30) u = p(y + az) | J(E,y+ax—aËt)dt. 
40 


On remarquera que son dernier terme est la solution particulière 
de (27) pour laquelle &(y + ax) — 0; de sorte que cette expression 
générale (30) de & égale la somme d'une solution particulière de 
l'équation (27) proposée, ou avec second membre, et de Ja solution 
générale &(y + ax) de la mème équation prise sans second membre, 
ou réduite à (24). Ce fait, qu’on généraliserait aisément, provient, 
comme dans les équations différentielles linéaires, de ce que l’équa- 
tion (27) est effectivement linéaire, c'est-à-dire ne contient & ni 
dans son second membre, ni dans les coefficients des dérivées de « 
qui figurent au premier. 

Soit actuellement, comme troisième exemple, léquaiion, que 
j'emprunte à la théorie des régimes graduellement variés des cours 
d’eau (‘), 

1 duMb ay du B'z du 
(°a) dx «a FLE GNU 


où +, 8 sont deux fonctions quelconques données de x seul et z', B' leurs 
dérivées premières. Le système (17) est, ici, 


VAE 6 dz mur 
ay RASE 0 


c'est-à-dire, en égalant au premier membre chacun des suivants, et 


(32) FER 


(!) Voir mon Essai sur la theorie des eaux courantes, $$ XI et XL, pp. 97 
et 509. 


B. — II. Partie complementaire. 22 
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observant que x! dx, $' dx sont respectivement dx, di, 
(34) a dy — y da = 0, B dz — x di —0, du =": 
Les deux premières, qui définissent la manière dont on fait varier 


: , = x 54 3 x 
simultanément #, y et z, reviennent à poser d® sh: P d£ <= 0, 201 


laisser constants les deux rapports 7, FÉ et la dernière, du — 0, ex- 


prime que u ne peut plus dès lors varier lui-même. Il dépend donc 
uniquement de ces deux rapports, et l’on a, + désignant une fonction 


arbitraire, 
, \ 
34) AU ee 
(34) u=g(2, à) 
Un quatrième exemple nous sera fourni par le théorème d’Euler, 
relatif aux fonctions homogènes. D’après ce théorème (t. I, p. 124*), 


une telle fonction w de +, y,z, et dont le degré d’homogénéité est m, 
vérifie toujours l’équation aux dérivées partielles 


35) du du 5 du Va 

35 PEAR Zz-—— —= mu. 
Ge dx dy \ds 
Mais on peut se demander si les fonctions homogènes sont les seules 


qui y satisfassent. À cet effet, intégrons l’équation (35). Le système 


(17) sera 
; dri NOR TUE 
(36) A ra mx 


c'est-à-dire, par la comparaison du premier rapport à chacun des 


; 
mu 


suivants : 
er: à z u 
(37) Je ete: d——=0, x"du—umam-1dr =0o ou d——=0 
) ms ; 


Or ces relations, à part celle où figure uw, définissent la manière 
dont on fait varier æ, y, z et expriment que toutes les variables y 
conservent leurs rapports mutuels. Donc la dernière, montrant que le 


. [42 : à C2 Li à ’ +, 
quotient = est alors constant, prouve que l'équation proposée (35) 


. . u . . . 
impose au quotient — l'obligation de ne varier qu'avec les rapports 
x D 


mutuels de æ, y, z. D’après la définition même des fonctions homo- 
gènes (t. [, p. 122*), cela signifie justement que w est la fonction 
homogène de +, y, z la plus générale du mième degré, ou a l'expression 


(38) u= amp (?, 2): 


TX 
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Enfin, comme dernier exemple d’une équation linéaire par rapport 
aux dérivées de w, traitons un cas simple, où la marche à suivre est 
évidente indépendamment de la théorie qui précède (p. 333*) et se 
trouve conforme à ses indications, de manière à en contrôler la jus- 
tesse. C’est le cas où l'équation ne contient qu'une seule des dérivées 
P; 4, , Savoir, par exemple, la dérivée p en æ#, et où on l’a résolue 
par rapport à cette dérivée. Soit donc 


N du Mas 
(39) PRO CE 250) 


la relation proposée. Il est clair qu’en y laissant y et 3 fixes, ce sera 
une simple équation différentielle, dont nous pourrons écrire l’inté- 
grale, sous forme normale, F(x,y,z,u) —c. Mais c y désigne une 
quantité constante en ce sens seulement, que l'équation (39) l’astreint, 
en général, à ne pas changer avec æ, tout en la laissant libre de rece- 
voir des valeurs différentes quelconques pour des groupes différents 
de valeurs de y et 3. Donc on satisfait à (39), de la manière la plus 
générale possible (aux solutions singulières près), en prenant c — une 
fonction arbitraire © de y et z, c’est-à-dire en posant 


(40) F(x, y, 3, u) = ®(y, 2). 


Or c’est précisément ce que donne, appliquée à (39), la méthode 


dy … ds: du 


DHOMO NT Er Piz u) 


(Chrdre A0 di = 0, du) dr =0; 
CORNE ONTARIO NC TC (D, y,2, 4) = ciou—c#: 
d’où résulte bien, d’après (18) et (19), l'intégrale générale (40). 


429*, — Exemple d’une équation non linéaire : surfaces développables, 
ou enveloppes d'une série de plans; enveloppe d’une suite de sur- 
faces. etc. 


Prenons, pour exemple d'une équation non linéaire aux dérivées 
partielles du premier ordre, la relation simple 4 = f(p), ou 


(42) qg—J(p) = 0, 


dans laquelle f désignera une fonction donnée quelconque, et p, g les 
deux dérivées partielles en æ et y de l’ordonnée w d’une surface. Les 
dérivées du premier membre de (42) en p, q, y, u étant respecti- 
vement — f'(p), 1, 0, 0, le système (11) [ p. 330*] des équations dif- 


340* INTÉGRATION DE L’ÉQUAT. AUX DERIV. PART. DU PREMIER ORDRE, 
férentielles à intégrer sera, vu l'égalité de g à f(p), 

(43) COR re | du | . Ta 

| FR n) XP KP }EE PP EN 
où il faudra se représenter p remplacé par sa valeur déduite de (42). 
Or ce système devient, par la comparaison, au premier membre, de 


chacun des suivants : 


dx (CP) 
4) dy =—-—, du = p dx — dx = p dx - dy, dq=0: 
4 i) ay Fr (p)° Et 7 (p ) LR : #f P) 4 q 


La dernière montre que la dérivée qg et, par suite, d’après (42), la 
dérivée p, restent invariables le long des caractéristiques suivies. 
Celles-ci ont donc pour équation p — const., — const. ; et, alors, 
les deux premières relations (4%) sont immédiatement intégrables. 
La seconde, écrite du — p dx — f(p) dy —0, ou même (à cause de 
dE 0) 


(45) d{u—pæ—f(p)y1= 0; 


signifie que, dans les surfaces proposées, l'expression 


u—pæ—f(p)} 


se maintient constante en même temps que p, ou ne peul changer 
qu'en fonction de p. Appelons donc e(p) une fonction (indéterminée 
jusqu’à présent), et 1l viendra uw — px — f(p)r = e(p), c’est-à-dire 


(46) u = pp? +f(p)y + e(p). 


Or cette expression générale de uw, différentiée en x, sans faire va- 
rier y, mais bien p en tant qu'il dépend de æ, donne immédiatement 


PE DIRE NUPIYEER (SE 
el, par suite, grâce à des réductions évidentes, 


(47) 0 LEE TA pie oO); 


relation impliquant celle-ci, æ + f'(p)y = une fonction de p, moyen- 
nant laquelle la première équation (44), savoir dx + f'(p) dy = 0, 
ou d[x + f'(p)y]—0o, qui restait à intégrer le long des caractéris- 
Uques p — const., se trouve identiquement satisfaite. 

L'intégrale générale, en æ, y et u, de (42) s’obtiendra donc par 
l'élimination de p entre les deux équations (46) et (45), dont la se- 
conde, résolue par rapport à p, fournira la valeur de p, en x et y, à 
substituer dans la première. La fonction &(p) devra évidemment être 
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arbitraire, pour qu’on puisse se donner à volonté, pour æ = x,, l’ex- 
pression de w en y. D'ailleurs, élimination de p ne sera possible, 
conformément à une indication de la fin du n° 4#25* (p. 333“), qu'en 
spécifiant celte fonction arbitraire e. 

Il est facile de voir la signification géométrique des formules (46) 
et (47), qui, en y attribuant à p la valeur constante propre à chaque 
caractéristique, sont les deux équations finies de celle-ci en +, 7, u. 
Et, d’abord, les coordonnées +, y, u n’y figurent qu'au premier 
degré : ainsi, les caractéristiques se réduisent à des lignes droites et 
la surface est réglée. De plus, comme le second membre de (43)a 
été obtenu en prenant la dérivée, par rapport à p, de celui de (46), il 
suffit de multiplier (47) par une constante infiniment petite dp, puis 
de l’ajouter à (46), pour avoir, au lieu de (43), une relation ne dif- 
férant de (46) qu’en ce que le paramètre p y sera devenu p + dp. Ta 
caractéristique se trouvera donc exprimée par les équations, équiva- 
lentes à (46) et (47), 


u = px +f(p)y +v(p), 


(48 
u= (p + dp})x + f(p + dp)y + o(p + dp), 


qui représentent deux surfaces consécutives de la famille de plans, 
ayant c pour paramètre, 


(49) u=cx+f(c)y +vw(c), 


savoir, les deux plans pour lesquels c—p et c—p + dp. Ainsi les ca- 
ractéristiques, génératrices rectilignes de la surface considérée, sont 
les intersections successives de la série continue de plans définie par 
(49), dont la surface lieu de ces intersections est dès lors l’enve- 
loppe. Par conséquent, l’équation proposée (42) définit les surfaces 
développables enveloppant les familles de plans qu’exprime la for- 
mule (49). 

Réciproquement, l'enveloppe de toute famille de plans qui forme 
une suite continue stmnple, ou dont l’équation ne contient qu'un seul 
paramèlre, satisfait à une équation aux dérivées partielles de la 
fOT MERE AU: 

Soit, en effet, u—cx+c;y + c la relation définissant un plan 
quelconque de cette famille : les coefficients €, c,, c, ne pourront qu'y 
être trois fonctions du paramètre donné, en sorte que, si l’on adopte 
le premier, c, pour nouveau paramètre, €, et ©, deviendront deux 
certaines fonctions f et » de c. La famille de plans ayant ainsi une 
équation comme (49), l'intersection de deux consécutifs sera évidem- 
ment exprimée par deux relations de la forme (48), avec c et 
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c+ de au lieu de p et p + dp, ou par deux autres équivalentes, 
comme (46) et (47), savoir 


(50) u—=cær+f(e)y+o(c),. 0=&x+/f(c)yr botte}, 


de sorte que l'équation de l'enveloppe s’obtiendra en remplaçant, 
dans la première (50), c’est-à-dire dans l’expression donnée (49) de 
l’ordonnée «w de la famille, le paramètre c. par sa valeur en x et y, 
tirée de la seconde équation (50), ou formée en égalant à zéro la 
dérivée, par rapport à c, de cette expression de w. 

Ainsi, et remarquons-le en passant, quand on a une série continue 
de surfaces, c’est-à-dire une famille ayant son équation de la forme 
u —%(x, y,c), son enveloppe, lieu des lignes d’intersection succes- 
sives de ces surfaces, est représentée, pareillement à ce qui arrivait 
pour l’enveloppe d’une famille de courbes planes (t. I, p. r79*), par 
l'équation même de la famille; mais où le paramètre c, au lieu d’être 
constant, reçoit la valeur variable annulant la dérivée 4,(x, y, c), qui 
lui est relative, de l’ordonnée w. Par suite, les changements infini- 
ment petits de w sur l'enveloppe, savoir 


\ 
\ 


Ve da +4, dy +de ( dx + Fe dy} 
se réduisent à Ÿ’, dx + 4, dy, ou sont les mêmés, sauf erreurs négli- 
seables du second ordre, que si l’on cheminait, à partir du point 
(æ, y, u) de départ, sur l’enveloppée tangente en ce point à l’enve- 
loppe ; ce qui exprime évidemment le contact, en (x, y, u), des deux 
surfaces. Par exemple, des cheminements parallèles aux plans des zx 
et des zy donneront indifféremment, dans les deux surfaces, p =, 
q—=%, où y prouveront l'égalité de chaque dérivée première de l’or- 
donnée. Donc, et remarquons-le encore, &l{ en est du plan tangent, 
dans les enveloppes d’une série simple de surfaces, comme de la 
tangente dans les courbes enveloppes : ce plan est commun à l’en- 
veloppe et à l’enveloppée en tous les points où celle-ci rencontre 
l’enveloppée suivante. 

Or il résulte de là, pour en revenir à notre famille de plans, que les 
deux dérivées partielles p, g de w seront, en chaque point de l’enve- 
loppe exprimée par les deux équations (50), les mêmes que dans le 
plan enveloppé (49), où c a sa valeur relative à ce point. Il viendra 
donc, en différentiant (49) soit en +, soit en y, sans faire varier €, 
P—C,g—f(c) et, par suite, g =f(p}); ce qui est bien l'équation 
proposée (42), si l’on a soin d'y prendre la fonction f identique à ce 
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qu'elle est dans la formule donnée, u —cx + f(c)y + #(c), expri- 
mant la famille. 


430*. — Intégrales complètes et solution singulière d’une équation 
aux dérivées partielles du premier ordre. 


Imaginons que l’on mette une constante quelconque O, à la place de 


w(c), dans (49). La valeur de w ainsi formée, à deux constantes arbi- 
traires distinctes c et C, 


(51) | u=cr+f(c)y +0, 


vérifiera évidemment l'équation proposée (42) sans que c et C aient 
besoin d’y varier, puisqu'elle donnera p —c et qg—f(c), d’où 
4 =f(p). D'ailleurs, cette solution particulière (5r) de (42) aurait pu, 
sans calcul, être prévue; car 1l suffisait, pour l'obtenir, de chercher 
des plans u = cx +c;y + C, dans lesquels on aurait g — f(p}) ou 
CG —=f(c). 

On concoit donc qu'il soit, souvent, plus facile de trouver à une 
équation donnée aux dérivées partielles du premier ordre une solution 
particulière, pourvue même de plusieurs constantes arbitraires, que 
d’en former l’intégrale générale. Or Lagrange a appelé intégrale com- 
plète une telle solution particulière, quand elle contient, comme (51), 
des constantes arbitraires ( distinctes) en méme nombre n que les va- 
riables indépendantes x, y, ..:3; etil a pu en déduire, comme il suit, 
l'intégrale générale. 

Prenons l’une des n constantes égale à une fonction arbitraire © des 
n — 1 autres [C, par exemple, égal à o(c)]; puis faisons varier ces 
n —1 autres constantes de manière à annuler la dérivée complète, par 
rapport à chacune d’elles en particulier, de l'expression obtenue de w, 
en procédant ainsi comme quand, dans notre exemple, nous avons 
posé la seconde équation (50), par annulation de la dérivée, relative à 
c, de la valeur (49) de uw. Alors toutes les dérivées p, g,... de w en 
æ, Y, ... Seront évidemment les mêmes, dans l’expression de &# modi- 
fiée de la sorte, où varient sans cesse les constantes arbitraires, que 
dans l’intégrale complète, spécifiée pour les valeurs actuelles considé- 
rées de æ, y, ... et aussi des constantes (qui n’y changent pas). Donc 
cette expression de & modifiée vérifiera, tout comme l'intégrale com- 
plète, l'équation aux dérivées partielles proposée, entre æ, y, ..., u, 
P; 4 -..; et, contenant une fonction arbitraires de n — 1 variables, 
elle sera l'intégrale générale cherchée, ainsi qu'on Pa vu par l'exemple 
précédent des surfaces développables. 
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L'idée. de la variation des constantes n’a donc pas seulement con- 
duit Lagrange à étendre, aux équations différentielles linéaires avec 
seconds membres, les solutions générales des équations analogues sans 
seconds membres, mais elle lui à aussi permis de déduire, d’une inté- 
grale complète, l'intégrale générale d’une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre. Et l’on voit que l'intégrale générale est, 
en quelque sorte, l’enveloppe de toutes les solutions particulières 
que fournit une intégrale complète quand on y suppose l’une des 
constantes arbitraires égale à une fonction arbitraire des autres. 

Actuellement, st, æ, y, ... élant quelconques, on peut donner, 
dans l’expression de «w, à toutes les constantes arbitraires de l’inté- 
grale complète, des valeurs qui annulent la dérivée partielle de & par 
rapport à chacune d’elles, il est clair que les dérivées de w en æ, y, ..… 
seront encore les mêmes, avec cette nouvelle manière de faire varier 
les constantes en fonction de æ, y, ..., que dans la solution particu- 
lière où elles ont actuellement pareilles valeurs, mais ne changent pas. 
Donc l'expression de w ainsi composée sera une nouvelle intégrale ou 
solution, sans fonction arbitraire n1 constante arbitraire, de l’équa- 
tion aux dérivées partielles proposée. Elle se trouvera formée évi- 
demment par les valeurs de # qui, dans les solutions particulières 
déduites de l'intégrale complète, sont communes à l’une d’elles prise au 
hasard, et à {outes ses voisines obtenues en faisant varier infiniment 
peu les constantes dans des rapports quelconques; elle constituera 
comme le lieu de jonction, l’enveloppe de toutes les intégrales partu- 
culières successives, et, par suite, de toutes les séries possibles de 
leurs intersections deux à deux, séries qui, créées en rendant l’une 
des constantes fonction des autres, composent l'intégrale générale. 
Cette enveloppe d’enveloppes étant, en général, d’une tout autre forme 
analytique que les enveloppes précédentes, expressions de l'intégrale 
scnérale, ne sera pas d'ordinaire comprise dans celles-ci et formera, par 
conséquent, une solution singulière de l'équation aux dérivées par- 
uelles proposée. 

Dans le cas particulier de deux variables indépendantes, x et y, où 
l'intégrale complète exprime une famille de surfaces u —F(x, Ys CCR 
à deux paramètres indépendants, on voit que cette solution singulière, 
résultat de l'élimination de c et C entre les trois équations 


(52) Uri DER ES O0= — ) 


représentera une surface tangente, à la fois, à toutes les surfaces de la 
famille et à toutes leurs enveloppes exprimées par les deux équa- 
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Lions 


(53) Vi. HAENVAaEr at 
D = 0 En ——— tt te 
: Fe de Ya dG de’ 


ou obtenues en prenant C égal à une fonction arbitraire #(c) de 
l’autre constante c (t. 1, p. 228*) : elle sera bien leur enveloppe géné- 
rale. 

C'est ainsi qu’une surface courbe quelconque uw — f(x, y) constitue 
(t. 1, p. 225*) l'enveloppe de ses plans tangents, dont l’équation 


(54) u=f(c,, C)+fe(ce, G)(æ—c)+f(c, G)(y — CC) 


a la forme u — F(x,7y,c,C), et aussi l'enveloppe de toutes les sur- 
faces développables auxquelles donne lieu une série quelconque de ces 
plans lorsqu'on y établit une relation entre GC et c, de manière à ne 
leur laisser qu’un paramètre distinct c. Donc, ces surfaces-enveloppes 
et la proposée u — f(x, y) vérifieront l'équation aux dérivées par- 
tielles en x, y, u, p, q que donne l'élimination de c, C entre l’équa- 
tion (54) de la famille de plans et ses deux dérivées partielles 


CU) gate Ch 


QUARANTE-TROISIÈME LEÇON. 


SUITE DE L'INTÉGRATION, EN TERMES FINIS, DES ÉQUATIONS AUX 
DÉRIVÉES PARTIELLES : ÉQUATIONS D'ORDRE SUPÉRIEUR. 


431*. — Équations aux dérivées partielles du second ordre ; méthode 
de Monge pour l'intégration de certaines d’entre elles. 


Au delà du premier ordre, il est rare que l’on sache intégrer, du 
moins sous forme finie, une équation aux dérivées parüelles, même 
quand il y a seulement deux variables indépendantes, +, y, une seule 
fonction inconnue, w, et que l’équation est du second ordre, ou con- 
tient uniquement, avec æ, y, uw et les dérivées partielles premières p, 
q de u, ses trois dérivées secondes 7,5, £. : 

Le procédé le plus simple, et paraissant le plus fécond, que l’on 
possède pour ramener, dans certains cas, une telle intégration à celle 
d'équations différentielles ordinaires ou, du moins, de différentielles 
totales, est dû à Monge. Il consiste à remplacer, dans la relation pro- 
posée, les deux dérivées partielles secondes directes r, { par leurs 
valeurs déduites des deux formules évidentes 


(55) dp = rdx + sdy, dq = sdx + tdy, 


dp —s dy 
"TTC 


c'est-à-dire à y mettre respectivement, pour r et é, les valeurs Te 
dq —sdr , _—. ; A A: 

7 — Où dp, dg sont des différentielles totales, puis à choisir le 
Si É 


; ar a à EE ; 
rapport arbitraire = suivant lequel on fait, à partir de valeurs quel- 
dax É 


conques, varier à la fois x et y, de manière à éliminer de l'équation la 
troisième dérivée du second ordre, s, la seule qui y figure encore. Cette 
élimination de s est ordinairement possible quand, une fois r et £ dis- 
parus, l’équation contient un seul terme en s, dont il suffit d’égaler à 
zéro le coefficient. | 

On a ainsi trois relations entre x, y, u, p, q et leurs différentielles, 
savoir : 1° celle qui résultera de annulation du terme en s; 2° léqua- 
tion elle-mème après l’'évanouissement de ce terme; 3° enfin, la formule 
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évidente du — pdx + q dy qui définit p et g. Or, si æ, par exemple, 
est resté la variable indépendante, les inconnues paraissant dans ces 
trois équations seront les quatre fonctions y, &w, p, q; de sorte qu'il 
manquera une équation différentielle pour qu’on puisse déterminer, 
de proche en proche, leurs accroissements successifs correspondant à 
ceux de æ. 

Mais il peut arriver, malgré l’état incomplet du système (et c’est ce 
qui à justement lieu dans un certain nombre des exemples les plus 
importants), que les trois équations différentielles posées entraînent 
Pexistence de deux intégrales distinctes, de la forme 


(AN Cr up g)eaune const. arbitraire. ci, 
W(T, Y, U, P, q ) = une autre const. arbitraire C2. 


Alors on obtient une sorte d’intégrale générale première de l'équation 
proposée, c’est-à-dire une relation entre x, y, uw, p et g, en écrivant 
que l'expression 4, égale une fonction arbitraire de l'expression 4. 

En effet, w et, par suite, p, q étant des fonctions de x et de y, la 
première équation (56) relie généralement y à x et définit le mode 
choisi de variation de y, c’est-à-dire les caractéristiques suivies, sur 
la surface dont +, y, u seraient les coordonnées. Par suite, l’invariabi- 
lité, d’après la seconde (56), de la fonction Ÿ, résulte, en vertu de 
l'équation aux dérivées partielles proposée, de cette manière même de 
faire varier y. Or cela revient bien à dire que l’équation proposée 
astreint la fonction &w à rendre l’expression 4,(x, y,u, p, q) variable 
seulement le long de lignes où varie l'expression 4, (x, y,u, p, q) elle- 
même, c'est-à-dire à rendre 4, (+, y, u, p, q) égal à une fonction de la 
quantité unique d(æ,y,u,p,q). D'ailleurs, la fonction æ dont il 
s’agit sera arbitraire : car l'équation proposée, étant du second ordre, 
laisse disponibles (p.323*), sur un plan parallèle aux 3 tel que le plan 
æ — «+,, deux données distinctes en chaque point, savoir, par exemple, 
généralement, les pentes q = #/( y) et p —=vwi( 7), où vw", », sont deux 
fonctions arbitraires; de manière qu’on puisse, sur toute la ligne d’in- 
tersection de la surface par le plan considéré, choisir indépendamment 
l’une de l’autre les deux fonctions Ÿ,, 4,, et faire dès lors correspondre 
aux diverses valeurs de 4, telles valeurs que l’on veut de 4. 

On a donné le nom d’éntésrale intermédiaire à l'équation inté- 
grale première ainsi obtenue 


(57) W(r,7,u,p,g)= P[bi(X,7; u,p;,q)]: 


Comme elle est elle-même une équation aux dérivées partielles du pre- 
mier ordre, on essayera de l'intégrer par les procédés exposés dans la 
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Lecon précédente (pp. 330* et 333*), en s’aidant parfois du rapproche- 
ment ou de l'emploi simultané de plusieurs intégrales intermédiaires, 
quand il existera plusieurs systèmes de caractéristiques, ou que l’équa- 


; d i ’ 
tion en _- obtenue admettra plus d’une racine propre à donner deux 
ax 


intégrales dans le genre de (56). 

Ce procédé d'intégration, par formation d’'intégrales intermé- 
diaires, présente, on le voit, quelque analogie lointaine avec celui des 
facteurs intégrants qui permet de déduire, de même, d’une équation 
différentielle, ses intégrales premières. Malheureusement, il ne peut 
réussir que dans des cas assez rares, à cause, par exemple, de la forme 
spéciale que doit avoir une équation du second ordre pour admettre 
une intégrale intermédiaire. 

En effet, cherchons, en éliminant Ja fonction arbitraire æ, de (55), 
par différentiation, à quelle sorte d'équations du second ordre cor- 
respond toute relation analogue à (57). Il suffira, pour cela, de diffé- 
rentier les membres de (55) soit en +, soiten y, puis de diviser l’une 
par l’autre les deux formules obtenues, afin d'éliminer des seconds 
membres la fonction æ'[4,(x, y, u, p, q)], la seule dont la forme n'y 
soit pas censée spécifiée, et qui y paraîtra comme facteur commun. Nous 
aurons 
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proportion où J'ai mis entre parenthèses, pour les grouper ensemble, 
les parties qui contiennent uniquement, comme les dérivées partielles 
de Ÿ, et Y,, les variables æ, y, uw, p et q. Or, en égalantle produit des 
extrêmes au produit des moyens, puis transposant tous les termes dans 
un membre, et; enfin, réduisant, de manière à mettre en évidence les 
dérivées secondes 7, $, t, il vient une relation de la forme 


(58) A+Br+Cs+Dé£+E(rt— 52) — 0, 


où les coefficients À, B, C, D, E désignent des fonctions connues de 
æ, Y, U, p, q. Ainsi le procédé de Monge n’aboutira que pour certaines 
équations comprises dans le type (58). 

[l'est bon de jeter un coup d'œil sur le cas particulier où l’on aurait 
B—0o, D —o, E —0o, c'est-à-dire où l'équation, ne contenant ni r, 
ni {, échapperait à la transformation indiquée et ne pourrait être dé- 
barrassée du terme en s par la simple annulation du coefficient C, 
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1 dy nie ï À 
indépendant du rapport mo S Alors une légère modification de forme 


serait nécessaire pour rendre la méthode encore applicable dans son 
espril, Qui consiste à éliminer de l’équation, par les formules (55), 
deux des trois dérivées secondes 7, s, {, de manière à y laisser subsis- 
ter la troisième, si c’est possible, dans un terme unique, ayant son 


à . . dy » 9 À L4 A 
coefficient fonction du rapport =—et susceptible d'étre annulé grâce 
dx Ë 


à un choix convenable de ce rapport. On éliminera donc s de l’équa- 
uon À +Cs—o, au moyen de l’une des deux formules (55); après 
quoi l’on annulera, dans le résultat, le coefficient de la dérivée seconde 
r ou € ainsi introduite, de même qu’on annulait le terme en s quand 
l'équation proposée contenait les dérivées secondes directes 7° et 4. 


432*, — Premier exemple : intégration de l'équation du second ordre 
qui caractérise les surfaces développables. 


Des considérations géométriques nous ont permis d'établir, vers la 
fin du Calcul différentiel (1. 1, p. 300*), que les surfaces développables 
étaient caractérisées par l’équation aux dérivées partielles du second 
ordre r£— $s? — 0, où ne paraît aucune fonction arbitraire, alors que 
la relation du premier ordre g = f(p), étudiée ci-dessus (p. 341*), ne 
les caractérise de même que grâce à un choix convenable, pour cha- 
cune d'elles, de la fonction arbitraire f. La démonstration analytique 
de cette propriété de l’équation rt — 5? — 0 nous servira de premier 
exemple d'intégration par la méthode de Monge. 

Er d’abord, il est facile de reconnaître que toute surface où existe 
entre g et p une relation comme g — f(p}), c’est-à-dire toute surface 
développable, satisfait à l’équation rt—s?—0o. Car lélimination, 
dans g — f(p), de la fonction arbitraire f, par le procédé suivi tout 
à l'heure pour déduire (58) de la formule générale (57) qui comprend 
de Hpadonnes = Cuir be (p)s, d'où 


(59) rl— Ss:— 0. 


Il nous reste, en intégrant cette dernière équation, à démontrer 
qu'elle convient exclusivement aux surfaces développables, ou qu’elle 
entraine une relation de la forme g — f(p). En effet, remplaçons-y 
r, t par leurs valeurs tirées de (55), où seulement, afin d'éviter toute 
confusion, nous mettrons d,p etd,q, au lieu de dp, dg qui y sont bien 
des différentielles complètes. I viendra 


Fe d,p eq (HD deq 
in, dy Re , ST) = 0 
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Pour annuler le terme en s, 1l suffira de cheminer, sur la surface, le 


GA BR 
dy ltdr 


un certain rapport entre dy et dx [vu que p et qg sont des fonctions 


— 0, relation établissant bien 


long des lignes où l’on aura 


Ë x dep deg 10 
de æet y]; et, alors, l’équation (60) donnera RÉ RE eone Ainsi, les 
; dy dx 
d de ; : s 
deux quotients ar? _ auront à la fois pour somme et pour produit 


zéro, ce qui exige évidemment qu'ils soient nuls tous les deux. Or, si 


nous prenons une variable indépendante changeant effectivement 
le long des lignes suivies, comme le fait toujours wne au moins 
des deux coordonnées æ, y, et que æ, par exemple, désigne 


d Ma dép ide 
CP, écrit TZ ©, aura son second facteur 
dy dx dy 


différent de zéro et, par suite, son premier facteur nécessairement nul. 


cette variable, le rapport 


Ainsi, l'on devra poser, le long des caractéristiques, 


(Gr) ES HE 


— 0 0; 
dx e dx É 


de sorte que p et g, à la fois, y resteront invariables. Et, comme ilest 
clair qu’une des deux conditions p = const., g — const. suffit pour 
définir, sur toute surface courbe, une famille de lignes, la surface en 
question sera bien telle, que g, par exemple, n’y varie qu'avec p, ou 
égale une certaine fonction f (p). En d’autres termes, l'équation (59) 
a pour éntégrale intermédiaire q = f (p). Nous avons vu d’ailleurs, 
dans la Lecon précédente (p. 340*), comment l’emploi des mêmes 
caractéristiques p — const. permet d'intégrer, à son tour, cette équa- 
tion du premier ordre. 


433*. — Deuxième exemple : équations aux dérivées partielles du second 
ordre immédiatement réductibles à des équations différentielles. 


Comme deuxième exemple, considérons certaines équations du 
second ordre dont la réduction à des équations différentielles ordi- 
naires soit évidente, afin de constater que le procédé de Monge s’y 
trouve d'accord avec la méthode naturelle ou directe et en est, par 
suite, confirmé. 

Les plus simples de ces équations sont celles où ne figurent que les 
dérivées, p, r, prises exclusivement par rapport à l’une des deux va- 
riables, æ par exemple. En y isolant 7, nous pourrons les écrire 


(62) r= f(x, y;u;p), 


ou encore, si nous y regardons provisoirement y comme invariable, 
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en faisant changer seulement x, 
(63) URI YU Un): 


C'est évidemment une équation simplement différentielle du second 
ordre : je supposerai qu’on en ait obtenu une intégrale première, 
F(æ,y,u,u') = c. Il est clair que la quantité c, s’y trouvant, pour 
chaque valeur de y, une constante arbitraire, sera en réalité une 
Jonction arbitraire de la forme (7); en sorte que l'intégrale pre- 
mière F—c de l'équation différentielle deviendra, pour l’équation 
aux dérivées partielles (62), l'intégrale intermédiaire 


(64) Re ur Die). 


C’est une équation du premier ordre réductible au type (39) [p. 339*] 
et, par conséquent, intégrable elle-même à la manière d’une équation 
différentielle. 

Or la méthode de Monge aurait bien conduit à l'intégrale intermé- 
dp —sdy 


, 1l vient, 
dx 


diaire (64); car, en remplaçant, dans (62), r par 
vu l'annulation séparée du terme en s introduit, 
dji=)0, HS NCC Mr: D)d#, 


et, d’ailleurs, 
du = pdx + q dy = pdx, 


équations qui entraînent évidemment les deux intégrales 
M une CONSL. C1; HÉMOTU D = CHOoUNIEIcCe, 


d'où, à cause de €, — ®(c;) [p. 347*], l'intégrale intermédiaire (64). 

Un autre type du second ordre, immédiatement réductuble à des 
équations différentielles, est celui des relations ne contenant que x, y, 
une dérivée première de w, q par exemple, et la dérivée seconde obli- 
que s. Résolues par rapport à celle-ci, elles ont la forme 


(65) S— f(x; Y:q) ou — —J(t, 4). 


Ce sont donc, tant qu’on n’y fait pas varier y, des équations difléren- 
tielles du premier ordre en x et g. 

Soit F(x,y, g) = cleur intégrale générale, et l’on aura évidemment, 
pour intégrale intermédiaire de (65), 


(66) Rx Mg) = Cr) 


équation du premier ordre rentrant encore, sauf un échange de rôles 
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entre æ et y, dans le type (39) [ p. 339* ], immédiatement réductible 
à une équation différentielle ordinaire. 

Or la méthode de Monge, légèrement modifiée dans sa forme comme 
il a été indiqué à la fin du n° 431* (p. 349*), donnera, en rempla- 
çant, dans (65), s par sa valeur tirée de la seconde formule (55), 
dqg — sdx + tdy, et puis annulant le terme en £ introduit : 


ur dg — 
dy = 0, a AN HUE 


d'où y—=c,E(x)y,g)= 0 Cet; par: suite RCI SAS 
comme il le fallait. 
La même méthode conduit encore, suivant qu’on élimine s par la 


Le ; ie 4 RES 
deuxième ou par la première formule (55), à poser dy = 0 ets — 7 
dep 
dy 


mêmes termes du second ordre que la précédente (65), 


OUATE-0 else , dans l'intégration de l'équation {néatre, ayant 


(67) s+—Mp+Ng+Pu=Q, 


qui manque des termes en 7, £, et où les coefficients M, N, P désignent, 
comme le second membre ©, des fonctions quelconques de x et de y. 
Mais alors, dans le premier cas (c’est-à-dire quand on prend dy — o), 
l'équation (67) devient identiquement, par son association avec dy —0, 


; deu 
et, par suile avécdu=—paroup— ve 


il à 
(68) Te (a+ Mu) N(g + Mu) + (PTE = NM) u = 


/ 
et elle ne peut, comme dy — 0, s'intégrer à part que si le terme en 
AE à ! à d'M 
u s’y annule, c’est-à-dire si l’on a identiquement P — er NM. 
# ax 
Quand ce premier cas d’intégrabilité de l'équation (63) se présente, 
il suffit de poser qg + Mu — p dans (68) pour que celle-ci devienne, en 
æ et #, l'équation linéaire ?' + Ne — ©, dont l'intégrale générale, mise 
(p. 187) sous la forme pF(x, y) +F,(x,y)—c ou —c,, donnera 
comme intégrale intermédiaire de (67), 


(g+Mu)EF(x,y)#+ Er; Y)=œ(r) 
ou 
du jy = HIFI) 
dy Rte, ra 


équation aux dérivées partielles encore linéaire et immédiatement 
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réductible à une simple équation différentielle linéaire en y et u. 


t ; d 
En prenant, au contraire, dx — 0, et par suite, dans (67), s — SE 


dy 

deu : LT RS er : 

de : > On aurait un second cas analogue d’iéntégrabilité, si P avait 
à 


{} 


dN : F : 
la valeur pr + MN, qui annule, dans la transformée, le terme en w. 
[44 


Une équation particulièrement utile, empruntée aux types (65) et 
(O7) est 


(69) | s= f(x, y), 


où désigne une fonction donnée. Alors, faisant d’abord dy — 0. 
: D ) ) 


/ LE ‘inté 
—- _ puis multipliant (69) par dx, intégrant et appelant (y) 


la fonction arbitraire de y introduite, il vient 9 = (y) +ff(x,y)dx. 
SL : ; à ; du 
Reste à intégrer celle-ci. Danscebut, prenons dx — 0 (d'où le a) ; 
AV 
et intégrons après avoir multiplié par dy. Si o(æ) désigne la fonction 
arbitraire de + qui s’introduit, nous aurons enfin, comme expression 
la plus générale possible de la fonction & définie par (69), 


(70) u—=vo(x)+b(y)+ fdyf/(x,y)dx. 
432". — Aperçu des transformations d’Euler, de Laplace et de Legendre. 


Il peut être bon de connaître une transformation par laquelle 
Euler a réduit à la forme s + f(x, y, u,p,q)—=0, parfois intégrable 
comme on vient de voir, la plus générale des équations du second 
ordre linéaires par rapport aux dérivées secondes de w, avec coeffi- 
cients (pour ces dérivées) fonctions quelconques des deux variables 
indépendantes, que j'appellerai 1ei X et Y. Divisées par le coefficient 
du premier terme, ces équations peuvent s’écrire, F y désignant une 
fonction donnée quelconque de X, Ÿ, # et des dérivées premières 
de u, 


ae æ&æu du du | US ALL 


70 GG 0) par ob gg = FOR DR 2) 
si l'on suppose les coefficients des second et troisième termes mis sous 
les formes respectives de la somme, changée de signe, et du produit 
de deux fonctions connues x, 6 de X et de Ÿ, fonctions dont j'admet- 
trai la réalité; ce qui impliquera que l’on se restreigne aux cas où elle 
est effective. La transformation d’'Euler consiste : 1° à échanger X et Y, 
tout en gardant la même fonction w, contre de nouvelles variables x 
B. — JJ. Partie complementaire. 


‘ 
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et y, liées à X et à Y par deux relations d’abord indéterminées, mais 
qui donnent toujours les formules symboliques 


ce LA AD ARRETE RTE d , dy 4. 
(72). 3x Tor de ax D'AVANT NE 


2° puis, constatant que l'équation (71) gardera la même forme géné- 
rale, où seulement figureront désormais les dérivées premières et se- 
condes p, q,r,s, t de u en x et y, à choisir ces nouvelles variables + 
et y de manière que les coefficients totaux de 7 et£ soient identique- 
ment nuls. Alors l'équation, divisée par le coefficient de $, se trouvera 
bien réduite à la forme voulue. 

Pour arriver, presque sans calcul, aux formules reliant ainsi æ et y 
à X et à Y, observons que, dans l’hypothèse de xet 8 constants, le pre- 
mier membre de (71) s’écrirait identiquement 


d d d d 
(73) (x 7) Er SL 


Or, même avec x et 8 variables, le développement de cette expression 
symbolique (73) ne comprend, en sus du premier membre de (31), 
É dÿ d8\ du 
que les deux termes (- TX Lan) TY 
membres de (71) n’altère pas la forme générale du second. 

On peut donc admettre que le premier membre de(71) ait été échangé 
contre (73) et, alors, pour qu’il ne contienne pas, après sa transfor- 
mation, d'autre dérivée seconde que la dérivée oblique s, il suffira 
évidemment de choisir æ et y de manière à réduire les deux diffé- 


d dd g d 
rences symboliques + — 4 5; 2 —$ = calculées par (52), l’une, 


» dont l'addition aux deux 


d 
la première par exemple, au terme en 7? eb l’autre, au terme en 
a 


d 
dx 
et suffisantes, 


+ De là résultent immédiatement les deux conditions, nécessaires 


F DEAN APTE 
(74) ZX CR ETC 


qui signifient que les expressions cherchées de x et y sont respective- 
ment les premiers membres des intégrales générales, mises sous la 


forme normal ., des deux équations différentielles 


(75) aY+adxX = 0, dY+$dxX = 0. 


En effet, si l’on appelle +, pour la première, et y, pour la seconde, 
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les fonctions correspondantes © de X et de Y, les équations (75) ad- 


dx dy à 
mettront les facteurs intégrants respectifs AY’ AY: et les produits 


_. 8 ce qui multiplieront 4X, dans (75 ), après emploi de ces fac- 


NRA ete que les relations 
ax’ dx’ 


teurs, y exprimeront les dérivées — 
(74) se trouveront bien satisfaites. 

Il suffira donc de savoir intégrer les deux équations différentielles 
(75), pour avoir de nouvelles variables x, MERDE à mettre l’expres- 


sion (73) sous la forme K L (L D) = = KLs + K TP où K, Lseront 


deux certaines fonctions de X, Ÿ et, par suite, de A y. Comme, d’ail- 
LES … du 

leurs, vu les formules (72), les deux dérivées premières = 

d(X, Y) 
deviendront des fonctions linéaires de p, 4, l'équation transformée de 
(71), divisée par KL, prendra bien, en transposant les termes du se- 
cond membre, la forme voulue $s + f(x, y, u,p,qg)—o. On voit 
même que, si l'équation (71) est entièrement linéaire, c’est-à-dire du 


du du 
premier degré par rapport à = TX ° AY’ u, comme par rapport aux dé- 


rivées secondes de w, sa transformée sera également et aura la 
forme Fr 
Nous n’avons, il est vrai, reconnu à celle-ci (67) que deux cas di- 
rects d’intégrabilité, se présentant respectivement suivant que l’une ou 
: dM | d'N 
l’autre des deux expressions P — MN — —- et P — MN — -— est 
dx dy 
réduite à zéro. Mais Laplace a déduit de ces deux cas une infinité 
d’autres, en procédant comme il suit. 
Supposons, par exemple, quele premier cas ne se trouve pas réalisé, 
adM 


ou que l'équation (67), en faisant, pour abréger, P— MN — — —p 


dx 5 


soit, d’après (68), 
(76) ON RE 0 avec ME +M}u, et P 
7 dx ; | Es ÿ - 


Puisque P, n’est pas nul, on peut, de la première (76), tirer w, pour 
en substituer la valeur de la seconde (76). Alors celle-ci, devenue 


d 1 dv N Q 
(77) (DM pres), 
sera visiblement, tous calculs faits, de la forme de la proposée (67), 
mais avec ?, au lieu de w, pour fonction inconnue. Il se pourra donc 


356* TRANSFORMATIONS DE LAPLACE ET DE LEGENDRE 


qu’elle rentre elle-même dans lun des deux cas directs d’intégrabilité 
et permette d'obtenir # par l'intégration de deux équations différen- 
telles linéaires; après quoi l’intégration de la troisième équation 
linéaire g + Mu = +, ou T + Mu —+v, donnera w. Sinon, on appli- 
quera à la nouvelle équation du second ordre, en », la même transfor- 
mation, de Laplace, qu’à l’équation proposée (67); et ainsi de suite à 
l'infini, tant que la dernière équation du second ordre obtenue ne ren- 
trera dans aucun des deux cas directs d’intégrabilité. 

Comme la proposée conduit à deux transformées en ? différentes, 
suivant que l’on pose p = g + Mu ou = p + Nu, on pourrait croire 
que la transformation de ces transformées en donnera quatre nouvelles, 
et ainsi de suite; ce qui multiplierait de plus en plus les chances d’in- 
tégrabilité. Mais un calcul détaillé montre qu'il n’en est pas ainsi, vu 
qu'une des nouvelles transformations pour chaque équation immédia- 
tement issue de (67), savoir, la transformation autre que celle qui Pa 
fournie, ne fait que ramener, au fond, l'équation primitive (63) sous 
la forme, peu différente, obtenue en remplaçant dans (67) x par une 
fonction linéaire (à coefficients variables) de la nouvelle inconnue. 
Or une telle substitution l{néaire ne change rien aux deux expres- 


-  dM CAEN 4 
sions P — MN — = y P — MN — Dr non plus qu’à leurs analogues 


(aisément exprimables au moyen de ces deux premières ou de leurs 


dérivées) dans les équations qui s’en déduisent successivement; de 
sorte que la possibilité d'arriver à une de ces expressions dont la va- 
leur soit identiquement nulle, et d'intégrer par quadratures, est exac- 
tement la même avec l'équation ainsi modifiée qu'avec (67). Par 
suite, toutes les transformées successives obtenues ne constitueront 
qu'une série linéaire, se prolongeant indéfiniment, par un des deux 
procédés, en decà, et, par l’autre, au delà, de l'équation (63) d’où l’on 
sera parti. 

Enfin, une transformation importante où l’on change à la fois va- 
riables et fonctions, due à Legendre, permet de rendre linéaires et, 
par conséquent, susceptibles de toutes les réductions précédentes, les 
équations de laforme 


(78) Ar+Bs+Ct+(Du+<Ex+Fy+Gj(rt—s?) = 0, 


où l’on suppose les coefficients A, B,C, D, E,F, G fonctions quelconques 
des deux dérivées premières p, g de u. Elle consiste à prendre juste- 
ment pour nouvelles variables ces deux dérivées p, g, et, pour nouvelle 
foncüon, la quantité U — px + qy — u. Comme il en résulte, pour la 
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différentielle totale de U, la formule 
dU = (pdx + xdp)+(qdy + ydq) —(pdx + qdy)= xdp+ydg, 
, par suite, en faisant successivement dg — 0 et dp — 0, 


e NU dU 
79) : MINI Ÿ — 


dp dq J 
les nouvelles dérivées partielles premières, que nous appellerons P, 
Q, de la nouvelle fonction inconnue, ne seront autre chose que les 
anciennes variables æ, y. Et il viendra, en somme, pour transformer 
u, æ, y dans (78), vu d’ailleurs que u = px + gy —U, 


(80) De met 0 u=pP +qQ—U. 


fr) l 

REA TER dq. à 
RIRE dx dy 
cet effet, appelant R, S, T les nouvelles dérivées secondes de U (en p, q), 

P CAB 26 
he 
dp  dg dp° dq 
équations æ — P, y — Q, dont les seconds membres, dépendant de p 
et 7 qui dépendent eux-mêmes de x et y, seront des fonctions compo- 
sées de æ et y. Il viendra 


Il nous reste à exprimer 7’, s, £, c’est-à-dire 


savoir » différentions, par exemple, en +, les deux 


r s (Rr+Ss)our 
NE ET ESS OO Or EPS do = 
‘Pa î | T  —S$S RT — S?2 

On en déduit évidemment les valeurs cherchées de 7, s; et d’autres 
analogues, pour s, £, s’obtiendront par la différentiation en y des 
mêmes équations æ = P, y = Q. Donc 7, s, € seront données par la 


formule triple 


# ns (TS "JE S, R ) . nn 1} 
(82) Rent Qe HhT au d’où TS? RTS 
Or ces valeurs de 7', 5, €, rt — s?, avec les précédentes (80) de'u, x, 


y, transforment sans autre calcul l° FAUANOE proposée (78), Aer 
par RT — $?, en celle-ci, 


(O2) PAT BS A QRE De EP Dg NO DIS G 0, 


qui est bien linéaire, puisque les coefficients y sont des fonctions ex- 
plicites des nouvelles variables indépendantes seules p, q. 

On remarquera que, si l'équation (78) contenait de plus, dans son 
premier membre, un terme H fonction de p, g, sa transformée (83) 
acquerrait, encore au premier membre, le terme H(RT—S$S*), etne 
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serait plus linéaire, bien qu'on pût essayer de lui appliquer la mé- 
thode de Monge, comme, du reste, à la proposée. 


435*, — Intégration de l’équation de d’Alembert ou des cordes vibrantes, 
et d'une autre équation plus générale, qui régit les phénomènes de 
propagation d'ondes dans un milieu en mouvement. 


La relation très simple du second ordre, à deux variables indépen- 
dantes X, Y et à coefficients constants, 


8 du ; du 
f —— — 4° = 1) 
(4 adxX2 VAE Le 


s'appelle équation des cordes vibrantes, ou encore équation de d’A- 
lembert, du nom du géomètre qui, le premier, en 1747, la intégrée 
et a, par ce résultat d’une grande importance en Mécanique et en 
Physique, fondé pour ainsi dire la théorie des équations aux dérivées 
paruelles. 

La relation (84) présente, en effet, un intérêt capital; car elle régit 
les phénomènes les plus élémentaires de propagation des petits mou- 
vements, comme sont la progression du son dans une colonne d’air 
cylindrique ou le long d’une corde homogène tendue, le transport ap- 
parent des ondes liquides de longueur assez grande, à la surface et à 
l’intérieur de l’eau en repos d’un canal découvert, etc. Dans tous ces 
cas, X désigne le temps, Y une coordonnée, mesurée le long de la 
direction suivant laquelle se fait la propagation, et w la quantité phy- 
sique considérée (déplacement vibratoire, vitesse effective imprimée à 
la matière lors du passage de l’onde, etc.), dont la valeur se transmet 
graduellement d’une particule du milieu aux suivantes, dans les sens 
des Y soit positifs, soit négatifs. 

Quand le milieu au sein duquel s’opère la transmission est lui-même 
animé d’un mouvement de transport dans l’un de ces sens, comme il 
arrive, par exemple, à un courant liquide propageant des ondes, l'équa- 
tion prend la forme plus générale 


æu du æ&u 


PRE RP RES. CRRREUEE ET 
RAT dY? Fa 


(85) 
où x et $ désignent deux constantes réelles données, dont « sera la 
plus grande, et qui, dans (84), étaient respectivement 4 = «a, 8 = — a. 
En outre, lorsqu'on tient compte de petits termes correctifs, négligés 
dans un premier calcul, l'équation (84) ou (85) acquiert presque tou- 
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jours un second membre, que l’on peut, en procédant par approxima- 
ions successives comme dans d’autres cas (pp. 211, 227, 317*, etc.), 
supposer donné explicitement en fonction de X et Y da En défini- 
live, on aura, sous la forme la plus générale que nous considére- 
rons, 

du du du 


86 Loc ET 
a) A RTL ve 


— F(X, Ÿ). 


Cette équation se présentera également dans quelques questions de 
Géométrie et même de Mécanique où X désignera, non plus le temps, 
mais, comme Ÿ, une coordonnée. 

On peut lui appliquer directement le procédé de Monge. Mais il me 
semble préférable de la ramener à la forme (67) [p. 352], par la trans- 
formation d'Euler. Comme « et $ sont deux constantes, le premier 
membre de (86) équivaut à (73) [ p. 354*] et les équations (75), im- 


médiatement intégrables, donnent 


BY +ax, Mar Lx, 


d’où 


(87) 


et, par suite, 


dx a— 8 \d dY 
d — 1 d d 
el een En 
d d\/d d Nour 
(x 4%) (Rx -8%) qe ANR 
Donc l'équation (86), divisée finalement par — (4 — 8)?, devient 
GUAEER 1 T—Yy ay —Ê$x 
SE er cl ee tm 


Elle est alors de la forme extrêmement simple (69) [ p. 353*] et donne, 
d’après (70), avec deux fonctions arbitraires o(x), P(Y), 


(go) u=9(r)+D(y)— ere fa fr = 2 IE) de. 


Il ne reste plus qu'à y substituer à,x et à y leurs valeurs Y +4X et 
Y+BX, puis à déterminer les fonctions arbitraires ©, ® d’après des 
conditions données dans les divers cas. 
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436*. — Analogie de l'équation des cordes vibrantes et, en général, des 
équations linéaires aux dérivées partielles, avec les équations diffé- 
rentielles linéaires, au point de vue des principes de superposition et 
de proportionnalité : cas où il y a égalité des racines de l'équation 
caractéristique. 


L 


On voit, en faisant © — o et P — 0, que le dernier terme de (go) 
constitue à lui seul une solution particulière de l'équation linéaire 
proposée (86) ou (89); et, d’ailleurs, les deux termes précédents 
(x), (y) formeraient toute l'expression de w si l’on posait F— 0. 
Donc, conformément à une remarque déjà présentée à propos de l’équa- 
tion du premier ordre (27) [p. 337*]|, et dont la généralisation est 
évidente, la solution générale d’une équation linéaire ou d’un sys- 
tème linéaire d'équations, aux dérivées partielles, s'obtient en super- 
posant à l’une quelconque de leurssolutions particulières l'intégrale 
générale de la même équation ou du même système, modifiés par 
l'annulation des seconds membres. 

Réduisant ainsi l'équation (86) à (85), substituons en même temps 
à æ et à y leurs valeurs (87), dans l'expression &(x) + (y) de u. 
Nous aurons, comme intégrale générale de (85), 


(91) u=g@(Y+axX)+p(Y+6X). 


Comme on peut poser, séparément, soit ® — 0, soit e — 0, chacun des 
termes ©, ® vérifie à lui seul l’équation (85). Ces termes sont, en effet, 
de la forme f(Y + rX), r désignant l’une ou l’autre des deux racines 
2, 8 de l'équation 

(92) r2—(a+$)r + af =0o. 


Or, vu la nature binôme de la variable Y + r X tant de cette fonction 
f que de ses dérivées f”, f”,..., on a identiquement, si u = f(Y + rX), 


du du æu du du 


! ! 11 (2 2 FU 
GITE. Sri RE ET) À nn 
dY J dx ÿ daY? ; dY dx : dx? J, 
en sorte que, divisée par f”, l’équation (85) devient (92) et se trouve 
bien vérifiée. 

Donc la solution générale de l'équation aux dérivées partielles (85), 
sans second membre et à coefficients constants, se compose, comme 
celle de l'équation simplement différentielle analogue 
du 


(95) AXE 


d 
— (a+) 5% +aBU=0o, 


de deux solutions réelles, en quelque sorte simples; mais celles-ci, au 
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lieu d’être proportionnelles à deux exponentielles de la forme e'*, où 
r désigne les racines de l'équation caractéristique (92), sont deux 
fonctions arbitraires de la forme f(Y +rX). 

On peut regarder comme évident le fait de la formation d’une solu- 
ion de l'équation aux dérivées partielles (85), ou même de tout système 
d'équations linéaires aux dérivées partielles et sans seconds membres, 
par simple addition de plusieurs solutions particulières quelconques 
de ces équations ou de ces systèmes, comme par introduction de fac- 
teurs arbitraires constants dans les solutions particulières; car la 
démonstration des principes de superposition et de proportionnalité 
des intégrales, donnée plus haut (pp. 202 et 206) pour les équations 
différentielles, s'étend d'elle-même aux équations aux dérivées par- 
tielles. Mais on ne peut pas généraliser au même degré l’analogie des 
deux sortes d'équations, quand leurs coefficients sont constants, au 
point de vue de la décomposition de la solution générale en autant de 
solutions simples que l’ordre de l'équation contient d'unités. Il suffirait, 
en effet, que les racines «, 6 de l'équation (92) devinssent imaginaires, 
pour que les deux solutions correspondantes, 6(Y +aX),B(Y+6X), 
n’eussent plus un sens net tant qu'on laisserait aux fonctions arbi- 
traires ©, ® toute leur généralité, et surtout pour que leur somme, que 
l’on peut supposer réelle, ne fût plus réductible à une forme réelle 
Jinte ; alors que, au contraire, les solutions conjuguées correspondantes 
ce’, CefX de l'équation différentielle (93) s’associeraient, comme on 
sait, en une solution double réelle de forme parfaitement finie, grâce 
à l'introduction d’un facteur trigonométrique. 

Mais la formation de nouvelles intégrales simples d’une équation 
différentielle linéaire pour tenir lieu de celles qui cessent d’être dis- 
ünctes, en cas de racines égales 7 de l'équation caractéristique, ne 
dépend, comme on a vu (p. 274"), que des seuls principes de superpo- 
sition et de proportionnalité. Donc elle s’étendra sans difficulté aux 
équations aux dérivées partielles; et, par exemple, dans le cas de 
deux racines r égales, elle donnera, à côté de la solution déjà connue, 
telle que f (Y + r X), une solution nouvelle de la forme 


df(Y + rX) 


dr 


= X/CYErX), 


! z k l Ha : 
ou XP(Y+7X), produit par SE de la différence de deux solutions 


analogues infiniment voisines f[Y + (r+dr)X]etf(Y+7rX).Si donc 
on fait, dans (85), 8 — +, l'intégrale générale deviendra 


(9{) (pour B = «) u=G(Y+aX)+XP(Y+axX). 
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On vérifie aisément que le dernier terme, pris à part, satisfait bien à 
| ? P P >] 
(85), quand 8 — «. 


437*. — De la détermination des fonctions arbitraires : applications aux 
ondes propagées dans un sens unique, et lois de deuxième approxima- 
tion de ces ondes. 


Avant de généraliser dans une certaine mesure l’analogie des deux 
sortes d'équations linéaires sans seconds membres et à coefficients 
constants, les unes, différentielles, les autres, aux dérivées partielles, 
en ce qui concerne la réduction de leurs intégrales générales à des 
nombres finis de solutions simples, donnons un aperçu de la manière 
dont se détermineront les fonctions arbitraires +, +, et de quelques 
propriétés importantes qui s’ensuivent. 

Cette détermination de #, , capitale pour la théorie de la propaga- 
tion des petits mouvements, s’opérera de bien des manières diverses, 
suivant la nature des problèmes et suivant l'étendue des milieux dans 
les deux sens de transmission qui sont ceux des Y tant négatifs que 
positifs. Bornons-nous ici au cas le plus simple, savoir, celui où le mi- 
lieu comprend tout l’espace depuis Ÿ — — jusqu'a Ÿ = et où, 
pour la valeur initiale X — o du temps, qui est la variable principale, 


du 
on donne partout l’état pl léfini par « pa es deux 
partout l’état physique, défini par & et par TK: 1 


quantités seront donc, à l'instant X — 0, deux fonctions connues de 
labscisse Y, fonctions que j'appellerai respectivement (x —$6)f(Y) 
et (a— B)fi(Y). 

L'expression générale (91) de & ayant, pour dérivée en +, la somme 
22'(Y+aX)+BD'(Y +BX), faisons, dans celle-ci, X —0o, ainsi 
que dans (91), et il viendra 


PUY) + BOY) = (a— B)FCY), 


(95) 7 ! r 
( 29 (Y) + BD) = (a — 3)f(. 


La seconde, multipliée par dY, peut être intégrée terme à terme, 
de Y—oàùY— Y,en observant, par exemple, qu’il est permis, sans 
modifier lexpression (91) de w, d'ajouter implicitement à ®, pourvu 
qu'on la retranche de +, une constante quelconque c, de manière à an- 
nuler, si l’on veut, l'expression 4«w(0)+B%(o), ainsi susceptible 
d’éprouver la variation arbitraire (4 — B)c. Prenant de la sorte, au 
lieu de la seconde (95), l'équation 


» 


Y Y 
(96) ag(Y)+BB(Y)=(a—8) f SODAY = (a— 8) [ fiCnan, 
0 0 
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il suffira de la joindre à la première (95), pour qu'il en résulte aisé- 


ment les valeurs suivantes des deux fonctions arbitraires w, d cher- 
chées, 


% 
2) = BC) + [7 fiCn)dn, 
(97) Ne L 
BY)= af) | find 
20) 


\ 


et l’expression (91) de w deviendra enfin, sous une forme entièrement 
déterminée, 

MEix 
(98) ua f(Y+EX) BY LaX) + fitn)dn. 

Y+px 

Mais il est préférable, une fois w et æ connus, de laisser à w sa forme 
simple (91). Nous en tenant donc à celle-ci, et observant qu'elle 
représente la superposition de deux phénomènes dans chacun desquels 
On aurait soit 9 — 0, soit bd — 0, cherchons ce qu’exprimeront à part 
les deux solutions partielles correspondantes u = æ(Y+8X), 
u—9(Y+axX). 

Dans la première, où la seule variable de w et de toutes ses dérivées 
est Y +$X, les mêmes circonstances se produisent perpétuellement 
autour d’un observateur se déplaçant vers les Y positifs avec la vitesse 
—$, ou dont labscisse Y croît avec le temps X de manière que la 
somme Y+BX se maintienne constante. Le phénomène représenté 
par cette solution en quelque sorte simple est donc la propagation 
uniforme et intégrale d’une certaine onde vers les YŸ positifs, avec 
la célérité ( ou vitesse de transport apparent) — 8, d'ordinaire posi- 
tive. De même, la deuxième solution particulière, u = ®(Y +aX), ex- 
prime la propagation uniforme et intégrale d’une autre onde vers 
les Y négatifs, avec la célérité «, ordinairement positive aussi. C’est 
donc la superposition de deux ondes courantes, c'est-à-dire de deux 
modes de mouvement aptes à se transmettre, mais avec des vitesses 
— $, — : différentes suivant le sens des abscisses positives, qui con- 
stitue le phénomène général régi par l’équation proposée (85). 

Quand, à l’époque initiale X — 0, l’état naturel de repos, caracté- 


Lg : du ; 
risé par des déplacements & nuls et par des vitesses == nulles aussi 
dx É 


existait dans tout l’espace situé d’un même côté de l’origine Y — 0, du 
côté, par exemple, des Y positifs, l'onde qui se propage de ce côté, ou 
qu’anime la célérité — $, se trouve, à l'époque positive quelconque X, 
dégagée de l’autre onde, sur toute la distance (4 — 8)X comprise entre 
les deux abscisses Y ——6X et Y ——2xX. 
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En effet, jet /, s’annulant pour les valeurs positives de leur variable, 
il en est de même, d’après (97), des fonctions & et æ; en sorte que, 
si l’on considère les deux termes P(Y +BX) et &(Y + aX), le pre- 
mier est nul pour Y=>—$X, et, le second, nul pour ŸY=>—«X, le re- 
pos existant ainsi en tous les endroits où Y dépasse — BX, et les deux 
ondes ne coexistant qu'à ceux où Ÿ est inférieur à — «X, pour laisser 
à l'onde u — P(Y + BX) seule, l’espace, indéfiniment grandissant 
avec X, compris entre ces deux limites. 

Il suit de là que, lorsque X a crû suffisamment, la fonction w et 
toutes ses dérivées dépendent de la variable unique Y + 6X, tant en 
avant de l’onde, où s’évanouissent ces quantités jusqu'à Ÿ —, qu’en 
arrière de la téte de l'onde, tête définie en position par la valeur de Y 
la plus forte n’annulant pas w, et jusqu’à une distance de cette têté 
aussi grande, en quelque sorte, qu’on le veut, vers les Y négatifs. 

Cette considération permet de simplifier, dans l'équation aux déri- 
vées partielles du phénomène, l'expression des petits termes négligés 
à une première approximation, mais dont il importe quelquefois 
d'évaluer linfluence, principalement quand on traite des longues ondes, 
de hauteur sensible, appelées remous, intumescences, ondes soli- 
laires, etc., propagées le long des canaux et des cours d’eau. Alors 
les petits termes dont il s’agit accroissent l'équation (85) d’un second 
dK 
dY ) 
taine fonction de «w et de ses dérivées en Y, abstraction faite de par- 
tes insignifiantes le plus souvent ou du moins dans les cas les plus 
intéressants. 


membre aisément réductible à la forme où K désigne une cer- 


Or, comme ce second membre est négligeable à la première approxi- 
mation, il peut, même à la seconde, ou sauf erreur très faible par 
rapport à lui-même, se calculer au moyen des précédents résultats 
approchés; ce qui le rend une simple fonction de Y + 6X ou de y, à 
la différence des termes, bien moins petits, du premier membre, dont 
le mode de variation devient désormais plus complexe. Et l’on voit dès 


ct ; : + dK 
lors que, la dérivée de Y + 8X en Y étant 1, le second membre + 


Fr 


; dK 
égale 
dy 


changera donc la nouvelle équation aux dérivées partielles du problème 
en celle-ci, 


+ La transformation qu’indiquent les formules (87) et (88) 


, SL ALL d us AT un 
(99) (a—$) dxdy — dy [e-T+k]=0 
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dont l'intégrale intermédiaire est évidemment 


, du j SE 
(100) (xa—8} PEU K = une fonct. arbitraire 4 de x, 


, 


c'est-à-dire, en revenant aux variables X, Y et divisant para — 8, 


oi du 8 du £ Kor DONS a X) 
AN AYOTAEZ UE 0 Mae 


D'ailleurs, à l’instant initial où X s’annule, w, ses dérivées et K 
s’annulent aussi, par hypothèse, dans tout l’espace. Y > 0; ce quirend 
la fonction 4 essentiellement nulle pour les valeurs positives de sa va- 
riable Y + 4X, les seules qu’il s'agisse de considérer. Donc l'équation 
aux dérivées partielles régissant la forme et le transport apparent de 
l'onde, du premier ordre seulement, par rapport à la variable prinei- 
pale X, sera 


du AN CL K 
(| 


UE Ra Gt 


(102) 


Le troisième terme, où K recevra son expression donnée en fonction 
de w et des dérivées de w en Ÿ, empêche presque toujours.la propaga- 
tion d’être uniforme et intégrale : autrement dit, l’onde éprouve de 
lentes mais continuelles déformations,sauf dans des cas très particuliers 
où, même, sa célérité n’est plus tout à fait — 6. Mais l'étude de ces 
particularités, dont les lois varieront avec la forme de K, doit être 
laissée à la Mécanique et à la Physique. 

Observons seulement que l'équation (102) subsisterait quand même 
le second membre de la proposée, complété maintenant par les termes 
négligés ci-dessus, ou évalué pour d’autres problèmes que celui des 


at ES AOL DER ; : ARE 
ondes liquides dont il était question, ne prendrait la forme Ty du'en 
(4 


\ 


+] dy, 


du 
Herve 
initialement nulle pour Ÿ > 0, et où F désignerait une fonction donnée 
tant de w que de ses dérivées partielles d'ordres quelconques, toujours 
réductibles à des dérivées en Ÿ seul par suite de l’expression appro- 
chée P(Y +BX) de w. En effet, cette intégrale définie serait à fort 


Le) 
y appelant K une certaine intégrale définie [il F ( 
v 


peu près de la forme f f(Y+BX)dY ou, par un changement de la 
Y 


Le) + 
variable d'intégration, f(n)dn, et dépendrait encore, à une pre- 
Y+ fx 
 mière approximation, de la variable unique Y + BX. 
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438*. — Extension, à certaines équations et à certains systèmes aux dé- 
rivées partielles, des méthodes de décomposition des intégrales en so- 
lutions simples, et d'élimination, fondées sur l'emploi des facteurs 


ME LEA À ; PE : 
symboliques _ ; 2 »---, et qui sont générales dans le cas d'équations 


différentielles linéaires sans seconds membres, à coefficients constants, 
amenées à leur forme normale. 


On a remarqué l’analogie de l'équation aux dérivées partielles (85) 
avec l'équation différentielle (93), au point de vue de la décomposi- 
ion de leur solution générale en solutions simples ayant respective- 
ment les deux formes f(Y +7rX) et ce”*, où 7 désigne les diverses 
racines d’une même équation caractéristique (92). Insistons mainte- 
nant sur cette analogie, pour essayer de la généraliser. 

Et, d’abord, elle a sa raison d’être dans la décomposition évidente 
du premier membre de l'équation (85) en 


( d 2 d pe d 
ax A) ax DU ) pt” 


entièrement analogue à celle que comporte (p. 272*) le premier 
membre de l'équation différentielle, et où (x, 8 étant constants) cha- 
que facteur symbolique binôme peut, à tour de rôle, s’écrire après 
les autres. Donc, de même que l'équation différentielle admettait 
toutes les solutions ce’* des équations du premier ordre comprises 


d j Ex. : 1 AT 
dans le type [5 —7)u—0, de même aussi l'équation aux dérivées 
j : : : du du 
partielles cumule celles des équations du premier ordre == — r === 0, 

dx dY 
dont l'intégrale est bien f (Y + r X), comme on a vu par le premier 
exemple traité au n° #28* (p. 336*). 

Appliquons le même raisonnement à toute équation linéaire du 
nième ordre, à deux variables indépendantes +, y, qui ait ses coeffi- 
cients constants et soit homogène quant à l’ordre des dérivées, 
c'est-à-dire de la forme symbolique 


4 da dn dr e di dn 
(103) (PE + À re de + B dan dy +... +E dr dy +F G) ue 0. 


RES 7 d pt 2 s 
Si l’on y traite —— et — comme des quantités dont 7 désignerait le 
dæ dy “ 


rapport, l’expression entre parenthèses pourra toujours se décomposer 
en facteurs homogènes du premier ou du second degré : car, divisée 


nn 


par a , elle deviendra le polynôme r+ Arr-1+.,,+Er+Fetsera 
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le produit 
(r—a)(r—b)...[(r—a)} + f?]..., 


a,b,...,2 8 —1,... désignant les racines de l'équation caracté- 
rislique 
(104) HA rR 1 L Byrne. + Er+LF—=o: 


Fra » que la relation(103), 


considérée encore comme purement algébrique, sera identiquement 


d (AR AT AR à 2 0) d d\? d? 
E ns dl ess rh 4 ace ET UE” —— — f} — —- A2 CRC] PP L. 
(105) (Æ £' 3) (2 b 2 CE & Fe F ra | GEAR 


résultat d’où l’on déduira, en multipliant par 


Or, les expressions entre parenthèses se combinant exactement, quand 
elles sont symboliques ou expriment des dérivées, comme quand elles 
sont algébriques, l'équation aux dérivées partielles (103) aura pris 
elle-même la forme (105 ), qui montre qu'elle cumulera les solutions 
des équations 


jee AREA, © 
dx LUN £ dx une F 
(106) : 
| ({ d \? | UT 
dr dy u + 6 ad? — ; 


S1 donc toutes les racines 7 de l'équation caractéristique (104) sont 
réelles et inégales, on aura l'intégrale générale de (103), qui doit con- 
tenir x fonctions arbitraires, en superposant » solutions de la forme 
f(y+raæx), savoir celles des »z équations du premier ordre obtenues 
du du 3 ; LE PSE 
TANT U 2 — 0, .... Et l’on formera non moins aisément cette inté- 
grale générale, d’après la réflexion de la fin du n° 436* (p. 361*), si 
certaines des z racines 7 deviennent égales. 

Mais il n’en est plus de même quand l'équation en r admet des ra- 
cines imaginaires, c’est-à-dire quand quelques-unes des équations (106) 
sont de la forme 
du du. du 


= 0 1 devient = — —=0 
dat AD ANT Per 


7 2 GA u + f? 
(107) (Z En dy dy? 
en posant 


PO) = X Netn fax Mot IX exe et Y=gQ+as). 


Alors, en effet, on ne connaît à cette équation d’autres solutions 


368* ÉQUATIONS AUX DÉR. PART., QUI SE RÉDUISENT A D'AUTRES MOINS ÉLEVÉES. 
sous forme finie, avec fonctions arbitraires, que celles de 


(109) (x cr Ve t #) = 0: c’est-à-dire u = f(YEX FRET Là 
dont deux, associées, sont irréductibles à une forme finie réelle 
(p. 361*), à moins de perdre leur généralité et de devenir, par exemple, 
ou deux polynômes conjugués, ou deux exponentielles, etc. 

Si l'équation aux dérivées partielles proposée, encore linéaire à 
coefficients constants, et sans second membre, contenait des dérivées 
qui ne fussent pas toutes du même ordre, comme, par exemple, un 
terme proportionnel à la fonction inconnue w, ou si, même possédant 
l’'homogénéité par rapport à l’ordre des dérivées, elle était à plus de 
deux variables indépendantes, la décomposition de son premier 
membre en facteurs symboliques du premier ou du second degré ne 
serait généralement plus possible. Mais, exceptionnellement, une 
telle décomposition pourrait se produire, vu que des expressions de 


C d d y 
la forme -- — « ... — 0 -C, ..., multipliées symbolique- 
dx dy dz A 


ment entre elles et suivies de w, donnent bien un développement dans 


le genre des premiers membres dont il s’agit : et il est clair qu’alors 
l’intégration générale de l'équation proposée se ramènera à celles des 
équations, d'ordres moindres, obtenues en égalant à zéro chacun des 
facteurs symboliques, suivi de «. 

Par exemple, l'équation du second ordre 


or du d Se FAIT DAC 
dar? (44 dy T +e) WHO 


se réduit immédiatement aux deux, du premier ordre, 


du du du 
— Tab —Ecu—=o 

A A CET ; 

pour lesquelles le procédé ordinaire (n° #26*, p. 333*) donne, en pre- 
naAnivieeD, 


LEFT EPP EE DE ou U = ettp(y EE GR, te E D 


L'intégrale générale de (110) sera donc, avec deux fonctions arbi- 
traires w, , 


0 


(111) U = efp(y +axr, s+bx)+e-xb(y— ax, 3 — br). 


Enfin, vu toujours la manière analogue dont se combinent des fac- 
teurs algébriques et des facteurs symboliques à coefficients constants, 
Sn s A É à ’ Lt \ LA La 
rien n empêchera, dans l'étude d’un système, à » fonctions inconnues 
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u, Ÿ, ..., d'équations aux dérivées partielles, dont 7 — 1, linéaires, 
auront d’ailleurs leurs coefficients constants et pas de termes indépen- 
dants des fonctions inconnues ou de leurs dérivées, d'essayer la mé- 
thode d'élimination exposée au n° #07" (p. 277*) pour de tels sys- 
tèmes d'équations, mais simplement différentielles. On assimilera les 
ñn — 1 relations dont il s’agit à des équations du premier degré sans 
seconds membres, où des polynômes symboliques en es on .…. 
dr dy 
seraient les coefficients, et w, #, ... les inconnues. 

Alors on opérera comme si l’on voulait avoir les rapports mutuels 
de ces dernières; et l’on en déduira, si © désigne le quotient fictif de 
chacune d’elles par le déterminant partiel obtenu pour la représenter 
proportionnellement, des expressions de w, #,#,... contenant linéai- 
rement une seule fonction inconnue auxiliaire ® ou ses dérivées, fonc- 
tion laissée tout à fait arbitraire par les 2 — 1 équations employées. 
En effet, celles-ci, identiquement satisfaites, au moyen des expressions 
trouvées, tant que Le ) + -.. y ont un sens algébrique, continuent 

dx ; 


dy 
évidemment à l'être quand ces fractions reprennent leur sens infinité- 


simal. On aura donc, en fonction d’une variable auxiliaire e, des va- 
leurs de w, 6,4, ... non pas toujours obligatoires (!), mais, du moins, 
compatibles avec ces n —1 relations; et en les substituant dans la 
nième équation du système, qui peut être quelconque et même non 
linéaire, il viendra, en +, l'équation aux dérivées partielles (d’un ordre 
généralement assez élevé pour comporter une intégrale impliquant le 
nombre voulu de fonctions arbitraires) à laquelle il suffira que v sa- 
tisfasse pour rendre les valeurs de w, , , ... solutions tout au moins 
particulières du système proposé. 


(*) Car les raisonnements de la page 279*, complétés au n° 412*, qui rendent 
les expressions ainsi formées des fonctions inconnues, necessaires dans le cas des 
équations différentielles (13) de la page 276*, sont propres à ce cas; et, encore, les 
formules générales (38), (40) [pp. 293* et 294*] des fonctions dont il s'agit, sup- 
posent-elles qu’on y emploie simultanément les n systèmes d'expressions de ces 
fonctions au moyen de w, obtenus en abstrayant successivement de l’ensemble 
des 7 équations proposées (13) chacune d'elles, systèmes dont l’équivalence cesse 
d’être parfaite lorsque, pour une solution simple, l'hypothèse de valeurs finies de 
# ou de la constante arbitraire annule identiquement, dans l’un d’eux, toutes les 
fonctions inconnues, réduisant ainsi leurs rapports mutuels à la forme indéterminée 


0 L 
set obligeant de recourir, pour cette solution simple, à un autre système, plus 


explicite. 
B. — II. Partie complémentaire. 2! 
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Soit, par exemple, le système très simple, du premier ‘ordre, 


es du do AU Ce 
112 nl re ler sad 1 0) er er V0, 
dy 4% Ù dr NE 
La première de ces relations, assimilée à une équation algébrique dont 
d d Ç : : . re 
nèt— seraient les coefficients, exprime la proportionnalité de w 
4V T 
Te 10 LA 
et 6 à — et à ——; d'où,en appelant & la valeur commune des deux rap- 
dx dy : 
eu do do 0 
ports, on déduira uw — LV — FA comme le montrerait directe- 
T [42 


ment cette remarque, que la première (112) exprime la condition 
d’intégrabilhité de udx + 6 dy, ou signifie que w, # sont les deux déri- 
vées partielles en æet y d’une même fonction ©, savoir f(udx+vdy). 
Substituant donc ces valeurs de w, dans la MERS si 12), 1l viendra, 

Ÿ + ce 
PRE dy 
tégrable ou non sous forme finie suivant qu'on y prend le second terme 


pour déterminer +, l'équation de deuxième ordre — O, in- 


avec son signe inférieur ou son signe supérieur. 
Un exemple propre à montrer comment la méthode ne donne quel- 
quefois que des intégrales particulières s'obtient en joignant à la pre- 
AE dA; (72 dAs p 
mière (112) l'équation du troisième ordre —— —— 
77 dy 
diffère de l’une des secondes (112) par l’introduction, dans tout son 
premier membre, du facteur symbolique A,, synonyme, ici, de 
d? d? 


= 00h 


RE TE D 7 à) 
dx? dy? 
: ; do 
La première (112) donnant identiquement, comme on a vu, u — Pa ) 
Æ 
Ve A PES À : y : PE 
pe T2 il s'ensuit, pour &, l'équation 4,4,0 — 0, du quatrième ordre, 
LC 


et dont l'intégrale possède toute la généralité requise. Or, si nous 
choisissons, à l’inverse, pour effectuer l'élimination de &, #, la seconde 


L : a ASUS al | POLE 
équation, 7 U + r e — 0, d'où résultent, en appelant ici 4 la fonc- 
Uon auxiliaire, les valeurs 
dAst dA3% 
(113) Heure tm, 

dy dx 


il n'en sera plus de même, quoique ces valeurs de w, », portées dans 
la première (112), conduisent à l'équation 4,4,% — o, pareille à la 
précédente en +, et admettant dans son intégrale un nombre suffisant 
de fonctions arbitraires. En effet, deux de ces fonctions seront main- 
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tenant sans utilité, dans & et p, à cause du facteur symbolique com- 
mun À,, affectant leurs expressions et passé avec elles dans l'équation 
résultante A,4,% — 0; car il suit de cette présence de A, partout que 
ce n’est pas précisément de Ÿ, mais bien de A,Ÿ, que w, + dépendent. 
Posons donc A,4 — ®, et les valeurs (113), jointes à A, 4,4 — 0, seront 
en réalité 

Fe = dh rage 
(114) U—= —— ; Rare avec A2®P = 0, 
solution qui, comportant seulement deux fonctions arbitraires, n’est 
évidemment pas générale : elle ne le deviendrait que si la seconde rela- 
tion proposée cessait d’être du troisième ordre pour se réduire à 
du do 
dm dj — 

On voit par là comment, lorsque les expressions obtenues de w, v, 
w, ... en fonction de # contiendront des facteurs symboliques com- 
muns, tels que A,, etc., le mode d'élimination indiqué fournira seule- 
ment des intégrales particulières. Celles-ci, que l’on aura d’ailleurs 
sans altération en supprimant les facteurs symboliques communs, ainsi 
que l’a montré notre exemple, n’en seront pas moins précieuses, quand 
elles répondront au but spécial poursuivi ; sans compter que l’on pourra 
parfois former, par leur moyen, les intégrales générales, en en super- 
posant, par exemple, plusieurs, dans lesquelles les rôles analogues 
seront remplis successivement par toutes les variables x, y, 4, ... qui 
figureraient de la même manière dans l’ensemble des équations. 

Ainsi s’obtiendront, notamment, les expressions des petits déplace- 
ments intérieurs w, 9, # dans un solide élastique, isotrope et homo- 
gène, supportant en chaque point, par unité de volume, une force 
extérieure donnée, parallèle à un axe, celui des z par exemple, Si l’on 
appelle Z une fonction de +, y, 3 exprimant (à un coefficient constant 
près) cette force, £ un nombre spécifique constant, et A, le symbole 
d? d2 d? 
der dy? RTE 


les équations de l'équilibre seront 
Ï 


ae d FRS DL NUE 
DE nr NE de oo 


2 d? man 2 ; d? ee 
(115) Pope u + | Æ As DE + RANCE 


Bi u + ee fe 
dx dz dy dz ( 


Les deux premières, résolues à la manière d'équations algébriques li- 
néaires en w, #,#, donnentidentiquement (après réductions évidentes 
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et suppression du facteur commun ÆA,) uw, w,  proportionnels à 


2 2 2 ra 
d Pr: (k+1)A — LES Il vient donc 


— drdz  dya dz? 
2 d?o re d'9 ” ; L d?? 
GER EE Tps" OR SUCRES 


valeurs de w, 6, # qui, portées dans la troisième (115), conduisent, 
pour déterminer la fonction auxiliaire +, à l'équation du quatrième 
ordre 


(re) K(k+1)Ao=—2Z. 


Et la superposition de trois solutions analogues à (116), mais où x, 
y, 3 échangeraient leurs rôles, ainsi que w, #, w, et dans deux des- 
quelles figureraient au second membre de (117), à la place de Z, des 
forces extérieures X, Y dirigées suivant les x et les y, fournira, du 
moins pour un milieu élastique indéfini, la solution générale du pro- 
blème de son équilibre intérieur sous l’action de forces extérieures 
quelconques s’exerçant sur sa masse, 

Soit enfin, comme dernier exemple, à considérer les vitesses succes- 
sives, w, , 4 suivant les axes, produites dans un liquide aux divers 
points (+, y, =), par une sphère solide immergée qui s’y déplace paral- 
lèlement aux 3 d'une manière assez lente, mais d’ailleurs quelconque. 
On n'a besoin alors, pour exprimer w, #, w en fonction de +, que des 
équations les plus simples du problème, qui sont 


du do du do do 


Gare et dx * dy ds °° 


(118) 


la seconde est la condition bien connue de conservation des volumes 
fluides, tandis que la première résulte d’une symétrie évidente du 
mouvement, en vértu de laquelle la composante de vitesse + Vu? + v?, 
parallèle aux æ y, est partout dirigée dans le sens du rayon vecteur 


V(z — 2) + (y— 7), émanant d’un axe mené suivant les z par le 
centre mobile (æ,, Yo, 9) de la sphère, et, de plus, se trouve fonction 
de ce rayon vecteur, non de æ ni de y individuellement. 

De cette symétrie, il résulte, en effet, pour w, v, des expressions, 


(TX —{r0, Y — Yo) 


———" "" —, de la forme 
VE —xo) +(y — Jo) 


Eur 


Cu, p) = f(x — 20) + (y — yo)? 1(7 — To, Y — Yo) 


quant à la manière dont x, y y figurent; ce qui donne bien aux deux 
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dérivées de « en y et de 6 en x une valeur commune, savoir, 
! 2 2 
2 (tr) +=) Ir H)(r Hi). 
Or la première (118) conduit à prendre pour « et » les dérivées 
respectives en x et en y d’une même fonction Ÿ de +, y, 3; et, ces ex- 


; d? À 
pressions changeant la seconde (118) en (as — 7) Ÿ + RW Oo, 1l 
Z Œz 
: Er de d 
y a lieu de poser ensuite Ÿ = — Te W— (a — Ja) ©. On aura donc 
(119) LE v ge ti — N° D he 
U = — = — ————— @ = A50 — : 
Ÿ dx dz’ dy dz’ DO TTE 


valeurs que l’on portera dans les autres équations du problème, plus 
compliquées, où figurera, avec u, #, , la pression moyenne p du 
fluide en chaque point. 

Et l’on formera les expressions de w, F, 4 qui conviennent à une 
translation du corps sphérique encore assez lente, mais arbitrairement 
variable d’un instant à l’autre pour la direction comme pour la gran- 
deur, en superposant trois solutions de cette forme (119), dans deux 
desquelles + et w, y et # auront respectivement les rôles que jouent = 
et w dans (119). 


QUARANTE-QUATRIÈME LECON. 


PROCÉDÉS D’INTÉGRATION POUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PAR- 
TIELLES, SPÉCIAUX AUX PROBLÈMES DE PHYSIQUE MATHÉMATIQUE 
QUI CONCERNENT LES CORPS DE GRANDEUR FINIE : ÉTUDE D'ÉTATS 
VARIABLES EN FONCTION DU TEMPS. 


439*. — Idée générale des équations de la Physique mathématique. 


Les méthodes exposées dans les deux Leçons précédentes, et dont le 
but principal est l'intégration, sous forme finte, des équations aux dé- 
rivées partielles, ne sont que rarement suffisantes dans les problèmes 
de Physique mathématique, trop complexes pour admettre en général 
des solutions de cette forme. Alors il devient indispensable d'employer 
soit des développements en série, soit des intégrales définies, qui y 
réussissent assez souvent, les premiers, quand les corps dont il s’agit 
ont leurs dimensions finies, du moins suivant les sens où s’y déroulent 
les phénomènes, et, les secondes, quand ces dimensions sont, au con- 
traire, infinies. 

Occupons-nous d’abord exclusivement du premier cas. La nature 
des séries à y employer résulte de la forme même des équations qui 
régissent le phénomène dans l'hypothèse de la décomposition du corps 
ou du système matériel en un nombre limité, quoique très grand, de 
particules, ayant, chacune, son état physique exprimé par une ou par 
plusieurs fonctions du temps £. Nous savons, en effet (pp. 178 et 201), 
que le problème se trouve alors défini au moyen d’un système d’équa- 
tions simplement différentielles, devenant même linéaires, à coeffi- 
cients constants (p. 202), dans l'étude des changements assez modérés 
d'état aux environs de certaines manières d’être stables ou perma- 
nentes, et qu'il en résulte (pp. 203, 206, 289*) la réduction des inté- 
grales à des sommes de solutions simples de formes très déterminées; 
car le temps £, variable indépendante unique, n’entre, dans chacune, 
que par un facteur soit exponentiel, soit trigonométrique, soit mixte, 
où les coefficients de £ se trouvent les mêmes pour toutes les fonc- 
tions inconnues et, d'ordinaire, caractérisent la solution simple. 

Mais quelques explications, moins abrégées que celles de la fin du 
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n° 421% (p. 323*), sont nécessaires ici, pour comprendre comment de 
tels systèmes d'équations différentielles, avec le temps £ pour seule 
variable indépendante, font inévitablement place, dès qu'il s’agit d’un 
calcul effectif des phénomènes dans des corps de dimensions sensibles, 
à des équations aux dérivées partielles admettant en général quatre 
variables indépendantes, savoir, outre le temps #, trois coordonnées x, 
HSE 

Et d’abord, vu le nombre prodigieux des particules ou la difficulté 
de ne pas les confondre, on ne pourrait guère dégager, de tant d’équa- 
tions différentielles simultanées concernant leur état physique, autre 
chose que les quelques lois très générales dont il vient d’être ques- 
tion, si l’on ne commençait par définir d’une manière précise les par- 
ticules à considérer (que l’on assimile à des points), au moyen de 
leurs coordonnées x, y, 3 soit actuelles, soit relatives à un certain 
moment, c’est-à-dire plutôt à un état censé donné (réel ou ficuf) du 
corps; de manière à pouvoir regarder les quantités physiques d’une 
même espèce, par exemple les températures des diverses particules 
(æ, y, =), comme étant les différentes valeurs, à chaque époque #, 
d'une même fonction continue de æ, y, z. Donc une seule fonction du 
temps et des coordonnées tiendra lieu d’une infinité de fonctions du 
temps ; et quelques fonctions de #, æ, y, 3 suffiront pour exprimer la 
succession des états physiques de tout un corps ou ensemble de 
corps. 

De plus, en vertu d’une loi fondamentale presque évidente, toute 
particule est influencée principalement, souvent même d’une manière 
exclusive, par les particules contiguës; en sorte que la dérivée, par 
rapport au temps, de chaque quantité physique relative à un point 
déterminé (x, y, z) d’un corps, ne dépend le plus souvent que des 
états actuels produits en ce point et dans le voisinage. 

Or ces états physiques, considérés ainsi dans une étendue très pe- 
tite autour de (x, y, z), sont ordinairement caractérisés d’une manière 
complète par les valeurs, en (+, y, z), des fonctions qui les définissent 
et de leurs dérivées partielles relatives aux coordonnées ; car la série de 
Taylor donnerait ces mêmes fonctions dans tout le voisinage, c’est-à- 
dire pour toutes les particules ayant des coordonnées (ou actuelles ou 
primitives) très peu différentes de x, y, z, en séries procédant suivant 
les puissances des petits accroissements de ces coordonnées à partir de 
æ,y,3,et qui ne varieraient, d’un état physique à l’autre, qu'avec leurs 
coefficients, c’est-à-dire avec les valeurs, en (+, y, 3), des fonctions 
développées et de leurs dérivées successives par rapport à æ, y, 3. En 
conséquence, la dérivée, relative à #, des diverses quantités physiques 
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ne dépendra que des valeurs actuelles de ces quantités et de leurs dé- 
rivées en æ, y, 3, ainsi que de la nature des corps étudiés. C’est bien 
dire que les équations du phénomène seront aux dérivées partielles, 
avec quatre variables indépendantes, savoir : 1° le temps 4, auquel 
correspondront ses phases successives, et qui, dans le cas d’un état 
initial donné, sera la variable principale (p. 323*); 2° les coordon- 
nées æ, y, z, caractéristiques des diverses régions servant, en quelque 
sorte, de théâtre aux faits étudiés. 

Les phénomènes de pesanteur sont presque les seuls où la matière 
située à des distances perceptibles de celle que l’on considère influe 
d'une manière immédiate sur le mouvement de celle-c1; ce qu’elle fait 
en modifiant la dérivée, par rapport au temps, de sa vitesse suivant le 
sens de la verticale. Mais cette dérivée ne se trouve ainsi changée que 
d’une quantité à fort peu près ou constante, ou fonction donnée du 
temps, en chaque point (x, y,z), et les équations de mouvement n’en 
sont, par suite, augmentées que d’un terme de valeur connue. Ainsi 
les conclusions précédentes s'appliquent même à de tels phénomènes. 

Quand il ne s’agit que de petits changements d'état, les équations 
aux dérivées partielles deviennent linéaires par rapport aux fonctions 
inconnues et à leurs dérivées partielles, pour la même raison, exposée 
plus haut (p. 201), que dans le cas où l’on préférait avoir, à la place, 
des équations différentielles simultanées; et leurs coefficients, déjà 
indépendants du temps (p. 202), le sont même des coordonnées sil 
est question d’une matière homogène, ou si, en d’autres termes, une 
même distribution actuelle d'états physiques, dans une petite étendue 
autour d’un point, entraîne, en ce point, quel qu'il soit à l’intérieur 
du corps, les mêmes changements instantanés élémentaires. 

Alors les particules de la surface, ou appartenant à ce qu’on appelle 
la couche super ficielle du corps, se trouvent seules (à cause des dis- 
continuités ou des très rapides et exceptionnelles variations de nature 
et d'état qui s’y produisent) régies par des équations spéciales, dites 
conditions aux limites ourelations définies, quiexpriment leurs doubles 
rapports avec l'extérieur et avec le dedans. Et l’on appelle, par contre, 
équalions indéfinies, celles qui, s'appliquant aux particules inté- 
rieures, conviennent pour toutes les valeurs de x, y, 3, vu la conti- 
nuité admise de l’état physique du corps : la manière même dont on 
forme ces équations en Mécanique ou en Physique mathématique, par 
la mise en compte des influences s'exerçant simultanément à travers 
les faces opposées d’une particule, y introduit des dérivées en x, PAS 
d’un ordre plus élevé, d’une unité, que celles qui entrent générale- 
ment dans les conditions spéciales à la surface. ; 
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440*. — Sur leur réduction à des systèmes d'une infinité d'équations dif- 
férentielles, formées pour un réseau de points régulièrement alignés en 
files parallèles aux axes. 


Pour nous faire simplement une idée de la signification d'un tel 
ensemble de relations, les unes indéfinies, les autres, définies, et dela 
manière dont elles peuvent déterminer les problèmes, essayons de les 
ramener à des équations différentielles simultanées, non pas précisé- 
ment aux équations d’où nous sommes partis et qui enchaïnaient les 
états successifs de l’inextricable amas de particules composant le 
corps, mais à d’autres bien plus simples, régissant, dans ce corps de- 
venu en quelque sorte continu, l’état physique de points choisis régu- 
lièrement espacés les uns des autres, et d’ailleurs extrêmement voisins, 
entre lesquels la loi de continuité permettra d’interpoler l’état de tout 
le milieu. 

Nous supposerons donc ces points, dans leur état ou initial, ou ac- 
tuel, rangés par files parallèles aux axes, et présentant de l’un à l’autre, 
suivant les +, les yet les z, trois espacements uniformes très petits Xe, 
k, l' (que nous ferons tendre finalement vers zéro); de sorte que les 
coordonnées ou initiales, ou actuelles, de l’un quelconque d’entre eux 
élant x, y, 3,.celles des plus voisins soient æ ou x + h, youy x, 
z ou 3 /. Si, pour plus de simplicité, nous admettons qu'il s'agisse d’un 
état physique exprimé au moyen d’uneseule fonction de point, w,et que 


ACER 7 du 
celle-ci soit régie par une équation aux dérivées partielles donnant ) 


lu 


[4 . , . . pire , 
OÙ er? linéairement en fonction de w et de ses dérivées tant pre- 
(4 À As : 


mières que secondes relatives à +, y, 3, le but proposé sera d'exprimer 
du du : ; É ; : 

Te QU » Pour chaque point (x, y, =) du réseau à trois dimensions 
considéré, au moyen des valeurs actuelles de w en (x, y, 3) et aux 
points du réseau voisins (æt+h,y,s), (x, y + k,z),(x,y,2 +), etc. 
Or on y parviendra simplement, avec des erreurs relatives de l’ordre 
de k?, k?, E, hk, ... seulement, en remplaçant dans l'équation aux 
dérivées partielles proposée, spécifiée pour un point quelconque 
(x, y, z) du réseau, les dérivées de w en +, y, 3 par leurs expressions 
très approchées, rapports de différences finies relatives à Ax—, 
DE F5 Sur Aya RE EE SN dans les nu- 
mérateurs desquels on aura soin d'introduire autant de valeurs de la 
fonction prises au delà de celle qui correspond à (x, y, 4), que de 
valeurs prises en deçà, conformément aux indications du n° 96 (t. 1, 
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p. 132*). Par exemple, w_;, u, u, désignant les trois valeurs de la 
fonction en (æ —/h, 7,2), (x, y, s) et (x +h, y, 3), on aura très 


79 


sensiblement 


du Ui=— Us, du WU —2U+U-, 
Il Dee me Te er à D ee u 
| dx 2 à dx? le? 


2 


Il est clair qu’en opérant de la sorte pour tous les points éntérieurs 
du réseau, c’est-à-dire pour tous les points (+, y, =) en ayant d’autres 
autour d’eux, on formeraune équation propre à définir, pour ces points, 

l du 
mr ou pere 
en fonction linéaire de la valeur correspondante de w et des valeurs de 


avec une erreur relative aussi faible qu'on le voudra, 


u aux points du réseau environnants; d’où résultera, en tout, un sys- 
tème d'équations différentielles linéaires avec £ pour variable indépen- 
dante unique, mais avec un nombre de fonctions inconnues égal au 
nombre total de points du réseau, alors que celui des équations sera 
le nombre des points intérieurs seuls. 

Voilà justement pourquoi une condition spéciale à la surface limite, 
c'est-à-dire une équation pour chaque point superficiel, devra s’ad- 
joindre à l'équation indéfinie, si l’on veut que la suite des valeurs de w, 
à partir d’un état initial donné concernant, par exemple, l’époque 
t— 0, se trouve déterminée dans toute l'étendue du réseau, c’est-à- 
dire du corps. D’ordinaire, cette condition spéciale sera une relation 
entre £, æ, y, s,u et, de plus, les dérivées premières de w, qui devien- 
dront simplement ici, à fort peu près, les rapports à Æ X, Æ K ou Æ /, 
de la différence existant entre w au point superficiel considéré du ré- 
seau et & au pointintérieur le plus proche situé sur la même file paral- 
lèle aux æ, aux y, ou aux 3. Une telle relation permettra donc 
d'éliminer du système d'équations différentielles les valeurs de w rela- 
tives à la surface; ce qui réduira bien le nombre des fonctions incon- 
nues à celui des équations différentielles en £, ou des points inté- 
rieurs. 

La même transformation montre que, si l'équation indéfinie était du 
quatrième ordre en æ, y, 3 ou qu'il fallüt, pour y exprimer sensible- 
ment les dérivées de w en æ, y, 3 au moyen de différences finies, 
employer, outre la valeur de & au point considéré, deux valeurs de w 
au delà et deux en decà, il y aurait, non pas seulement la couche la 
plus superficielle des points du réseau, mais encore la couche située 
immédiatement au-dessous, dont les changements élémentaires d'état 
ne se trouveraient pas déterminés par l’équation indéfinie. Donc £/ 
faudrait, non plus une seule condition à la surface, mais deux, par 
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fonction inconnue, pour achever la mise en équation du problème ou 
compléter l’enchaînement des états physiques à partir d’un état initial 
donné. Ce cas, assez rare, a lieu dans l'étude de la flexion des tiges et 
plaques élastiques, où se présentent, en effet, deux conditions dis- 
unctes aux limites. 

Toutefois, comme une petite erreur relative subsiste dans chacune 
des équations différentielles en nombre immense ainsi extraites d’une 
équation aux dérivées partielles donnée, ou que les valeurs de la fonc- 
uon continue u de æ, y, 3, L, aux divers points (x, y, 3) du réseau, 
ne les vérifient qu’à très peu près, il n’est pas & priori certain que ces 
valeurs restent presque identiques à des fonctions de £ déterminées 
uniquement, à partir d’un même état initial, au moyen de ce système 


d'équations différentielles regardées comme rigoureuses, vu surtout 


: Lee À L LL . . 
l’excessive grandeur, comparable à are 07e des coefficients qui y 
affectent les fonctions inconnues | d’après les seconds membres de la 
deuxième (1) et des relations analogues]. 


On peut, en effet, remarquer, sur la solution générale u — ce“! de 


, : ï PE Ur ts 17 Te 
la simple équation linéaire FU —0, quand « désigne un coeffi- 
; a 


cient constant énorme, combien cette grandeur des coefficients 
rend sujettes à une ,variation rapide les fonctions inconnues. Aussi 
y aura-t-1l une condition, évidemment nécessaire et suffisante, que 
devront vérifier les fonctions & satisfaisant aux équations difléren- 
tielles formées, pour que leur ensemble puisse être censé définir une 
fonction continue w de æ, y, z, { et constitue l’intégrale demandée de 
l'équation aux dérivées partielles : ce sera que, pour des points 
(æ, y, =) du réseau très voisins, elles restent elles-mêmes très voisines 
et présentent ainsi constamment, de l’une à l’autre, des différences 
finies propres à devenir, à la limite, des différentielles en x, y, 3. Au. 
trement dit, pour que le système d'une tnfintté d'équations difjéren- 
tielles en t, formé au moyen d'une équation indéfinie aux dérivées 
partielles en x, y, z, t'et de conditions définies ou relatives à la sur- 
face d’un corps, soit l’équivalentdecette équation et de ces conditions, 
il faut qu’il ait élé composé de manière à assurer par lui-même la 
conservalion, à toule époque t, de la continuité ou variation gra- 
duelle de la fonction inconnue entre points du réseau voisins; ce 
que fait implicitement l’équation aux dérivées partielles, où la pré- 
sence de dérivées en x, y, z oblige d'admettre l’existence de ces dé- 
rivées. 

Sans doute, il est probable que nos équations différentielles, formées 
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en employant des valeurs comme (1), ou de deuxième approximation 
(t. I, p. 133*), des dérivées en +, y, 3, satisfont à cette condition de 
continuité (1). Mais une étude approfondie, qui manque encore à la 
science, serait nécessaire pour s’en assurer. Jusqu'à ce que cette étude 
ait été faite, l'intuitive conversion, expliquée ici, d’une ou de plusieurs 
équations aux dérivées partielles en un système d’une infinité d’équa- 


(*) Il est facile de reconnaitre que des expressions de première approxæima- 
tion seulement, obtenues, pour les dérivées dont il s’agit, en ne prenant, par 
exemple, que les valeurs de « relatives au point considéré et à d’autres situés tous 
au delà (ou ayant leurs coordonnées plus grandes), seraient généralement insuf- 
fisantes, dans les équations indéfinies, faute de sauvegarder la graduelle varia- 
tion de w entre endroits voisins. Cela est évident au point de vue physique. Car, 
par exemple, dans léquation (84) [p. 358*] des cordes vibrantes, écrite 
du ,du 
d® dx: 
avec le temps, en un point quelconque æ — c, que des états physiques produits, 
à l’époque { — 0, aux points dont les abscisses x excèdent c; conséquence re- 
venant à nier toute propagation du mouvement vers les x positifs. L'intervention 
de valeurs, comme w_,, prises en deçà de celle, u, que l’on considère, est donc 
aussi nécessaire, dans l’expression des dérivées en æ, y, z par des rapports de dif- 
férences finies, que celle de valeurs prises au delà, comme w, ; et, cela, afin d’ex- 
primer autant l'influence, sur la particule située en (x, y, z), des particules pré- 
cédentes, que celle des suivantes. 

La manière dont se produirait alors la discontinuité de w entre points voisins 
| dut 
dt” dx 
on croit pouvoir ainsi la remplacer, pour chaque point æ = x, par l’équation dif- 
e 3 du u—u 6 ns L 
férentielle PrARE Det — 0. Soit, en effet, à l’époque £{ — 0, u nul depuis =c+Ah 
jusqu'à æ — , mais extrèmement peu différent de zéro au point æ = c. Pour t>0, 
les équations différentielles substituées de la sorte à l'équation aux dérivées par- 
tielles donneront identiquement, de proche en proche, w — 0, en tous les points 
æ=Cc+h,æx=c+2h,.... Mais, au point même x = c,où la valeur initialew, 

du u 


de u différera de zéro, l'équation différentielle, réduite à PET re l’an- 
C è 


— 0, de telles expressions ne feront dépendre les variations de & 


se voit très simplement sur l’équation du premier ordre — 0, quand 


0 

nulation de u,, donnera u = u,eh, valeur croissante, à partir de £ — o, avec une 
rapidité infinie, quand l'intervalle À de deux points consécutifs devient énfini- 
ment petit. Donc, au bout d’un temps très court, la graduelle variation de w 
aura cessé d'exister entre æ = c et æ = © + h, toutes les fois du moins que la 
valeur initiale w, de w, pour æ = c, sera comparable à une puissance L” de , 
c’est-à-dire, d’un ordre assignable de petitesse par rapport à la distance, , de ce 
point æ = c, d’avec la région, commençant à æ=—c+Ah, où u, s'annule. Une 
telle rupture de la continuité, pour æ = c, était inévitable, puisque l’intégrale 
générale u = f(æ—t) de l'équation aux dérivées partielles proposée exprime 
une propagation des valeurs de w vers les æ positifs, incompatible avec la forme 
approchée que l’on a choisie des équations différentielles. 
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tions différentielles, précieuse pour indiquer le nombre des relations 
définies (ou à la surface) indispensables à la détermination des pro- 
blèmes, ne fournira, à cet égard, qu’une forte induction et aura 
besoin d’être complétée, pour chaque catégorie de problèmes, par une 
démonstration spéciale. 


441”. — Démonstration, par des procédés spéciaux, de la détermination 
des problèmes de Physique mathématique. 


Ces procédés spéciaux, dont le détail appartient aux diverses 
branches de la Physique mathématique, présentent cependant quel- 
ques particularités communes, qu’il est bon de signaler ici. Ils con- 
sistent, w, #, , ... désignant les fonctions inconnues de x, y, 3, £, à 
remplacer, dans les équations des problèmes, les résultats &, p, «7, …. 
que fournit une première solution supposée, par des sommes de la 
forme u + üy, P + y, W + My, ..., OÙ Wu, Ps, W1, . .. désignent ainsi 
ce qu'il faudrait ajouter à ces premiers résultats pour vérifier les équa- 
üons, si l’on pouvait le faire autrement que dans l'hypothèse &, — 0, 
P,—=0, W—0, ..., et à démontrer alors, par des intégrations em- 
brassant toute l’étendue du système matériel dans lesquelles joue un 
grand rôle la réduction à des intégrales aux limites exposée au n° 313* 
(p. 93*), que les équations transformées en &,, 0,, 4, ... donnent 
U —=0, f —=0, W, —0, ....Le succès de ces méthodestientessentielle- 
ment à ce que les coefficients des équations proposées ont soit les 
signes, soit (entre eux) les rapports, nécessaires pour que les expres- 
sions amenées sous les symboles f se trouvent exactement décompo- 
sables en parties toutes de même signe, en carrés par exemple, dont 
l'annulation résulte de celle de leur somme. Or, bien que ces signes 
et ces rapports mutuels des coefficients résultent toujours de proprié- 
tés physiques évidentes (telles que sera, dans l’étude des petites oscilla- 
tions, la stabilité même de l’état permanent autour duquel elles se 
produiront), néanmoins leur existence n’est généralement pas indis- 
pensable à la détermination des problèmes ; en sorte que les méthodes 
dont il s’agit, excellentes au point de vue physique, présentent l’in- 
convénient d’être moins générales ou moins étendues que le résultat 
mis en évidence par elles. 

Comme exemple simple, soit à déterminer, dans toute l'étendue & 
d’un corps, une seule fonction de x, y, z, {, régie par l'équation in- 

2 
définie du second ordre _ — A,® — 0, avec cette condition, spéciale 
à la surface ç du corps, que, à l'approche de l’un quelconque ds de ses 


2Q 
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" : pce ’ do , . . 
éléments, la dérivée me de © le long d’un chemin dn aboutissant nor- 
1 


malement à ds et ayant pour cosinus directeurs cosx, cos B, cosy, ad- 
mette une expression de la forme 


do ; ., &@v à 
L = — ko —K! ja + une fonction donnée de x, y, 3, t, 
de? 


(2) 


dn 


où #?, K? désignent des fonctions positives et données, d’ailleurs 
quelconques, de æ, y, 3, &. Enfin, l’état initial consiste en ce que, 


“Diet ; A 
pour £—0, 9 et 7 soient des fonctions arbitraires connues de x, 
VUE 


Substituons & + ©, à v; et il viendra, en +,, les relations 


/ do 
| de = AL O1 2-2) 
(3) (dans toute l'étendue 5) / ou 
2 çn 26 2 2 € 
| PRÉ ENS OS RON 
de? dx? dy? de? 
do lo ( lo 
À : | —— où Hi Cosa + Ee sB + ae COS y 
(à la surface | «n dx dz 
(1 ‘ 
s de) … dv: 
= -- K29, — K2—<+, 
: de? 
5 n ) t Gt 
à (DOUFUA == ONE e —— —=0 
L) if dt 


Multiplions la seconde (3) par ©, d5 et intégrons chacun des quatre 
termes du premier membre dans toute l'étendue >, après avoir trans- 
dv: 


formé les trois derniers en substituant, par exemple, à — 0, ==, 
‘dE 


n . ; : d do; do; 2 “e. 

l'expression équivalente — -—{%, —= })+{-2), dont la première 
Ar di dx 

partie, multipliée par dw et intégrée, comportera l'emploi d’une des 

formules (22) du n° 313* (p. 93*). Les trois intégrales ainsi réduites 


à des sommes prises sur la surface 5 auront pour total 
do; do; AUTRE: 
— | pm cosa + —= cos$ + —= cosy )do 
PRET L° dy dz 
9] 


: ra 1e ET 
ou, d’après (4), FL k20? + Ko !) ds; etil viendra enfin, en nous 


À rer 
z dit 
do? do? do? | $ ne k 
rappelant que + + it + est le carré du paramètre différentiel 
dx? dy? dz? 
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; do; ; 
[le + 18e | Gb: 
dt: 


A0 2 


du premier ordre 4,°,, 


LRO 
(6) f\a # + (ign)*] das + 


2 
JS «dt 


Or, dans le premier membre, tous les éléments des intégrales sont 
essentiellement positifs, du moins à l’instant où, £ s'éloignant de zéro 


our devenir soit positif, soit négatif, w, et id cesseraient de garder 
P P > SaUlL, Pi dt 5 
leurs valeurs zéro relatives, en vertu de (5), à l’époque où £ s’annule. A 


TIR do; : ; 
un telmoment, en effet, la quantité naissante rs prendrait, pour é crois- 
a 


" 


Fs . PR #01 ,; . . 
sant, même signe que sa dérivée —"- et, pour { décroissant, signe 
dt? à 


contraire; de sorte que, #, se comportant de même par rapport à sa 


Pat, DA ; do, : * 1 
dérivée —= ; les deux facteurs du produit 9, —= auraient même signe. 


dt dt 

Donc alors le premier membre de (6) dépasserait le second membre 
zéro, ce qui est impossible. Ainsi, le premier membre de (6) est nul; 
d’où 1l suit bien que les relations (3), (4), (5), impliquant (6), don- 
nent identiquement ©, — 0 : ce qu'il fallait démontrer. 

Si l'équation indéfinie, contenant, ainsi que la relation (2), la dé- 
rivée première de en € au lieu de la dérivée seconde, devenait 
do 


HAE A,9 — 0, cas où l’état initial ne comprendrait que les valeurs de 
a i 


© pour £— 0, et si, plus généralement, le premier membre de l’équa- 
tion indéfinie se composait, à part le terme triple — A,v, de deux 
termes proportionnels respectivement aux deux dérivées première et 
deuxième de w en £ avec des coefjictents positifs, que, d’ailleurs, le 


à PRE 2 . do 
second membre de la relation définie (2) s'accrût d’un terme en TL 


affecté d’un coefficient négatif comme — K?, la démonstration pré- 
cédente subsisterait sans changement, à condition de ne l’employer 
que pour les valeurs de t positives. Donc le système d'équations ainsi 
posé déterminerait pleinement une suite d'états physiques exprimés 
par la fonction & et succédant à un état initial arbitrairement donné, 

Les mêmes procédés s'appliquent aux états permanents, pour les- 
quels les fonctions inconnues w, 6, w, ... deviennent indépendantes 
de £, et ils servent à démontrer jusqu’à quel point les conditions po- 
sées les déterminent, savoir, presque toujours, d’une manière complète. 
C'est bien ce qu'indiquait déjà, à un point de vue général, la conver- 
sion des relations données, tant indéfinies que définies, en une infinité 
d'équations différentielles linéaires, devenues maintenant, par l’annu- 
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lation des dérivées de uw, p, #, ... en {, un système d'équations algé- 
briques du premier degré en nombre égal à celui des inconnues, ou 
comportant d'ordinaire une solution parfaitement définie. Et l’on 
pourrait induire aussi la même détermination, de ce fait que, dans 
l'hypothèse simple d’un corps présentant un état permanent fonction 
seulement de +, entre deux limites x,, æ,, les équations indéfinies se 
réduisent à de simples équations différentielles en +, dont l’intégrale 
se spécifie par autant de conditions que l'indique leur ordre, généra- 
lement identique à celui même, en +, y, z, des équations aux dérivées 
partielles du problème général. Donc, s’il y a, par exemple, une 
seule équation indéfinie et, par conséquent, une seule inconnue, une 
condition à chacune des deux limites x,, +, du corps suffira quand 
cette équation sera du second ordre en x, tandis qu'il en faudrait 
deux si elle était du quatrième ordre, etc. 

Mais les procédés spéciaux de démonstration indiqués ici sont bien 
plus précis, comme on le voit aisément sur les fonctions + dontil vient 
d'être question (1). Proposons-nous, en effet, de déterminer l’une 
quelconque d’entre elles, sous la condition de ne pas dépendre du 
temps {, par l'équation indéfinie correspondante, que cette condition 
réduit, dans tous les cas considérés ci-dessus, à A, — 0, et par la re- 
lation définie (2), où nous supposerons #?, avec le dernier terme, in- 
dépendants de £#, et où le terme en K? sera nul à cause de son facteur 


20 


L CO US ; , 
Ts , comme le serait le terme en Pr si cette relation en contenait un. 
a A 


Il viendra, après avoir remplacé & par © + w,, les équations 4,9, — 0, 


do : re 
dans toute l’étendue 5, et nr —— 2%, à la surface os, relations évi- 


demment comprises dans (3) et (4), où il suffit de supposer w, indé- 
pendant de { pour les en extraire. Par suite, la formule (6) se trou- 


an)dm+ [ etds—o. 
T 


Il en résultera l’annulation nécessaire de A,v,, c’est-à-dire la con- 
stance de la fonction +,, dans tout l’espace 5; et, si le coefficient donné 
£? n’est pas nul sur toute la surface, on devra même poser #, — 0, ou 


vera maintenant réduite à ri 
TD 


(*) On peut en dire autant de certaines démonstrations directes non plus de 
l'unité, mais de l'existence mème de la solution qu'admettent ces sortes de pro- 
blèmes d’état permanent. Nous en donnerons une idée dans la Le Leçon, en étu- 
diant les minima des intégrales définies. En effet, la solution dont il s’agit rend 
minima certaines sommes d’intégrales définies comme celles qui figurent ici dans 
(0) (sert. 
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annuler la valeur constante de ,, sans quoi le terme en f serait su- 

LA Ld js 
périeur à zéro. Donc il n’y a qu'un état permanent & possible à moins 
que # ne s’annule identiquement, cas où tous les états permanents 
possibles sont exprimés par & + une constante arbitraire, 

Dans certaines circonstances, 11 n'est même pas besoin, pour déter- 

1 4 F e L : s : £ e N ’ . 
miner la forme d’une fonction de point &, d’adjoindre à l'équation 
indéfinie des conditions précises aux limites, c’est-à-dire des condi- 
tions représentées par des égalités à termes finis : des données assez 
vagues y suffisent parfois. Si, par exemple, la fonction v, continue 
dans tout l’espace, ainsi que ses dérivées premières, satisfait à l'équa- 
tion 4,9 = n°9, où #° est une fonction positive quelconque de +, y, = 
x re k : ; à : D PP NN A 
il suffira que + ne grandisse pas indéfiniment aux distances infinies 

Pepe ? STE à , \ 
de l’origine, c’est-à-dire ne dépasse zulle part une valeur absolue 
finie M (en appelant ainsi la plus forte qu'elle atteigne ou vers la- 
quelle elle tende), pour se réduire partout à une constante, et même 
à zéro si x? ne s’annule pas identiquement, ou que l'équation indéfinie 
soit bien A,v— n?w et non A,v — 0. 
9 , ji < ’ s à “à AE ; 

C'est évident quand ® dépend d’une seule coordonnée, æ, et que n'a 
une valeur constante : car l'équation indéfinie, alors de l’une des deux 

LS eR real PEN 20 DV re . «ARE 
formes +” — 0, #"— n°+, donne poure soit une fonction linéaire de +. 
soit la somme de deux termes respectivement proportionnels à e** et 
ares, intnis, Lun pouriæ—co,;l'autre, pour æ——», si leurs 
coefficients ne sont pas nuls; en sorte qu'il ne peut y subsister qu'un 
terme ou constant, ou nul, lorsque » ne doit nulle part dépasser une 
valeur absolue finie M. 

A , ee A + 

Pour reconnaître qu'il en est de même avec 2 variable et sans avoir 

besoin de supposer «à priort ® indépendant de y et z, m ultiphions par 
.r e Aa o À 2: NS rl : #4 
«ds l'équation 4,9 — x°%, puis intégrons le résultat dans tout l’es- 
1 \ NE, 9 , . 

pace w qu'entoure une sphère s — 477? décrite, d’un rayon quelconque 
11 L ? : LA Fil . 
r, autour d’un point également quelconque. En traitant l'intégrale 
fes ds comme f qase ds tout à l’heure, et observant qu'une 

[er] GT 
normale da, menée à un élément quelconque ds de la surface vers 
l'extérieur de 5, est ici le prolongement dr d'un rayon r de la sphère, 
il viendra aisément 


do ” 
(7) 2 a ds (A0)? do + #20? do > 0. 
et Le LE 


[ee] 
O ; Vté £ do 1 do? 
« I U € A NET) EC TEEN : L x 2 : 
MALE: TC IALIONNON RSS EEE moatrant que le premier membre 
5) ‘fr , PT 
B. — II. Partie complémentaire. 7 


386* ANNULATION OU CONSTANCE DE CERTAINES FONCTIONS DE POINT. 


ae Papier l + ap? 
est posilil, exige évidemment que Ion ai dr as > 0, ou 


(ex 
d.o? do 
— 0, ouenfn 
© 
#9] 


dr 


d ds 
(8) RfeT 0; 
dr ES er 


si l’on considère des sphères concentriques de rayons croissants, avec 
éléments do (normaux aux mêmes droites 7 prolongées) proportionnels 
d /ds 

aux surfaces totales 5, en sorte que (eee 

Donc la valeur moyenne de &? sur chaque sphère 6, ou à chaque 
distance 7 tout autour d’un même point quelconque, croît avec cette 
distance, s1 toutefois elle est variable. Et comme on peut choisir pour 
centre un point où la valeur absolue de + soit, pour ainsi dire, infi- 
niment peu au-dessous de la limite Supérieure assignée M, de manière 
à rendre, tout autour, un accroissement sensible de #? impossible, la 


ge do < 4 , 
valeur moyenne x p? ms trouvera astreinte à y égaler constamment 
[o] 


M?, sauf écarts infiniment petits; d’où résultera l'impossibilité, pour 
?, d’être, sur aucune partie sensible de 5, notablement au-dessous de 
M?, puisque aucun excédent ©? — M? ne pourrait, sur d’autres parties 
de 5, compenser un tel déficit M? — &* appréciable. On aura donc par- 
tout o©? — const., ou y —const.; et, si n° n’est pas nul, l'équation 
A, — n?v, réduite ainsi à o — 2°, donnera même vw — o. 

Par exemple encore, si une fonction de +, y, z, satisfaisant à la 
même équation A,9 — n?9, est continue, avec ses dérivées premières, 
dans tout un angle solide ou espace conique quelconque (ce qui com- 
prend le cas de l’espace limité d’un côté par un plan et indéfini dans 
les autres sens), que, de plus, cette fonction tende vers zéro aux dis- 
tances r infinies du sommet de la surface conique (ou d'un point du 
plan), il suffira qu’une condition spéciale à cette surface donne, sui- 
vant tout chemin infiniment petit dn y aboutissant normalement de 


id ’ ® e ’ » ’ d d. 2 À LA Là 
l’intérieur, linégalité ® _ = OO _. £o, pour qu'il en résulte néces- 


sairement © — O0 partout. En effet, l'équation 4,9 — n°, multipliée 
par vdi et intégrée, de la même manière que tout à l'heure, dans tout 
un secteur sphérique w, de rayon quelconque 7, limité latéralement à la 
surface conique, donnera, en appelant os’ la portion interceptée de cette 
surface et © la portion analogue de la sphère, 


? do do 
De DL use JET À n \2 2 2 D ; 
(9) [I SL ge a+ fe Da do JL 19) ds + fn d&w > 0 
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Par suite, chaque élément de l'intégrale il étant, par hypothèse, 
G' 


, . . . do N , F2 
ou négatif ou nul, il vient | 4 TZ 0; d’où résultera, comme ci- 
Fe 
[o] 
dessus, la relation (8). Ainsi, la fonction essentiellement positive 
, dc : : ne 
@? — grandiraavec 7 ou, du moins, ne décroîtra pas; et, comme on 
(eo 

e/ G 


la suppose astreinte à s’annuler pour 7 infini, elle ne pourra qu'être 
nulle identiquement. 


442*, — Résolution générale des problèmes concernant l'état variable 
des corps, par la superposition d’une infinité de solutions simples, af- 
fectées, chacune, d’une constante arbitraire. 


Quant à l'intégration des équations aux dérivées partielles régissant 
les états ou variables, ou permanents, d’un corps de dimensions finies, 
on ne sait, en général, l’effectuer qu’en séries d’une certaine forme, 
comme vont l'indiquer quelques aperçus, relatifs d'abord aux états 
variables. 

Supposons donc que les fonctions w, e, w, ... à déterminer ne dé- 
pendent pas seulement des coordonnées +, y, 3, mais aussi du temps 
t; et commençons par considérer non pas, tout de suite, les équations 
aux dérivées partielles du problème, mais des équations différentielles 
linéaires, en nombre immense, revenant au même à la limite où w, ?, 
æ,... deviennent continus en æ, y, 3, soit celles qui régissent les par- 
ticules effectives du corps et que l’on a condensées dans les équations 
aux dérivées partielles, soit, au contraire, les équations différentielles 
plus simples déduit:s de celles-ci et relatives à des réseaux de points 
rangés par files parallèles aux æ, y, z. Dans les deux cas, les intégrales 
des équations différentielles linéaires en 4, c'est-à-dire les valeurs de 
u,v,#,... pour les particules ou les points dont il s'agit, seront, 
d’après les démonstrations des n°5 407* à 412” (pp. 276* à 297*) et 
comme il a été rappelé au commencement de cette Leçon (p. 334*), 
des sommes de solutions simples ou doubles d’une forme déterminée. 

Par exemple, si l’on étudie les petits mouvements des particules d’un 
corps élastique autour de leurs situations d'équilibre stable, cas où 
les seules dérivées en £ figurant dans les relations sont du second ordre, 
les expressions des déplacements &, #,  éprouvés suivant les axes, et 
même, du moins dans les cas usuels, celle de la fonction auxiliaire 
de æ, y, 4, t à laquelle le procédé d'élimination du n° 438* (p. 369*) 
ramènera leur calcul, se composeront uniquement de solutions doubles 
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(p. 286*), produits respectifs d’une fonction commune, en £, de la forme 
Ccos(Bt— c), par des coefficients À, pa, ... propres aux fonctions 
inconnues de £, savoir &w, ?, w, © spécifiées pour les divers points ma- 
tériels (æ, y, =) dont on s'occupe; et ces coefficients, ainsi que la 
constante corrélative 8, dépendront de la nature du système, non de 
son état initial (relatif à {— 0), qui influera seulement sur CG et €. 
Nous avons vu d'ailleurs (p. 287”) qu'il était plus simple de décomposer 
l'intégrale générale en deux, correspondant, l’une, aux déplacements 
initiaux effectifs, mais avec vitesses initiales nulles, l’autre, aux vi- 
tesses initiales effectives avec déplacements initiaux nuls, et que ces 
deux intégrales particulières se formaient séparément par superposi- 
ion de solutions non plus doubles, mais simples, produits de À, x, . 
ue ts 

par CcosBt, pour la première, et par g Sin GE pour la seconde. 

Nous avons reconnu aussi (p. 288*) que, lorsque, au lieu des petits 
mouvements d’un corps élastique, où les équations en &, », w et, par 
suite, en ®, contiennent uniquement, par rapport au temps, des déri- 


2 


d?o . 
vées paires comme 7 »1] est question d'états physiques (tels que la 


température d’un solide) obéissant aux mêmes relations modifiées par 


d(u,v,w) LIL PEU dino do 
1 


s changements de 27" en ——-" etde eh Sr 
les change de dt den dt”? 


crale générale se compose des mêmes solutions simples, où, seule- 
+ : À Une 
ment, Ce-F tient la place soit de Ccos£4, soit dpi sin Gé. 


Or il est naturel d'admettre que l'hypothèse d’un rapprochement de 
plus en plus grand des particules (x, y,z) avec graduelle variation, 
de l’une à l’autre, de leur état physique, qui donne à la limite les 
équations aux dérivées partielles proposées au lieu d'équations diffé- 
rentielles, amène aussi la mème continuité en æ, y, z dans les solu- 
tions simples ou doubles de ces dernières, c’est-à-dire, par exemple, 
la graduelle variation, entre particules voisines, des coefficients À, 
ue, ..., par lesquels se distingue chaque fonction &, v, , © aux divers 
endroits. Ou, du moins, il est naturel que les solutions simples dans 
lesquelles ces coefficients À, x, ..., relatifs à une même fonction w, 
ou ?, où w, ou ©, différeraient notablement pour des points très voi- 
sins, soient annihilées par un coefficient GC insensible, dans l’expres- 
sion des états physiques dont on s'occupe. Pour qu'elles eussent réel- 
lement à figurer, il faudrait, sans doute, considérer des phénomènes 
d’une rapidité de variation analogue à la leur, tels que doivent être, 
par exemple, les détails des imperceptibles mouvements calorifiques 
dans un solide à très basse température (seul cas où l’on puisse avec 
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vraisemblance supposer réductibles à la forme linéaire les équations 
de ces mouvements et leur appliquer les intégrales en question). On ne 
conçoit pas, en effet, que de telles solutions simples, affectées d’ondula- 
tions ou d’inégalités dans les plus imperceptibles espaces, concourent, 
pour une part appréciable, à représenter des fonctions w, ?, æ, © d’une 
nature toute différente, c’est-à-dire bien continues en +, y, 3 et sensi- 
blement identiques pour une multitude de particules adjacentes. 
Ainsi, l'on est conduit à admettre, d'une part, que les coefficients 
comme À, x, ... deviennent, dans l’expression de chaque fonction 
inconnue w, #, ou, de £, æ, yet s, une fonction continue, U, V, W 
ou , de x, yet z, du moins tant qu'il s’agit de solutions simples utili- 
sables pour l'intégration des équations aux dérivées partielles données; 


7 1 TEA ; G 
et,en deuxième lieu, que les constantes arbitraires C ou E' propres, en 


affectant les diverses solutions simples, à faire reproduire par leur en- 
semble un état initial continu en x, y, =, tendent assez vite vers zéro, 
quand on arrive aux solutions simples où varient très rapidement U, V, 
W,%, pour que les expressions totales de w, », w, ©, de formes comme 
(10) (u,v,w,0) DIU V,W,®) (Gcosgr ou 3 sinÿ{, ou Ge-##) : 
n'aient qu'un nombre restreint de termes £nfluents, supposés rangés 
par ordre de rapidité croissante des variations de U, V, W, æ. On 
conçoit d’ailleurs que le nombre de ces termes possibles, savoir, de 
tous ceux où U, V, W, æ constituent bien des fonctions continues 
de æ, y, 3, soit illimité; car, à mesure que l’on multiplie le nombre 
des particules, ou celui des équations différentielles linéaires simulta- 
nées, pour faire tendre l’ensemble de ces dernières vers les équations 
proposées aux dérivées partielles, le nombre des solutions simples, 


ainsi que des racines + 8V—1 de l'équation caractéristique, toutes 
dépourvues de partie réelle et ordinairement. inégales (p. 285*), 
grandit à proportion. 

Et comme les relations en +, d’un ordre généralement plus élevé, 
soit par rapport à £, soil par rapport aux coordonnées, que ceux des 
relations en &, ÿ, w, pourront donner pour 8 plusieurs séries dis- 
tinctes de valeurs, correspondant, par exemple, à des vibrations de 
directions diverses, les unes longitudinales, les autres transversales, 
les premières ou les secondes tantôt suivant un seul sens, tantôt même 
suivant deux sens rectangulaires, bien irréductibles entre eux, etc., on 
sera ainsi conduit à développer la solution cherchée ou complète en un 
nombre fini de séries convergentes présentant la forme des seconds 


* 
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membres.de (10). Ces séries auront donc pour termes respectifs tout 
autant de solutions simples, affectées, chacune, non plus d’une fonction 
arbitraire, comme celles, en nombre fini, que nous appelions de ce 
nom dans la dernière Leçon (p. 361*), mais seulement d’une constante 
arbitraire C.On conçoit qu'une infinité de telles constantes C puissent 
rendre la solution partielle correspondant à chaque série, aussi indé- 
terminée initialement que l’étaient, grâce à la fonction arbitraire 
dont elles se trouvaient affectées, les solutions dites simples de la der- 
nière Leçon. Par suite, dans chacune de ces séries, la valeur de + écrite 
(suivant la nature du problème) sous l’une des deux formes 


(11) o— 2CDbcosBé, p— 2Cbe-fti, 


do 

dt 
sinbé 

(12) es S co 

seront susceptibles, pour {—0, ou alors qu’elles se réduiront à 2C®, de 

coïncider avec la fonction arbitraire de +, y, z définissant l’état initial, 

censé connu, caractéristique de la solution particulière dont il s'agira. 


et celle de — quand v est 


443*. — Formation directe des solutions simples; détermination de leurs 
coefficients respectifs, d'après l’état initial donné. 


Effectivement, si nous substituons, à &, P, w, ©, des expressions de 
la forme (U, V, W, ®)Ccos(B£—c), quand les équations linéaires 
aux dérivées partielles proposées, soit indéfinies, soit aux limites, ne 
contiennent que des dérivées d'ordres pairs 2n en t, et des expressions 
de la forme (U, V, W, æ)Ce-P*#, quand ces dérivées sont remplacées 
par celles des ordres moitié moins élevés n, le facteur Gcos(Bt— c) 
ou Ce-tse retrouvera inaltéré dans tous les termes non affectés de pa- 
reilles dérivées en £, termes où ce seront U, V, W, æ qui supporte- 
ront les différentiations en x, y, z; et il reparaîtra encore, mais 
multiplié par (— $?)?, dans les autres termes, où, d’ailleurs, U, V, 
W, D ne seront pas différentiés, si ces termes contiennent des dérivées 
prises uniquement par rapport à £. Donc, après la suppression du fac- 
teur commun, é ne figurera nulle part dans les équations obtenues; et 
celles-ci formeront, soit en U, V, W, soit seulement en æ dont U, V, 
W dépendent, un système propre à déterminer ces quantités, et où les 
diverses solutions soit doubles, soit simples, que l’on veut obtenir se 
distingueront en général par tout autant de valeurs du carré R2. 

Il importe, sans entrer ici dans les détails, de voir que ce carré f? 
est déjà (par sa racine ou par lui-même) une sorte de mesure de la 
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rapidité de variation, avec le temps, de la solution double ou simple, 
dans laquelle £ entre, en effet, par l’un des deux facteurs cos(B£— c), 
er Ft, Or on conçoit que la rapidité de variation, dans l’espace ou avec 
æ, y, 3, de U, V, W, #, se trouve en rapport avec cette rapidité de 
variation dans le temps et soit mesurée encore par $? ou par B: ce 
que montrent bien les équations indéfinies, où les termes contenant 
des dérivées, le plus souvent 2nièmes, de U, V, W,æenx, y, = seront 
naturellement de l’ordre des termes contenant les produits de U, V, 
W, D par (—f?)"; en sorte que les rapports des dérivées 2 nièmes 
d'ordinaire, aux fonctions, se trouveront mesurés par (— 8?)*, comme 
il arrive justement quand ceux des dérivées premières, aux mêmes 
fonctions, le sont par £. 

Donc la superposition de toutes les solutions simples obtenues 
donnera bien des séries réductibles aux formes (11) ou (12); et, de 
plus, les fonctions U, V, W, æ variant d’une manière de moins en 
moins graduelle quand 8 grandit, il faudra ordonner ces séries, afin 
qu'elles convergent (d’après une induction précédente), suivant les 
valeurs absolues croissantes de $. Ces valeurs seront en nombre indé- 
fini, et l’équation en B, pour admettre ainsi une infinité de racines, 
devra être transcendante. D'ailleurs, constituant la limite d’une équa- 
Uon caractéristique en 6 qui n’admettait que des racines réelles et, 
d'ordinaire, inégales, elle conservera naturellement les mêmes pro- 
priétés. 

C’est bien, en effet, ce qui a lieu, comme il résulte de formules, ap- 
partenant au domaine propre de la Physique mathématique, pour la 
démonstration desquelles on recourt à la réduction, déjà employée 
au numéro 4##1* (p. 382*), de certaines intégrales prises dans toute 
l'étendue © du corps, à d’autres qui ont pour champ ses limites. Il suf- 
fira ici de dire que, æ et æ' désignant deux quelconques des fonctions 
æ, savoir, celles qui correspondent à deux racines et $’ de l'équation 
transcendante distinctes (en valeur absolue), et, de plus, pb(x, y, 3) 
étant une certaine fonction de point essentiellement positive définie 
par la nature du corps, les équations dont il s’agit en comprennent 
toujours une dans le genre de [ ot'edr EN 


TI 
Il en résulte d’abord l'impossibilité de racines imaginaires 6, $', aux- 


quelles, en les choisissant conjuguées, correspondraient des expres- 
sions , æ' de la forme y Æ YV— 1, c'est-à-dire conjuguées aussi, et 
dont le produit D serait y? + d?, c’est-à-dire essentiellement positif, 


contrairement à ce qu'implique l'équation [ sv'pda Ps dr ÿ 
ST 


392*  SOLUT. SIMPLES DES ÉQ. DE LA PHYS. MATHÉM. : CALCUL DE LEURS 'COEFFIC.; 


Mais on en déduit surtout la séparation et le calcul, par la méthode 


de Fourier (p. 161*), des coefficients arbitraires C, dans les relations 
d'état initial 


(15) ECG — des fonctions données f(x, y, 3). 
Car celles-ci, multipliées par bp d®, puis intégrées dans toute l'étendue 


w, ne conservent au premier membre que leur terme affecté de l’ex- 
pression ® entrant dans le multiplicateur choisi; et il vient 


(14) cf 


Le 
co) 


[fr z)bod5w 
P?p do — PIC zJPodw,. Où LOC 
5 ETS 


TI 


Ainsi, une seule valeur est possible pour chaque coefficient G; et 
c'est d’une manière parfaitement unique ou déterminée, que l’état ini- 
tal se décomposera en états initiaux fictifs répondant aux diverses 
solutions simples. 

Enfin, tout en laissant les détails aux diverses branches de la Phy- 
sique mathématique, ajoutons que, dans les cas relativement simples 
où les intégrations ont chance d'aboutir, les fonctions sont les pro- 
duits de facteurs dépendant, chacun, d’une seule coordonnée ou rec- 
uligne, ou polaire, ete. 


Pour fixer les idées, supposons que l’on ait comme équation en ® 


(15) soit —!"- 


el que, par suite, la substitution des valeurs simples & — ® cos($£ —c), 
(2 « ’ ; 
o — bel ait donné 
5 A, P 
(16) A2P+R2b—0 ou —.- —=—f? 
P 
Alors, s’il s'agit, par exemple, de corps rectangulaires, auxquels sont 
? AL Pal | e) ? 
bien appropriées les coordonnées rectilignes x, y, z, on posera 


(179 P — XYZ, 


en appelantX, Y,Ztrois fonctions respectives de x seul, de y seul et de z 
seul, dont les dérivées secondes s’écriront X”, Y”, Z’. On aura donc 


A,D = YZX" + ZXY' + XYZ": . 
et la relation (16) deviendra 


xXT Ne! 73 
(18) — à 


2% 
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Or on y satisfait en appelant 2, m°?, n? trois constantes positives, à 
déterminer respectivement par les conditions relatives aux faces 
(Z,Y,3) = const. du corps, et en faisant, avec 8° — {? + m°? + n?, 

x” a Z;' 


(19) = — (3, — —=-- m?, hr -T UiLe 


équations simplement différentielles du second ordre qui donnent pour 
X, Y, Z des expressions de la forme 


(A, TL Zh= RL VE sSint/r mr, ns) 


(20) | 
(bi, Vi, C1) cos(l{r,mYy,nz). 


S1 les coordonnées définitives à choisir devaient être moins simples 
que +, y, set, par suite, quelqu'un au moins des facteurs à introduire 
dans æ, plus compliqué qu’un simple sinus ou cosinus, il pourrait être 
bon de simplifier d'abord la forme de (16), en adoptant une nouvelle 
unité de longueur 8 fois plus petite, afin que, la valeur numérique de 
toutes les distances étant désormais 8 fois plus grande, les dérivées 
secondes en +, y, : de la fonction æ de point et, par suite, son para- 
mètre A,%, devinssent 8? fois moindres. La primitive valeur, figurant 
dans (16), de A,®, aurait donc pour nouvelle expression $?4A,%; et la 
relation (16) se réduirait à A, —— ®, Alors, pour un corps cylin- 
drique de révolution autour de l’axe des 3 et une fonction æ indépen- 
dante de z (ce qui constitue l'exemple le plus simple après celui d’un 
corps rectangulaire), l’adoption de coordonnées polaires 7, 0 condui- 
rait à poser æ —J(r)f(6) et, comme on a vu au n° #18* (p. 309*), 
d’une part, à faire f (6) égal au cosinus ou au sinus d’une fonction li- 
néaire de 0, d’autre part, à prendre pour J(r) une fonction cylin- 
drique. 

Mais bornons-nous à un corps rectangulaire. Dans les cas les plus 
simples, sinon toujours les plus utiles, les conditions à la surface 
réduiront les expressions (20) de X, Y, Z, moyennant un choix con- 
venable de l’origine des coordonnées, aux termes qui contiennent soit 
des sinus, soit des cosinus, et assigneront même comme valeurs, à L, 
m, n, la suite des multiples ou naturels ou impairs de trois constantes. 
Les sommes 2C® seront donc les séries trigonométriques étudiées au 
n° 344° (p. 174*), suivant lesquelles on pourra, d’après les démonstra- 
tions de ce numéro ou des numéros précédents, développer dans toute 
l'étendue du corps les fonctions arbitraires f(x, y,z) exprimant l’état 
initial. 

Ainsi sera établie directement, pour ces cas les moins complexes, la 
possibilité de décomposer un tel état initial arbitraire en états initiaux 
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correspondant aux diverses solutions simples, et de telle manière qu’il 
y ait convergence, ou que les solutions simples à changements très 
rapides, caractérisées par les grandes valeurs de $, ne figurent que 
dans une proportion insignifiante, c’est-à-dire avec des coefficients C 
extrêmement faibles. 


,24*, — Difficultés subsistant encore dans cette question, et inconvénients 
de la solution indiquée. 


Malheureusement, il n’est pas beaucoup de cas, en dehors de ceux- 
là, où ait pu encore réussir la vérification générale de la convergence, 
vers f(x, y, 3), des séries 2C, dans lesquelles les coefficients C 
reçoivent les expressions données par la formule (14). C’est, il faut 
l’avouer, une lacune grave de la théorie, quoique les considérations 
synthétiques exposées tout à l’heure (p. 389*), confirmées d’ailleurs par 
certains exemples de calculs en partie numériques et en partie gra- 
phiques (mais toujours très laborieux) des développements dont il 
s’agit, dans un petit nombre de problèmes usuels où quelques résul- 
lats pouvaient être contrôlés autrement (!), mettent à peu près hors 
de doute la convergence effective de ces séries et leur égalité à 
(a, 7,2). 

Une démonstration rigoureuse de la parfaite légitimité de leur emploi 
devrait aussi avoir égard aux difficultés dont il a été question dans le 
n° 343* (p. 171*), qui proviennent de la variation de plus en plus 
rapide des termes éloignés, et de l'absence, en résultant assez souvent, 
de dérivées secondes en x, y, 3 pour les expressions développées (r1) 
et (12) de ©, Des transformations de ces séries propres à les wuni- 


(*) On peut voir notamment, au LIX*° Cahier (1890) du Journal de l’École 
Polytechnique, dans le Mémoire intitulé Courbes représentatives des lois du 
choc longitudinal et du choc transversal des barres prismatiques, dressées 
par feu de Saint-Venant, publiées par M. Flamant, la comparaison qu'a faite 
M. Flamant, pour le choc longitudinal, entre les résultats respectivement fournis, 
dans cette question, par l’intégration en série de solutions simples et par l’inté- 
gration finie. Le défaut, dont il sera parlé ci-après, de convergence des séries 
quand on doit les différentier une ou surtout plusieurs fois, y apparaît d’ailleurs, 
ainsi que dans le problème du choc transversal et dans d’autres de Mécanique 
physique, dès qu’il s’agit d'évaluer non les déplacements absolus, mais les défor- 
malions, mesurées proportionnellement par leurs dérivées ou premières, ou se- 
condes, en æ. Toutefois, l'absence complète de convergence ne s’y produit que 
dans les dérivées mêmes des déformations; ce qui l’entraine pour toutes celles 
d’entre elles, et pour les dérivées secondes des déplacements relatives au temps #, 
que contiennent les équations indéfinies. 
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Jformiser, c’est-à-dire à les priver de leurs inégalités ou ondulations 
infiniment petites, mais infiniment rapides, seraient sans doute néces- 
saires, pour leur faire acquérir les dérivées que possèdent incontesta- 
blement les fonctions » considérées en elles-mêmes ou non dévelop- 
pées. À cet effet, l’on pourrait, par exemple, mais malheureusement 
au prix d’une complication assez grande, remplacer chaque terme des 
séries par sa valeur moyenne dans une très petite étendue constante 
de part et d’autre des valeurs actuelles ou considérées æ, y, 3 des va- 
riables; substitution sans influence appréciable sur les termes sen- 
sibles, mais évidemment propre à effacer d'autant plus l'influence des 
inégalités affectant les petits termes très éloignés, que leurs périodes 
deviennent plus courtes, 

Jusqu'à ce qu’on ait réussi à opérer assez simplement de telles 
transformations, il faudra, du moins quand les dérivées manquant aux 
séries (11) et (12) seront précisément celles que contiendront ou im- 
pliqueront les équations du problème, regarder les sommes Z? comme 
limitées à un nombre restreint de leurs termes, sans quoi leurs déri- 
vées à considérer n'auraient pas de sens; et, alors, il sera convenu que 
l’on adopte, non pas précisément l’état initial donné, que représentent 
les fonctions f(x, y, 3), mais un autre extrêmement peu différent, 
représenté par les sommes 2C, bornées aux termes dont il s’agit, 
dans lesquels les coefficients auront, à volonté, soit les valeurs (14), 
soit d’autres choisies de manière que la fonction 2C% devienne, par 
exemple, identique à f(æ, y, 3), en des points repères (x, y, z) ré- 
gulièremeut distribués dans le corps et dont le nombre égalera celui 
même des coefficients G introduits. L'état initial fictif SC ainsi 
formé sera, de toute manière, déduit par une sorte d’interpolation de 
l’état initial vrai; et il faudra s'assurer qu'il n’en diffère nulle part 
sensiblement. L’approximation sur cet état initial se trouvera, natu- 
rellement, d'autant plus grande, qu’on aura pris plus de coefficients C 
ou plus de points repères; et l’application de la solution approchée 
obtenue ainsi, au véritable phénomène que l’on a en vue, où l’état ini- 
tial était représenté par la fonction f(x, y, z), se fera en vertu du 
principe physique de graduelle variation, qui implique, sauf dans des 
cas singuliers, la quasi-identité des phénomènes, quand les circon- 
stances qui les amènent sont presque identiques. 

Ces difficultés, jointes à la longueur du calcul numérique des 
séries (11) et (12), devront en général faire préférer au procédé actuel 
les méthodes d'intégration sous forme finie, même plus compliquées 
en principe, exposées antérieurement (pp. 346* à 373*), dans les cas 
malheureusement rares qui en comporteront Papplication. 


/ 
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145*. — Ses avantages, dans les cas où quelques-unes des solutions 
simples ont une influence prédominante; régularisation de certains 
phénomènes par extinction des termes à variation rapide. 


L'inconvénient d’une variation non graduelle, ou affectée d’inégalités 
à trop courte période, dans les termes des séries (11) et (12) infini- 
ment éloignés qui correspondent aux très grandes valeurs de $, devient 
insignifiant, pour les époques £ positives, quand il s’agit de la seconde 
formule (11), où ces termes se trouvent multipliés par des exponen- 
tielles e— Pt évanouissantes dès que £ dépasse zéro. Et si même le temps 
t devient assez grand, si, de plus, l’état initial n’a pas été choisi pré- 
cisément de manière à annihiler le coefficient C du premier terme, la 
série EC be-F? Lout entière se réduira sensiblement à ce premier 
terme, que j'écrirai CG, P,e-Pit, où figure la valeur de 8 la moins forte; 
car on voit que les termes suivants, en y supposant les facteurs C® 
aussi sensibles que dans le premier, seront, comparativement à 
celui-ci, des infiniment petits d'ordres 8? — $? de plus en plus élevés, 
à raison des seconds facteurs e-É* ou (e-t)°. La fonction  admettra 
donc l'expression asymptotique très simple 9 — C,b,e-Pit, où, quand 
le temps grandit, les valeurs de © décroissentsans cesse en conservant 
partout des rapports invariables, qui dépendent de la forme et de la 
nature du corps, mais nullement de l’état initial. Ainsi, le phénomène 
se régularisera, par lévanouissement des termes autres que celui dont 
les variations d’un point à l’autre sont le plus lentes, ou, en quelque 
sorte, grâce à la neutralisation mutuelle des inégalités de létat ini- 
tial, de ses éléments discordants, affectés de multiples changements 


de signe, commeonle voit, pourles grandes valeurs de 8— {+ m? + n?, 
sur les expressions (20) des facteurs X, Y, Z de æ. 

Ce mode de régularisation par extinction des inégalités à courte 
période, que Fourier a découvert en étudiant la température des 
corps soumis à un refroidissement continu dans un milieu uniformé- 
ment froid, s'applique sans doute à bien d’autres phénomènes, parmi 
lesquels il convient de remarquer la réduction à des ondes simples 
(houle et clapotis), sous l'influence des frottements, de l'agitation com- 
pliquée produite par le vent à la superficie des masses liquides. 

Quand il s’agit, non plus de la deuxième formule (11), mais de la 
première (11) ou de (12), dont les seconds membres sont composés 
de termes périodiques par rapport à 4, il n’y a pas, en général, de 
simplification analogue. Toutefois, le premier terme de la série, que 
sin Bo € 


l’on peut écrire C,®, (cos 8, {ou — a) est fréquemment encore le 
Po 
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plus sensible et donne alors à lui seul une idée approximative de la 

fonction ® : il exprime, en Acoustique, le son fondamental du corps, 

c'est-à-dire le son dont la période de vibration _. est la plus longue 
| 

que puisse admettre dans le corps un mouvement simple, du moins de 

l'espèce proposée (longitudinal ou tangentiel, transversal ou xormal, 

tournant, etc.). 

D'ailleurs, ce qu'il importe surtout de connaître n’est, souvent, pas 
tant le mouvement même de la masse considérée que celui qu'il pro- 
voque ou excite dans d’autres corps et, spécialement, dans les di- 
verses parties sensibles des organes par lesquels nous le percevons. 
Or, vu la peutesse des déplacements dont il s’agit et la forme linéaire 
qui en résulte pour leurs équations, les mouvements pendulaires ou 
simples exprimés par les divers termes des séries, en provoquent, 
dans chaque organe élémentaire, d’autres de même nature, qui s'y 
règlent d’après les lois de périodicité composée indiquées au n° 398 
(p. 222), c'est-à-dire en se combinant par simple superposition, mais 
avec des amplitudes acquises d’autant plus grandes, comparativement 
à leurs valeurs dans les séries, qu'il y a moins de différence entre la 
période propre de vibration de l'instrument ou de l'organe et celle du 
mouvement excitateur simple considéré. Chacun des instruments ou 
des organes partiels mis en vibration pourra donc rendre sensible, en 
lPamplifiant beaucoup à l'exclusion des autres, un seul des termes no- 
tables de la série (11) ou (12) considérée, celui dont la période coïn- 
cidera, ou à fort peu près, avec la sienne, comme :1l arrive, par 
exemple, dans le cas des sons composés, où l’ouïe, grâce sans doute à 
lébranlement de tout autant de fibres organiques, distinctes, de l'oreille 
interne, parvient à discerner, outre le son fondamental du corps 
vibrant, les principaux harmoniques qui l’accompagnent. 

Une telle circonstance confère, on le voit, une sorte d'existence 
propre, dans les effets produits, aux divers termes des séries (11) ou 
(12) et, par suite, une certaine valeur objective aux modes de dévelop- 
pement employés, d’ailleurs si peu avantageux à d’autres points de vue. 


146*. — Exemple d'états variables exprimées par des séries : corde vi- 
brante fixée aux deux bouts, et refroidissement d’une barre par ses ex- 
trémités, maintenues à la température zéro. 


Les deux exemples les plus simples qué lon puisse donner des théo- 
ries précédentes sont, d’une part, celui d'une corde mince, de longueur 
a, tendue le long de l’axe des x entre ses deux extrémités fixes x — 0, 
x — a,et, qui, abandonnée à elle-même sans vitesse après avoir, pour 
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t—0o,-reçu dans le plan des xy une forme arbitraire légèrement 
courbe, vibre transversalement ou éprouve de petits déplacements sui- 
vantles y; d'autre part, l'exemple d’une barre conductrice, s'étendant 
encore de æ —o à æ — a et latéralement imperméable à la chaleur, 
lorsque, après avoir été initialement portée à des températures quel- 
conques, elle se refroiïdit par ses deux bouts supposés sans cesse main- 
tenus à la température zéro. 

En appelant +, dans ces questions, la fonction inconnue, déplace- 
ment ou température, à l’époque £, d’un tronçon infiniment court dé- 
fini par son abscisse æ, et en supposant choisie l’unité de temps propre 
à simplifier le plus possible les formules, l'équation indéfinie sera la 
première ou la seconde (15) [p. 392*], avec 4,0 égal simplement à 
do : Bone : : 

Ts» Car les variables æ, y, z se réduiront à la coordonnée unique x. 
Et l’on aura, par suite, d’après les relations (16) à (20), 


Quant aux conditions, de fixité ou de constance, spéciales aux deux 
limites æ — 0, x — a, elles reviendront évidemment à poser : 1°—0 


(pour æ —0) ou À, —0; 2:P—=0o (pour z—a)oudbsinpa0es 
qui, vu l'impossibilité d'annuler 4 sans faire disparaître la solution 
simple, montre que l’équation transcendante en B sera sinfa —oet 


; ; NU A 
aura ses racines données par la formule générale 8 — —;, où désigne 
a 


successivement chacun des entiers non négatifs 0, 1, 2, 3, .... On 
satisfera donc à toutes les conditions que doit vérifier ® en prenant 
PTE D 
D — sin — . 
a 
Enfin, les données d’état initial étant que 


(pour {—0) © = une fonction f(x) donnée arbitrairement de x = 0 à x = 


Fe CET er à re 
avec la condition d’une dérivée Te (ou vitesse) nulle à l’époque {= 0 
(2 


dans le cas de la corde, il faudra s’en tenir à la solution(r1) [p.390*], où 
l’on déterminera les coefficients C de manière que 2C® — f(x), ou que 


(22) » Cons UT depuis + =:10 jusqu’à æ = a. 


(42 


Or la formule trigonométrique de Lagrange (43) [ p. 167*] montre 
qu'il sera nécessaire et suffisant, pour cela, de poser 


«a . È 
3 ih Nero 
(23) = 5 [ Fin À &, 
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conformément à la règle indiquée par la formule (14) ci-dessus 
[p- 392], où p égale ici 1, règle qu’on avait d’ailleurs suivie [D rOIEL 
pour obtenir la série de Fourier et, par suite, celle de Lagrange. 

Dans le problème de la corde vibrante, la fonction ainsi trouvée o 
est périodique en £, car les arcs B£ y sont tous multiples du premier 
d’entre eux. De plus, elle ne contient x et 4 que par des produits, 
2 sin fx cos$£, transformables en sinB(x + 4) + sinB(æ— 4), ou tous 
de la forme F(x +4) + F(x— 4); de sorte que la fonction o elle- 
même admettra cette forme. 

On le reconnaîtrait d’ailleurs directement, au moyen de l'intégrale 
en termes finis : 

= Fi(r+t)+F,(x—t) 

de l'équation aux dérivées partielles du problème, en utilisant la con- 
dition ce —0,ou F,(æ+t)—F,(x—1)=0o, pour 4 —o(t);etl’autre 


condition d'état initial, 9 — f(x) pour { — 0, complétée par les deux 


relations aux limites © — 0 (pour x — 0 et x — a), déterminerait de 
plus, sans l'emploi d'aucune série, la fonction F, dont la valeur est 
simplement !/f entre les limites zéro et a de la variable, où f'se trouve 
donnée. Le résultat obtenu, aisé à prévoir synthétiquement, consiste 
en ce que la corde proposée se comporte comme la portion, comprise 
entre les deux abscisses æ —0 et x — a, d’une corde s'étendant de 
æ = — © à & — et qui, régie par la même équation indéfinie (15), 
aurait reçu initialement, sans vitesse, une forme symétrique par rap- 
port aux deux points x — 0 et x — «a de l’axe des x. En effet, aucune 
raison n’empêchant la même symétrie de subsister sans fin, les deux 
extrémités æ — 0, æ — a de la portion que l’on veut considérer se 
maintiendraient, d’elles-mêmes, fixes comme si la corde tout entière 


(:) En effet, cette condition F,(æ)— F,(æx)= o revient à poser 
F,(xæ) —F,(x)= une constante 2c, 
c’est-à-dire 
F,(æ)—c="F,(x)+ c = une même fonction F(æx), 
ou 
F(t)=E(r)#0, Er) = E(&) —c. 
L'expression générale F,(æ+t)+F,(x —t)de # devient donc 
g=F(æ+t)+F(xz—t), 


comme, du reste, on le déduirait directement de l'équation (98) de la dernière 
Lecon (p. 363° ), où nos notations actuelles donneraient 


æ—TI; B—=—1, = 0; f=F. 
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s’y terminait. La fonction f et, par suite, la fonction moitié moindre 
F, se déduiront ainsi, pour toutes les valeurs réelles de leur va- 
riable, de la partie de f directement donnée entre les limites + =0, 
L = 00 

Mais il n’y a pas lieu ici d’insister sur cette solution finie, surtout 
dans la présente Leçon, qui a pour but principal les solutions en 
série. Revenant donc aux expressions (11) de w, particularisées pour 


: LT ; 
bd—sinfret f— >? Supposons, par exemple, la fonction f(x) en- 


üière du second degré, ou, par suite, proportionnelle à æ(a— x), à 
cause des facteurs +, a — x, qu'elle doit admettre pour s’annuler aux 
deux extrémités æ — 0, x a; et, afin de simplifier autant que pos- 
sible les formules, supposons choisie une unité de longueur telle, que 
l'on ait a — 7. En mettant alors f(x) sous la forme 


avec Æ constant, on pourra, au Heu de faire le calcul, d’ailleurs facile, 
du second membre de (23), utiliser le développement déjà obtenu 


_ AE . 
(do) [p. 1732*] de la fonction a (TT — æ?) et prendre, par conséquent, 
€ 


TEA: . . ; : J . 7e 
C égal au produit de # soit par zéro, soil par 5m? Sul ant que € sera 


pair ou impair. Il viendra donc, en particulier, pour exprimer les 
formes successives de la corde vibrante, de longueur +, primilivement 


À : T 
courbée suivant la parabole y — gt(r— +), 


, ’ sin æ COS L sin 37 COS3 L sein5x Cosôt 
‘ a ( (ao Meg) Es rl 
( 21 ) * A T L- 1° U 33 = 53 —- ... . 


La rapidité avec laquelle décroissent les inverses de 13, 33, 3°, ..., 
dont le second n’est déjà plus que la 27° partie du premier, assure 
évidemment la prépondérance au premier terme de la série, c’'est- 
à-dire au son fondamental de la corde. 

Quand f(r—x)— f(x), comme dans ce cas, ou que la fonction 
f(x) prend la mème valeur à égale distance des deux extrémités, il 
peut y avoir avantage à transporter l’origine au milieu de la droite 
qui joint celles-ci. Alors l’expression (21) de æ se réduit, par raison 
de symétrie, au terme pair en cosBx; et la condition æ — o aux deux 


RER T OT ; 
extrémités "+ pe devenue cos Fr —0; donne pour racines 8 la 


suite des nombres impairs 1, 3, 5, .... On peut done, en attribuant 
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à 8 ces valeurs, prendre simplement ® — cos8$x; ce qui donne, pour 
la série trigonométrique à employer, la seconde (45) de la page 168*. 

Si, par exemple, la corde a été initialement pincée en son milieu, 
ou disposée suivant les deux côtés égaux d’un triangle isoscèle très 
aplati, construit sur la figure d'équilibre comme base, l'équation de 


l 


ec 


sa moitié comprise entre les abscisses æ — 0, x — - sera 


& | 


pourvu que À désigne une constante convenablement choisie ; et la 


> . COS PT 
formule (54) de la p. 172* donnera simplement # ÿ UE pour la 


série 2CP. Par suite, l'expression des déplacements ou des ordon- 
nées y de la corde à toute époque sera 


(25). 07 ou Ales se + 


COS r COS cos3x cos 3t cos5æ cost ) 
1 22 F2 Lau 
: I 3 5 


Les dérivées secondes en æ ou en £ du second membre, indispen- 
sables à considérer puisqu'elles figurent dans l'équation indéfinie du 
mouvement, ne conslitueront pas des séries convergentes, ni; par 
suite, déterminées. Il faudra donc, à cause des difficultés signalées 
précédemment (p. 395*), restreindre ce second membre à un nombre 
fini de ses termes, d'autant plus grand qu'on voudra reproduire pour 
t — 0, avec plus d’exactitude, l’état initial. On gagnera d’ailleurs, à 
cette limitation, d'éviter la discontinuité, relative à æ — 0, qu’'en- 
traînerait inévitablement le point anguleux attribué à la forme initiale 
de la courbe. 


er © Ge 
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QUARANTE-CINQUIÈME LEÇON. 


SUITE DE L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DE LA PHYSIQUE MATHÉ- 
MATIQUE POUR LES CORPS DE DIMENSIONS FINIES : ÉTUDE D'ÉTATS 


PERMANENTS. 


,7*, — Extension des méthodes précédentes aux problèmes d'état per- 
manent, quand une des coordonnées peut y jouer le rôle de variable 
principale : exemple relatif aux températures stationnaires d'un prisme. 


TS 


Passons maintenant à l’étude des états permanents ou stationnaires, 
régis par les mêmes équations indéfinies et les mêmes relations aux 
surfaces limites que les états variables, mais avec ces deux restric- 
tions que le temps £ n’y figure pas explicitement et que, de plus, l’état 
initial ait été choisi de manière à pouvoir se conserver sans fin. La 
recherche d'un tel état initial duquel résulte, en vertu des équations 
du phénomène, l’annulation de toutes les dérivées, par rapport à #, des 
fonctions inconnues, voilà justement ce qui constitue le problème 
posé. 

S'il y a, par exemple, une seule fonction inconnue, +, vérifiant, 
dans tout le corps ou tout l’espace proposé, l’une ou l’autre des équa- 
tions aux dérivées partielles (15) [p. 392*], et, en chaque point 
(æ, y, =) de la surface limite de cet espace, une relation spéciale 
comme, par exemple, l'égalité de © à une fonction arbitraire des deux 
coordonnées indépendantes de la surface, les équations de l’état per- 
manent, reconnues plus haut (p. 385") suffisantes pour le déterminer, 
seront, d’une part, la relation indéfinie A,e — 0, d’autre part, la con- 
dition donnée propre à chaque face du corps, et telle que 9 — une 
fonction connue f de deux coordonnées variables sur la face consi- 
dérée. C’est précisément le cas de la température intérieure & d’un 
corps, astreint à présenter certaines températures superficielles depuis 
un temps assez long pour que son état calorifique soit devenu partout 
stationnaire. 

La solution générale d’un pareil problème se décompose en solu- 
tions simples assez analogues à celles, (10) [ p. 389*], de l’état variable, 
quand on peut faire jouer à l’une des coordonnées, 3 par exemple, le 
rôle de variable principale qu'avait alors le temps £. C'est ce qui arri- 
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vera pour un prisme droit de hauteur L, reposant sur le plan des æy 
par sa base inférieure, si ses faces latérales, ainsi que sa base supé- 
rieure z — L, sont maintenues à la température zéro, la première base 
z — 0, seule, affectant en ses divers points (x, y) des températures 
arbitraires données f(x, y). À cause du rôle spécial qu’aura 3, met- 


. d'v À à 
tons à part, dans 4,, le terme Ts et appelons désormais A,v le pa- 
(4 7 s 


ramètre différentiel du second ordre de © pris seulement dans des 
plans parallèles aux æy, ou réduit à la somme des deux dérivées se- 
condes directes de © en x et y. Alors l'équation indéfinie, rendue 
aussi analogue que possible à celles, (15), d'états variables, s'écrira 


(26) — = —= A29. 


Cherchons à y satisfaire, comme aux équations (15), avec des solu- 
tions simples proportionnelles au produit d’une fonction de la variable 
principale seule, c’est-à-dire ici de z, par une fonction & des autres 
variables qui vérifie encore l'équation (16) [p. 392*], mais où 4, 
serait, bien entendu, réduit aux deux dérivées secondes de ® en x 
et y. Il viendra, en posant dans (26) 9 — ®Z, ou en appelant Z le 
facteur cherché fonction de z, puis divisant par 


d et tenant compte 
de (16), 

d&Z A; D A9 

ds? = + Z = — 627, ou 


= 
1Ÿ 
NS 


— $2Z — 0, 


© 


dz: 


équation dont l'intégrale générale, toujours composée de deux termes 

. . A (One s - , Q Q 
respectivement proportionnels à e-Ë® et à e5, s’écrira plus utilement, 
avec trois constantes arbitraires ©, ©,, c, 


(27) L=C:sih(aH$z)+ercoh(ceÆ$z). 


Disposons de ces constantes c, ©, ©,, de manière à faire vérifier par 
la solution simple quelque condition aux limites. Comme on doit 
avoir o — 0 à la limite 5 — L, et que le facteur , indépendant de z, 
ne pourra pas s’y annuler, c’est le facteur Z qui devra s’y réduire à 
zéro, au moyen des hypothèses ©, —o, c—$L, donnant 


Z = Esih(BL—83), 


si l’on prend en outre Æ $z avec le signe inférieur. Et pour que, à la 
limite opposée s — 0, ce facteur Z soit aussi simple que possible, c’est- 
à-dire se réduise à 1 comme le font pour £ — 0, dans (11) [p. 390], les 


I 


facteurs analogues cosB£, eP*", il faudra poser © — SOLE 


7 —— 
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En résumé, les solutions simples, affectées d’ailleurs d’un coefficient 
sih(8 L — 
sih 6 L 
condition définie © — o sur la surface latérale, si l’on choisit le nom- 
bre 8, avec la fonction , ici dépendante de x et y seulement, comme 
on le ferait, d'après les explications de la fin du n° 443" [ p. 393°], 
pour le calcul d'états variables produits sur tout l’espace plan qu’oc- 
cupe la base 3 —o du prisme ou cylindre proposé, dans l'hypothèse 
de la relation spéciale simple © — o aux limites de cet espace. 
Enfin, la solution générale, ainsi analogue à (11) [p. 390° |, ou de la 


arbitraire C, seront CD Fi) Et elles vérifieront, de plus, la 


forme 


sih (0102) 
Ce pZ=S Co Rad 
5 L sih 6 L d 


se réduit, pour 3 — 0, à 20%, comme les valeurs (11) pour £=o; el 
elle vérifiera la condition correspondante, devenue 2C — f(x, y), 
c'est-à-dire toute pareille à celles d'état initial des cas où le temps 4 
était la variable principale, pourvu que l’on détermine encore les coef- 
ficients C par la formule (14) [p. 392" |, comme on le ferait dans le 
calcul d'états variables représentés par (11), mais fonctions seulement 
de x, y, t et consécutifs à l’état iniual y = f(x, y). 

Par exemple, quand la base du prisme est rectangulaire, avec ses 
côtés suivant les quatre’ droites æ=0, = 0 Et y= 0, TERRS 
formules (17), (18), (19), (20) [ pp. 392" et 393], où X, Y, Z sont ici 
réduits à X et à Y, donnent, en y déterminant /, m et 4, 1h, db,, 1, 
de manière à annuler ® sur le contour æy(a — x)(b— y) —0, 


mr is us à F2 E 
X P'== 510 Se avec ST —— He, 
(29) a b p a? b? 


i, J recevant successivement les valeurs entières 1, 2, 3, 4, ... com- 
binées de toutes les manières possibles. Et, une fois ces expressions 
de æ, 8 substituées dans (28), la formule (14) [ p. 392*] prise avec 
o —1, ou la série trigonométrique composée (62) [ p. 174*], réduite 
aux variables æ, y, &, n, conduiront finalement à poser, pour que 


EC ET M 
r L nd Pe 
+ 4 LR . Le 
C= — Er) sin 
(30) = M CE 


, : S .“iTT ; 
On mettrait dans (29), au lieu de sin —— ou de sin 
[22 


. JTT 
sin JA de dr. 
b 3% [l 


Le. le facteur 


JT 
b 


TT " ; 513 : Dre 
COS ——— où cos (avec r, j nuls ou entiers positifs), si la condition 
(44 
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relative à deux faces latérales opposées æ —0, + —a, ou PR, 
Y = bd, consistait dans l'annulation non plus de », mais de sa dérivée 
do 


Ü 


LE dans le sens normal, dérivée où figurerait le facteur 


sin (T7 ou 12 ) 
7 b 


précisément nul sur la face considérée : la formule trigonométrique à 
employer serait alors une série double, déduite de celle (44) d’'Euler 
[p. 167*] ou de sa combinaison avec celle, (43), de Lagrange, comme 
la série triple (62) [p. 174*] l’a été de cette dernière. Et si, sur deux 
AC OPPOSÉS = 0,2 14) OU — 0, y = b, l'ondevait avoir ta 


, A do IT T Ta) : 
l’une, © = o, à l’autre, = — 0, le facteur cos » OU COS “—- , serait 

> Dar ;) ) À >! ) ) 

dn da b 
. é + (21+1)ræ 
à son tour, remplacé par l’un des facteurs (sin ou cos) =, 
2€ 
2] +I)TY 


(sin ou cos) » nuls à une limite et dont la dérivée l’est à 


2 D 
l’autre : ce qui conduirait à employer aussi les séries trigonométri- 
ques (45) [p. 168*], procédant par sinus ou cosinus des multiples 
impairs d’un are, et à les combiner, en séries doubles, soit entre elles, 
soit avec les précédentes (43), (44). 

Il se pourrait encore que la condition relative à la base 3 — L con- 


2 A , . . , . , do . 
sistàt dans l'annulation non de e, mais de sa dérivée . suivant le sens 


Œs 


normal. Alors, dans © — CZ, on prendrait 


le quiz CPR PE 


Re Ci il ui shEL 


afin que la dérivée de Z contint le facteur sih(BL — 82), nul pour 
z— L : D, C conunueraient d’ailleurs à avoir les mêmes expressions 
que dans les cas précédents. Et si la fonction f(x, y) donnée expri- 


mait, sur la première base 3 — 0, non plus ©, mais la dérivée n°? 24 


d'o : : 
Dh dans le sens normal, on poserait, suivant les cas, 
Œz 


— 


sih(BfL—63) coh(BL — 63) 


3: L = —— Z = re 
Ko 6Bcoh£L É 6 sih 6 L à 
TA OR AU E RATS 
afin que, — TE Se réduisant à l'unité pour 3 — 0, la condition d'état 


initial (relative à la valeur nulle de 3) ne cessàt pas d’être 


SCD — /(x, y) 
et de conduire aux mêmes expressions de ( que précédemment 
Enfin, quand le corps est un parallélépipède sur les six faces du- 
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sr SRROLES : ; à 
quel # ou sa dérivée JA (Œuivant le sens normal) égalent respectivement 


six fonctions connues des coordonnées, on forme l'expression gé- 
nérale de # en superposant six solutions partielles, dans chacune des- 
quelles cinq de ces fonctions sont supposées nulles, tandis que la 
sixième seule, relative à l’une quelconque des faces prises à tour de 
rôle pour première base, recoit ses valeurs effectives données. 

Il est d’autres cas plus complexes, celui, par exemple, où la condi- 
tion spéciale à chacune des six faces d’un parallélépipède rectangle 
consiste en une relation linéaire, à coefficients constants mais avec un 
terme fonction arbitraire des coordonnées, entre + et sa dérivée dans 
le sens normal. Alors on emprunte encore les expressions de X, Y, Z 
aux formes (20), (27) ; et la relation 82 — {2-+ m? subsiste toujours. 
Mais les valeurs soit de /, soit de mm, déterminées de manière à véri- 
fier les conditions relatives respectivement aux faces æ — const., 
y = const., en y annulant les fonctions arbitraires, ne sont plus com- 
mensurables entre elles; et les formules trigonométriques déduites de 
celle de Fourier, ou propres à exprimer des fonctions périodiques, 
deviennent insuffisantes, quoique la séparation et le calcul des coeffi- 
clients continuent à se faire par la formule (14) [ p. 392°]. 

Certaines simplifications peuvent cependant se produire dans ce cas, 
comme d’ailleurs dans les cas précédents. Par exemple, s’il y a symé- 
trie des conditions à la surface et, par suite, de la fonction o de point, 
par rapport aux trois plans diamétraux menés parallèlement aux 
faces, l'adoption d’axes coordonnés coïncidant avec les intersections 
de ces trois plans changera © en une fonction paire tant de æ, que de 
y et de 3. Cela permettra de se borner à la partie du corps comprise 
dans l’angle des coordonnées positives, en s’y donnant, par raison de 
symétrie, comme condition spéciale aux trois faces fictives x = 0, 
7 —0,z—0, l'annulation de la dérivée de © dans le sens normal. 
Vu la nature de cette relation définie, que nous savons faire vérifier 
par les solutions simples, l'expression générale de © ne comprendra 
évidemment que trois expressions partielles au lieu de six, savoir, 
une par fonction arbitraire exprimant la donnée relative à une face 
opposée; et il est clair que, dans chacune de ces trois solutions 
partielles, X, Y, Z se réduiront à des cosinus circulaires ou hyper- 
boliques d’ares ou d'arguments proportionnels à la coordonnée cor- 
respondante æ, y, ou z. 

Par exemple encore, pour un prisme à base quelconque sur le plan des 
æy, mais d’une longueur L infinie, la fonction Z deviendra une simple 
exponentielle, évanouissante pour 3—@; car, dans les quatre for- 


L’ETATS PERMANENTS DANS DES CORPS DE DIMENSIONS FINIES. 4oz* 
mules(31)et(32),les cosinus et sinus hyperboliques se réduiront, vu les 
valeurs infinies des arguments BL — 83 et BL, à LefL—B: et à 1ebL; 
ce qui donnera 


À I 
(33 Li erpz. ou Z = -e-bs, 
#] 
i 


La formule 6 — 5CbDZ, ainsi devenue presque entièrement sem- 
blable à la seconde (11) [ p. 390*], entraînera pour l’état permanent 
un mode de régularisation, par la distance x, pareil à celui que le 
temps & apporte dans l’état variable (p. 396*). 

Terminons par cette remarque, que la propriété de la transforma- 
tion stéréographique démontrée vers la fin du n° 202* (t. I, p. 283*) 
et résultant de la formule (24) de ce numéro, permettra de former 
immédiatement la fonction +, ou de résoudre le problème des tempé- 
ratures stationnaires, pour les transformés stéréographiques des pris- 
mes droits qui viennent d’être étudiés, c’est-à-dire pour une infinité 
de corps à faces taillées sphériquement et qui seront, par exemple, 
des parallélépipèdes rectangles curvilignes, si le prisme proposé a 
lui-même sa base rectangulaire. 


448*. — Mème problème des températures stationnaires pour un espace 
plan soit limité par un rectangle curviligne, soit annulaire : sa solution 
générale, dans le cas où l’on en connaît une solution particulière simple. 


Il est clair que les séries trigonométriques doubles de sinus ou de 
cosinus employées dans le problème précédent seraient remplacées 
par des séries simples analogues, si la fonction w, à paramètre diffé- 
rentiel A, nul, devait être obtenue non pour un parallélépipède, mais 
pour un espace rectangulaire plan, à deux coordonnées æ, y, sur 
chaque côté duquel on connaîtrait sa valeur © ou sa dérivée dans 
le sens normal. Alors, l’équation du système des quatre droites qui 
composeraient le contour étant æy(a— x)(b — y) —0, une des deux 
coordonnées jouerait, dans chacune des quatre solutions particulières 
à superposer, le rôle qu'avait précédemment 3; et la fonction arbi-. 
traire correspondante, représentant © ou sa dérivée sur un des côtés 
perpendiculaires au sens de cette coordonnée, se développerait par 
les séries (43) à (45) [ pp. 167* et 168*], suivant les sinus ou les co- 
sinus d’arcs multiples de l’un d’entre eux et proportionnels à l’autre 
coordonnée. 

La solution du problème des températures stationnaires étant ainsi 
obtenue pour un rectangle à côtés droits, la transformation stéréogra- 
phique, dans le plan, l’étendra immédiatement (t. 1, p. 283*) à une 
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infinité de rectangles curvilignes : circonstance de nature, malgré la 
forme exclusivement circulaire ou droite de leurs côtés, à suggérer 
cette idée, que le même problème pourrait bien encore être abor- 
dable dans d’autres cas de contours courbes. Et, en effet, pour nous 
borner d’abord aux rectangles curvilignes, Lamé a reconnu qu'on y 
composait l'expression générale de & indépendamment de leur forme, 
ou par le même procédé analytique que lorsqu'ils sont rectilignes, à 
la seule condition d’avoir su d’abord obtenir la fonction + dans le cas 
simple où deux côtés opposés sont maintenus à deux températures 
constantes, les deux autres côtés étant tmperméables, c’est-à-dire 


tn) 


: 5 : RE 4) . 
impliquant, en tous leurs points, une dérivée D nulle suivant leur 
an 


normale. 

Pour le démontrer, appelons «a, dans ce cas simple, l'expression 
parüculière de , fonction connue de x et de y. Les courbes «— const., 
vérifiant ainsi l'équation 

7 | d'a. da 
(34) A4 —0 ou Sd à ae — 0; 
et qu'on appelle pour cela courbes isothermes (c'est-à-dire susceptui- 
bles, dans certains cas, de conserver, chacune, tous leurs points à une 
température uniforme 4), auront évidemment, en (x, y), pour coeffi- 
da , da : 
crient angulaire y’, le rapport de — TA dy? et seront coupées partout 
| : ie | dy 
à angle droit par celles dont le coefficient angulaire analogue Ta ° Sa 


lerait le rapport inverse changé de signe. En d’autres termes, elles 
auront pour érajectoires orthogonales les courbes dont l'équation 
LA. : da da à 
différentielle sera == dy — -- dx — 0. Or le premier membre de 
dx dy 

celle-ci est la différentielle exacte d’une certaine fonction 8 de x et y; 
car 1l vérifie, en vertu de (34), la condition d'intégrabilité, 

d (E d ( da\ 

CE L'AENNNA NEN dv. ) 

Donc de simples quadratures feront connaître l'équation 8 — const. 
des trajectoires orthogonales aux courbesisothermes données4=—const.; 


et leur paramètre 8 vérifiera les deux relations 


(35) dÿ 1 d'a d3 da 


dx dy 4jdy 1e de 


Or celles-ci, ajoutées après avoir été différentiées respectivement en æ 
et y, donnent 
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ce qui prouve que les lignes 8 — const. seront, elles aussi, isother- 
mes. Enfin, le troisième et le quatrième côté du rectangle curviligne 
coïncideront avec deux de ces lignes, de même que le font déjà le pre- 


mier et le second avec deux lignes «— const. : car, à cause de la relation 


da Er us 
-— = 0, vérifiée par hypothèse en tous les points de ces troisième et 


quatrième côtés, les courbes « — const., ou le long desquelles la dé- 
rivée de x s'annule, y auront précisément les directions des éléments 
dn normaux au contour, et celui-ci y suivra bien, dès lors, une tra- 
Jectoire orthogonale 8 — const. 

Il est évident par raison de continuité que, du moins si I 2space 
rectangulaire considéré n’est pas trop grand, les lignes de l’une quel- 
conque des deux familles « — const., 8 — const. le diviseront en 
bandes infiniment étroites, sans s’y croiser, ni même s'y toucher nulle 
part. Or, dans ces conditions, chacun des deux paramètres a, 6 croîtra 
sans cesse ou décroîtra sans cesse le long d’un chemin normal aux 
courbes qu’il caractérise. Effectivement, multiplions l’une quelconque 
des équations (34), (36) par un élément dx dy — do de l’espace plan 
considéré ; puis intégrons le produit dans l'étendue de tout rectangle 
curviligne que limiteront quatre arcs très petits dy;, dy, ds, dyx 
appartenant, les deux premiers, aux courbes « — const., les deux 
derniers, aux courbes 8 — const.; et transformons enfin, comme au 
n° kh1* (p. 382*), chaque terme intégré une fois en une intégrale 
prise sur le contour du champ. Le résultat sera, au premier membre, 
la somme des éléments de ce contour, respectivement multipliés par 
la dérivée de « ou de 8 suivant leur normale menée au dehors. Or, 
s'il s’agit, par exemple, de f(A:x) ds — 0, la dérivée en question de x 
s’annulera évidemment en tous les points des côtés dy3, dy,, qui 
appartiennent aux courbes $ — const.; et, si l’on convient de mener à 
chacun des deux autres côtés dy,, dy;, une normale dn,, dn, allant 
dans le sens suivant lequel est supposé marcher l'observateur qui 
croise normalement toutes les courbes à — const., l’une de ces nor- 
males, dn, par exemple, sera intérieure au petit rectangle, ou corres- 
pondra à une dérivée de x précisément égale et contraire à celle qu'il 
s’agit de multiplier par dy,, tandis que l’autre, dn,, sera extérieure. 
La relation obtenue s’écrira donc 


da da 


(37) — REA Poe de 0, 


ce qui, vu l'impossibilité admise où sont dy, et dy, de s’annuler dans 
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tout l'intérieur de l’espace où l’on se meut, montre que les deux dé- 
AVE da 
rivées än; et Me 

Ainsi « croît toujours ou décroît toujours, quand on traverse le 


rectangle curviligne proposé, de grandeur finie, en allant du premier 


ont même signe. 


côté au second ; et une remarque analogue se dirait évidemment 
de 8, si l'on traversait en allant du troisième côté au quatrième. Pour 
fixer les idées, nous supposerons les côtés numérotés de telle manière, 
que x et 8 grandissent entre des limites appelées respectivement «, 
2, et Bo, B1, quand on ira soit du premier côté a —a, au second a =, 
soit d'a troisième 8 —8, au quatrième 8 — $,. Il est clair que, dans 
l'intervalle, les deux paramètres x, 8 passeront une seule fois, c’est- 
à-dire en un seul point (x, y) de l’espace proposé, par chaque sys- 
tème de valeurs intermédiaires : d’où il suit que, si nous introduisons 
dans +, au lieu de æet y, les variables « et $, ces deux coordonnées 
curpilignes a, 8 (t. I, p. 288*) pourront, sans la moindre ambiguïté 
dans l'étude de la fonction © de point, remplacer les coordonnées 
récEtlrenes psy. 

Il ne nous reste donc qu’à effectuer la substitution de x, 8 à x, y 
dans les équations du problème, et à reconnaître que celles-ci ac- 
quièrent précisément la forme déjà affectée par elles en x et y quand 
le rectangle est reculigne. 

Commençons par l'équation indéfinie, A,9 — 0. La fonction + étant 
censée exprimée au moyen de x et 8, variables liées elles-mêmes à x 
et y, une première différentiation en æ donne 

d? do da do df 


os PET An 


On déduit de celle-ci, par une nouvelle différentiation en x, 


do do da? SA do dx di wi do di? do dx do d?28 
nel je = Re Des t We LE RATE PES CAR OR RRRRR Pr UT à 
dx dei di: ‘ded$ dr dr L'df? Gr |'dudr Nat 


. . [4 . 
à -MrAcE à T aynr : 
et, en ajoutant à cette expression de en l'expression analogue que 
2 
) dis RARES TRS Na Vel g 2/ é 
l’on aurait pour PT il vient, grâce aux relations (34), (35), (36), 
do do 
(39) ny= ( AA EN ES 
25 2 (à 2 Pc) 
da ds 


où Afx représente la somme des carrés des deux dérivées premières 
da 


d(x, y) égale, d'après (35), à la somme analogue A?8 pour $. Comme 
? 
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ces carrés des paramètres différentiels du premier ordre 4,4, A,8 ne 
peuvent s’annuler, tout au plus, qu’en des points spéciaux, l’annula- 
uon continue de A,% exige que l’on ait partout 


do do 


(40) de an — 


| 
à 


Telle est donc l'équation indéfinie à laquelle satisfait la fonction + de 
« et $. Or on voit qu’elle exprime l'égalité, avec signes contraires, des 
deux dérivées secondes directes de la fonction, comme lorsque les 
variables étaient x et y. 

Passons aux relations définies concernant le contour, dont les quatre 
côtés ont maintenant les équations respectives très simples à — «, 
œ —= 4, 8 = Bo, 8 — $,. Le long de chacun d’eux, représenté par 


(6 ou «) = const., 


on connaîtra directement, en fonction de x et de y, ou, par suite, 
en fonction de la coordonnée x ou 8 qui s’y trouvera variable, soit la 


î RE Le , « PR 
valeur de v, soit la dérivée De prise suivant une normale extérieure 
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dn, c’est-à-dire obtenue sans faire varier « ou B, et qui sera, par con- 

; do LAB, e à ee NON 

Séquent, 1-1 = (er flous Aa SsyuonnercetLé 
d($,a}) dn d(B, a) 


dérivée, ce sera donc la même chose que d'y connaître ; “ètles 


do 
l(B, ) 
conditions au contour seront, en définitive, 
do 


(pour « = & et pour 4 = a) o ou —+ = des fonct. données de f, 
da 


(41) 


do 
(pour 8 = 8, et pour 8 — $;) v ou À — des fonct. données de «. 
pe 
1 
Il suffirait donc maintenant d’effectuer un simple changement de 
l’origine des variables (en quelque sorte) et de poser 
X — A+, B = Bo+y, Xi = Lo + &, Bree, 


où x et y seraient, bien entendu, tout autres que les premières coor- 
données, pour réduire les équations da problème à la relation indé- 


… do do ær Aie 
finie race dy: — 0 et aux conditions spéciales 
[4A … 4 
do , 
(pour 7 0,et z = aMeou AE des fonct. données de y, 
(42) | 
(pour Y'='0 6 ED Ne ou dr — des fonct. données de x; 
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ce qui, comme il s'agissait de le démontrer, les rendrait identiques 
aux équations régissant © dans le rectangle rectiligne défini par 


æy(a—x)(b—7y)=o. 


Mais il pourra se faire ici que les courbes de l’une des deux familles 
soient fermées et, par exemple, intérieures l’une à l’autre, de manière 
à intercepter entre elles un espace annulaire, plus intéressant à con- 
sidérer qu’un simple rectangle. Supposons donc qu’un tel espace, 
annulaire mais d’ailleurs quelconque, étant donné, l’on ait pu y 
former la fonction © — x pour le cas simple où elle reçoit sur les deux 
bords intérieur et extérieur deux valeurs respectives constantes , 

à : : NOR | da da ÿ ù 
2, et que l’on ait ensuite, par l'intégration de e dy — pe à parur 
d’un point arbitrairement choisi, déterminé le paramètre $ des tra- 
jectoires orthogonales aux courbes « — const. Alors 6 croîtra en tout 
d’une certaine quantité 25 quand on fera le tour de l’espace annulaire 
le long de l’une quelconque des courbes à — const.; et, cet accroisse- 
ment 25 reçu par B ramenant la première trajectoire 8 — const. déjà 
obtenue, la fonction de point v, relative au cas général où soit ©, soit 


d , FR 
_ recevront, sur les deux bords, des valeurs données arbitrairement, 
AT. 


constituera une fonction de « et de 8 périodique par rapport à 8, 
avec 25 pour période. Comme on formera l’expression générale de # 
par la superposition de deux solutions plus simples, dans chacune 
desquelles s’annulera la fonction arbitraire relative à l'une des deux 
limites à — 2, à — %, la variable principale à figurera, dans chaque 
terme de l’une quelconque de ces deux solutions, par un facteur À de 
l’une des formes (31) e! (32) [sauf parfois le signe |, savoir, en y 
appelant # l’ancien coefficient 8 et adoptant d’autres notations appro- 
priées, 


(sih ou coh)(Ka— Ka, ou ka — Ka) 


Due 

(43) | (sih ou coh)(fay — ha, où Æa; ka 
ue) 

| te (sih ou coh}(Æa— ka, ou ka — ka) 


.k(coh:ou sih)(fa= ta. ou Ka) Fu) 


Quant à la variable 6, eile figurera, dans le terme dont il s’agit, 
par un facteur B évidemment emprunté aux expressions (20) | p. 393* | 
et qu'on pourra écrire, avec deux constantes arbitraires L, M, 

(44) B = Lcosk$ +Msin£f$. 


Or, pour que ce facteur soit, comme la solution particulière 9 — 2 BA 
qu'il s’agit de former, périodique en 8 et de période 25, il faudra 
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évidemment poser, dans (43) et (44), 
(45) k=— 


si & désigne successivement tous les entiers non négatifs 0, 1, 2, 3, 


4, .... Enfin, la dernière condition à vérifier étant 
se 1 de\ RER Vers 
(46) 9 ou 7] = une fonction donnée HA) 


à la limite x — soit &, soit x, où le premier membre de (46) devient 
simplement 2B, il y aura lieu d'appliquer la série trigonométrique 
complète de Fourier (35) [ p. 162*], au lieu de l’une ce celles qui en 
dérivent ; et l’on posera 


| 


/ 


(! 


Le 


s re MES 
DONNE 0) L— — | f(E) di, 
| : | its) 3; 
(47) . 
NT in: 
fpoutir 0h at; M}=:— Î f(£)(cos ou sin) — d£. 
TD ; [n) 
/—T 
449*. — Exemples : secteur d'une couronne circulaire; rectangles limites 


par deux familles d’arcs de cercle ou par une famille de lemniscates et 
une famille d'hyperboles, etc. 


Contentons-nous d'indiquer les exemples les plus simples auxquels 
s'applique la théorie précédente. Ils se déduisent de l’un d’eux, 
presque évident a priort, savoir, celui d’un anneau plan compris 
entre deux cercles concentriques de rayons donnés 75, 7. Quand le 
bord intérieur 277, et le bord extérieur 277, sont à deux tempéra- 
tures constantes «,, &,, il est clair, par raison de symétrie, que la tem- 
pérature permanente «, dans l'intervalle, a égale valeur en tous les 
points situés à une même distance quelconque 7 du centre ; en sorte 
que la famille 4 — const. est celle des cercles concentriques 7 — const. 
à laquelle appartiennent les deux bords et, par suite, la famille 
8— const., celle des droites 0 — const. qui rayonnent autour du 


Re : V—m  . 
centre, Ô désignant leur azimut, dont la tangente est nu De M 


sont les deux coordonnées du centre. Pour avoir les paramètres 4, 8, 
régis par (34), (35), (36), observons que, x dépendant seulement de 7 
dans un espace à deux dimensions, la formule (28) de la VII: Lecon 
Ë USA da ; : | 
Gt. TI, p. 95*). donne Aa CE). L'équation A,4 — 0 revient 
Ja 32 


| d da\ Ê RS da 
donc à poser = [Fr —)—=o,cC est-à-dire 7 — — une constante c ; 
dr dr dr 
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d’où, en divisant par 7 etintégrant, 
(48) a — clogr + une nouvelle const. loge’ = log(c'r°), 


expression qu’on pouvait prévoir en se rappelant la propriété (33) 

[ p. 220* ] du potentiel logarithmique à deux variables et, par suite, 

la relation A,logr —0. On disposera des deux constantes c, c' de 

manière que &— y pour 7 —r,, ét que a, pour r=—=/7,. Quant 
da 


nt ; da : : 
à 6, sa différentielle — dy — —— dx devient successivement [vu 
dx dy 


que r =V(x — L> + (y — m)°|, 


da {dr d dr de) Nec me 1 ES Sax L dr) 
dr É A NT en Te 7 r À 


= ç Rent AT =. ccos?0 d'tang0 — c db. 


7? T— 


\ 


Intégrée de manière, par exemple, que $ s'annule avec l’azimut 0, elle 
donnera 
, se it 
(49) B — «0 — carctang 27. 
\ T 

On pourra donc obtenir l’expression générale de » pour le rectangle 
mixtiligne compris entre deux rayons quelconques 8 — B,, 8 — f, et 
deux arcs concentriques à — %, 4 — %,, rectangle qu’on peut appeler 
un secteur annulaire (ou évidé) et qui se réduirait à un secteur or- 
dinaire de cercle si le rayon intérieur r, devenait nul, 

Mais généralisons les expressions (48), (49) de « et 8. Comme 
l'équation A,4 — o est linéaire sans second membre, elle sera satisfaite 
par la somme de logc' et d'autant de termes qu’on voudra de la forme 
clogr —log(rt), où figureront, avec des exposants © arbitrairement 
égaux ou inégaux, les distances des mêmes points quelconques (x, y) 
du plan à tout autant de centres (/, m), Or, en posant ainsi 


(50) a =logc'+ Eclogr, il viendra 8 = Z2c0û — > care ang» 
pourvu que l’on compte dans un même sens et à partir de droites paral- 
lèles aux + positifs tous les azimuts 0 relatifs aux divers centres. Il est 
clair que les arcs, du moins assez peu étendus, des deux familles de 
courbes 4 — const., 8 — const. ainsi définies, diviseront le plan en 
rectangles curvilignes, pour lesquels l'expression générale de + sera 
encore facile à former. 

Le cas de deux centres, dont on choisira naturellement la droite de 
Jonction 2/, prolongée, pour axe des x, en plaçant l’origine en son 
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milieu, est particulièrement intéressant, à la condition de faire égaux 
en valeur absolue (avec signes contraires ou mêmes signes) les deux 
exposants €. Alors, si l’on appelle r, r, les deux rayons vecteurs 


Vy? + (x TE {)?, issus de ces deux centres (+ /,0}),et6, 6,, leurs azi- 


‘4 


muts respectifs, dont les tangentes sont I 
EE: 


Len sorte que 


apURou x) 


tang (0 0,) — PE 


l il vient, d’après (50), 


| soit a — loge’ + clog ENTER: 
) 1 
soit « = logc'+ clog(rri), B = c(0 + 01) = carc tang F nn. 
Dans le premier cas, où les équations « — const., 8 — const. re- 
viennent respectivement à TL — const., 0 — 6, — const., les deux 


74 
familles de courbes sont des cercles et x, 8 constituent un système de 
coordonnées bicirculaires. D'une part, en effet, on sait que le lieu 
des points (+, y) dont les distances 7', r, à deux points fixes sont dans 
un rapport constant est une circonférence ayant son centre sur la 
droite de jonction de ceux-ci; d’autre part, la différence 0 — 0, des 
deux azimuts d’un même point (x, y) égale évidemment l'angle deses 
deux rayons vecteurs 7, r,, et la constance de cet angle indique son 
inscription dans un segment circulaire dont l’arc se termine aux deux 
points fixes. Dans le second cas, l’équation « — const. revenant à 
rr, —Const., les courbes dont le paramètre est z constituent une 
famille de lemniscates [t. I, p. 169*] : d’où le nom de coordonnées 
lemniscatiques alors donné aux variables «, $, quoique la seconde 


I 

équation Ê — const. représente (en posant Lang : = t) une famille, 
ax?— 9 kxy— y? = l, non de lemniscates, mais d’hyperboles équila- 
tères, comme on le voit en étudiant l'équation æ?—2kxy — y? —0 
de leurs asymptotes ou de leurs parties infiniment éloignées, pour les- 


quelles le terme fini l? est négligeable (1). 


(*) Pour plus de détails sur ces coordonnées et sur leur emploi dans la ques- 
tion, ainsi que sur les coordonnées elliptiques où les deux familles &« — const., 
8 — const. sont respectivement des ellipses et des hyperboles homofocales, cas 
où &, 8, sans appartenir au type (50), s'expriment encore assez facilement, on 
peut consulter les XI°, XIL° et XITI° des Leçons de Lamé Sur les coordonnées cur- 
vilignes et leurs applications. M. Emile Mathieu, dans les Chapitres IT et III 
de son Cours de Physique mathématique, a éclairci certaines difficultés spé- 
ciales auxquelles est parfois sujet l’usage de ces coordonnées, difficultés tenant à 


416% ÉTATS PERMANENTS : PROBLÈME DES TEMPÉRATURES STATIONNAIRES 


La formule (49) de 8 comporte encore une généralisation digne de 
remarque. Remplaçons-y y — m et x— {, respectivement, par une fonc- 
tion, Ÿ, de y seul, et par une fonction, X, de x seul, en astreignant ces 


fonctions à la condition unique 4,6 = 0, c’est-à-dire A,arc tang x 0: 


On trouve aisément, par deux différentiations successives, tant en 


T 


qu’en y, de arctang ÿ” due cette condition revient à poser 


(93) EN Tin d'se 


X Y KES 


Or, outre sa solution déjà connue (49), consistant à annuler les 
dérivées secondes X”, Y” et à prendre égales en valeur absolue les dé- 
rivées premières X’, Y’, dès lors constantes, qui disparaîtront comme 
facteur commun dans le rapport de Æ Y à X, l'équation (52) est encore, 
à première vue, satisfaile en écrivant à la fois, quelle que soit une con- 


l'existence, dans le plan, de régions singulières ou extrèmes (telles que le pôle dans 
le cas de coordonnées polaires) où des discontinuités analytiques peuvent se pro- 
duire, parce qu’une des variables x ou $ cesse d’y être parfaitement déterminée. 

Enfin, il y a lieu d’observer, pour les cas non seulement d’un espace plan annu- 
laire ou rectangulaire à côtés droits ou courbes, mais aussi d’un parallélépipède 
rectangle, que, si l’on se donnait sur tout le contour ou toute la surface la dérivée 
de suivant le sens normal, cette dérivée ne serait pas entièrement arbitraire, 
mais aurait sa valeur moyenne générale nulle, en vertu de l’équation A, = 0 
traitée comme l’a été (p. 409*) l'équation A,a = o pour donner (33). De là, quand, 
sur chaque côté ou chaque face en particulier, la valeur moyenne de la fonction 
arbitraire correspondante différerait de zéro, des termes de forme infinie, dans 
les deux, quatre ou six solutions partielles : ce sont ceux que fourniraient, pour 
Æ — o ou 8 — o, les dernières expressions (43) de À [p. 412* |, ou la seconde (32) 
de Z[p. 405*], alors multipliées par les valeurs moyennes en question qu’intro- 
duirait le premier terme, constant, des séries trigonométriques de Fourier ou d'Eu- 
ler. L'utilisation de ces termes infinis, de signes divers, dans la solution générale, 
serait facile en ordonnant chacun d’eux suivant les puissances de Æ ou de $, ré- 
duisant à une constante arbitraire, dans la somme, toute la partie des dévelop- 
pements où ne figurerait aucune coordonnée variable comme æ, 3’, ..., partie qui 


L ; ne he 0 
débuterait par une fraction indéterminée de la forme -; et puis supprimant les 
(0 


termes d’un degré en æ, y, ... supérieur au second, que ferait évanouir l’an- 
nulation finale de Æ ou de $. Mais il est encore plus simple de se donner immédia- 
tement sous la forme suivante l’expression algébrique +, ainsi obtenue, 


w,= const. arbitr. + A(a— x) +A'x'+B(b— y} +B'y?+..., 


dont la dérivée, sur les diverses faces ou les divers côtés x = 0,x=a, y=0; 
J = 0,..., et toujours suivant le sens normal, a les valeurs respectives constantes 
2Aa, 2A'a, 2B6, 2B'b,...,astreintes par l’équation 4,6, = 0 à la relation unique 
et prévue (d’après ce qui précède) A+ A'+ B + B'+...=0. 


de! 
4 
10 
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: Na M'A L À é 
(53) Æ — k2, | on ke, X'2— 42X2— Y'2 + 42Y2, 


relations dont non seulement les deux premières, mais encore la troi- 
sième (à cause de coh?kx — sih? £x — 1 — cos? kr + sin? Ax) se trou- 
vent vérifiées quand on pose 


(54) Co Ar AT Sin. 
On aura donc 

35) B=— carctang Re 

39 == P I —=—— € 
( 2sih x 


Le second membre garde constamment le signe de c, en diminuant 


TEA 2 sin Æ 5 A . À . Fe 
de c = à zéro, quand le rapport TT décroît lui-même de l'infini à 
> (t 


’ e , 1 T e 
zéro, savoir, quand, y égalant d’abord — et ne devant pas sortir de 


21 


L a , T A , 4 . . 
l'intervalle compris entre zéro et 7» æ croît de zéro à l'infini en chan- 


geant seul, ou croît seulement de zéro à une valeur positive quel- 
conque p, mais avec variation proportionnelle et simultanée de y 


. + . . Te . . 
jusqu'à une de ses deux limites 0, 7 De plus, pour p infiniment 
Le 


. , . \ . T - . 
petit, le décroissement de l'arc tangente, à partir de —, est infiniment 


lent (sauf à l'instant final où sin £y va s’annuler); et B reste constant. 
Ainsi, la fonction $ définie par (55) exprime, sous forme finie, les 
températures stationnaires, en tous les points d’un rectangle de hau- 


i 


T s'étendant, depuis + — 0 jusqu’à æ —, entre ses deux bases 


Le 


teur 
ky = 0, ky = 7, maintenues, avec son côté æ — 0, à la température 
zéro, tandis que son premier côté x — 0 est à une température uni- 
à T 

forme c É HE 


Terminons ici cette longue étude de l'équation 4, — 0 considérée 
à l’intérieur d’un espace plan, soit rectangulaire à côtés courbes, soit 


(:) Cette solution, sous forme finie, d'un problème d'état calorifique perma- 
nent dans un rectangle de longueur infinie dont trois côtés sont à une même 
température, est due à Fourier; il l’a obtenue, au Chapitre III de sa Théorie ana- 
lytique de la chaleur, en sommant la série fournie par la méthode précédem- 
ment exposée (p. 403*), dont la première idée et la mise en œuvre (au moins 
dans les cas d’une longueur L infinie) lui appartiennent également. 


B — II. Partie complementaire. 
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annulaire, sur le contour duquel on donne © ou sa dérivée dans le 
sens normal, en observant combien s’y est montrée féconde la réduc- 
tion de l'intégration à son cas le plus simple, celui où, sur deux 
côtés opposés, # se réduit respectivement à deux constantes, tandis 
que, sur les deux autres (quand ils existent), la dérivée de & prise 
normalement au contour s’annule (1). 


(:) Note sur la réduction de Riemann, 
pour certaines équations aux dérivées partielles du second ordre. 

Le profond géomètre Riemann, de Gœættingue, en procédant d’une tout autre 
manière où jouent un rôle capital les formules (20) de la page 92*, a ramené 
aussi l'intégration, par quadratures, de l’équation linéaire à coefficients variables 
s+Ap+Bg+Cu—o, où u, p, q,s sont respectivement une fonction continue 
de deux coordonnées rectangulaires æ, y dans le plan æOYy, ses deux dérivées 
premières et sa dérivée seconde oblique, à la formation d’une certaine intégrale 
particulière d’une équation analogue, dite l’adjointe de la proposée, et qui même 
se confond avec elle quand A, B sont nuls. 

Montrons le principe de cette méthodesur l’équation très simple 


à du pa 
S+—uU—=0 O —= 0 
dx dy Ë 


en admettant que, le long de deux droites æ = a, y = b, ou CA, CB, parallèles 
aux axes, on donne directement w en fonction de deux coordonnées respectives 


Fig. 49. 


y! 


5—=a—x,"n—b— 7 comptées en sens inverse de æ et de y à partir de l’inter- 
section C. 

Soient donc, avec deux fonctions continues f(£), #(n), nulles en même temps 
que leur variable, mais d’ailleurs arbitraires, 


u=c+f(E), u=c+e(n), : 


les deux expressions connues de w le long de CB et de CA, c désignant la 
valeur, quelconque, de w en C. L'intégrale générale w pourra évidemment se dé- 
composer en trois solutions particulières, dont la première, sans fonction arbi- 
traire, donnerait w — c en tous les points des deux droites indéfinies CB, CA, 
tandis que les deux autres, affectées chacune d’une fonction arbitraire, corres- 


D'PTE 
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450*. — Solution soit approchée, soit quelquefois même exacte, au moyen 
d'expressions entières et finies, du problème des températures station- 
naires pour un espace plan limite par un contour quelconque, et ré- 


duction, à ce problème, d’autres questions importantes de la Physique 
mathématique. 


Nous avons encore d’utiles considérations à ajouter, touchant le 
problème des températures stationnaires, dans un espace plan limité 


pondraient, l’une, à uw = f(E) sur CB avec u = o sur CÀ, l’autre, à w = o sur CB 
avec u = p(n) sur CA. 

Nous représenterons la première de ces trois solutions partielles, évidemment 
proportionnelle à c, par U, après lavoir divisée par c et astreinte ainsi à prendre 
la valeur 1 tout le long des deux droites rectangulaires données, ou mieux de 
deux droites fixes et paraMèles aux axes, mais choisies d’ailleurs à volonté. C’est 
précisément la fonction U ainsi définie que la méthode de Riemann suppose 
trouvée et emploie à la formation des deux autres intégrales. 

Essayons de découvrir sa forme, en admettant, pour simplifier le plus possible, 
que les deux droites sur lesquelles elle doit acquérir la valeur r soient les deux 
axes mêmes des x et des y, ou aient comme équation æy — 0. La fonction U se 
réduisant dès lors à la constante 1 pour æy = 0, demandons-nous si elle ne se- 
rait pas uniquement dépendante du produit æy, que nous désignerons par p, et 
appelons, dans cette hypothèse, U’, U” ses deux dérivées première et seconde en p, 
‘tandis que P, Q, S exprimeront ses dérivées premières et seconde en +, y ana- 
logues à celles, p, g, s, de u. Comme les deux dérivées en æ et y de la variable 


eo — æy sont y et æ, deux différentiations successives de U par rapport à x et à y 
donneront 


PEU", S = Ütyr AU'= pu" U'; 


ce qui changera l'équation aux dérivées partielles proposée $S + U — 0, ou 
S — — U, en une équation simplement différentielle, po U"+ U'—— U, identique 
à celle, (81) [ p. 308* |, qui, pour v = o, régit la fonction cylindrique J,(r) quand 
on pose r = 2ÿp = 2/xy. Si d’ailleurs on joint à cela que U doit, pour r = 0, 
rester fini, comme J,(r), et se réduire à l’unité, alors que J,(r), donné en inté- 
grale définie et en série par les formules (92) et (94) des pp. 313* et 314*, ac- 


Ce EN EA 
quiert la valeur —; il viendra 
2 


9 Pe, 
(æ) U==1,(2V/zxr). 
de 
Cela posé, considérant, par exemple, la seconde solution partielle w, fonction 
de point nulle sur CA et égale à f(6) ou f(a —æ) sur CB, voici comment la 
méthode de Riemann permettra d'obtenir sa valeur, &,, à l’origine O, qui, par rap- 


port aux axes fixes C£, Cn, est un point quelconque du plan. Ajoutons les deux 
équations proposées 
S + ÜU = 0, S+u—0, 


après les avoir multipliées respectivement par wds et par — U do, où ds désigne 
l'élément de l’aire s comprise entre les deux axes Ox, Oy et la ligne courbe ou 
brisée, qui est ici ACB, à laquelle se rapportent les données initiales caractéris- 
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par un Contour quelconque aux divers points duquel on se donne soit 


: z Ms ROUE ; ; 
la fonction +, soit la dérivée Te dans le sens normal, soit même, plus 


tiques de la solution qu’on cherche; puis intégrons dans toute l'étendue s le ré- 
sultat obtenu, évidemment identique à 

Eden d.U 

ÉLUS Dan do =), 

dx dy 

et dont le premier membre sera tout entier transformable, par les formules (20) de 
la page 92*, en intégrales prises le long du contour OACBO, ou s, de l’espace 5. 
Nous aurons ainsi 
(8) f LuQ cos(n, æ)— Up cos(m y) — 0. 
Or les éléments de cette intégrale s’annulent le long des parties AC, BO du con- 
tour s, où uQ —o et cos(n, y )—0o; mais ils deviennent respectivement p dx = du, 
— Upd£é = Uf'(£)d£ le long des deux autres parties OA, CB, où cos(n, æ) = 0, 
cos(n, y) =7+1, ds = (dx ou dË). Leur somme, depuis le point O, où u = u,, 
jusqu’en À où uw —0, se réduit donc à — u,; et, le long de CB, où, U étant 


ain 


J,(2V8z) =23,[2y8ta 5], £ croit d’ailleurs de zéro à a, elle est 


« 

2 f JT2Vo(a—#%)]f'(E) dé. Donc il vient, en vertu de (8), après transpo- 
0 

sition du terme — &,, 


(1) u= 2 f avête- 91 (ba 


À 0 
Ce sera l’expression cherchée de w si, rapportant le plan aux axes CE, Cn. 
c’est-à-dire posant æ = a —Ë, y = b — n (d’où dx — — dE, dy = — dn), ce qui ne 
modifie pas la formule de s ni, par suite, l’équation 
S+u—0, 


on appelle de plus æ, y les deux nouvelles coordonnées a, db de l’ancienne ori- 
na XX 
RSR l 2 Too 
gine O. Alors la solution particulière (y) devient — / J,[2vy7(x —E# )1f'(E)d£, 
Le 0 
et, en y joignant la solution analogue qui se réduit à zéro sur CB, à © (n) sur CA, 


puis la première solution trouvée cU, c’est-à-dire — cJ (2x nous aurons 
Ï P mL ) 
LL 


RCE ae , : d° 
enfin l'intégrale générale de l'équation -—— -- & — 0, 
dx dy 


| Len (ave) + f° 17 51" (E)dr 


() 
À 4 
| + f LED Ie (nan! 
0 


Poisson l’avait obtenue au moyen d’un développement en séries, complété par 
la réduction des séries à des intégrales définies (Théorie mathématique de la 


chaleur, par Poisson, 1835; n°° 77 et 78, p. 151). 
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généralement, une relation entre & et 4e ou entre w et an Las Ce 

dn ds dy 
problème (il est bon de le dire pour motiver la grande place que 
nous lui consacrons) présente un intérêt considérable, à raison sur- 
tout d’autres questions importantes de Physique mathématique qui s’y 
ramènent. 

Les deux principales sont celle de la torsion d’un cylindre élastique 
plein, dont la section normale 5 a une forme donnée quelconque, et 
celle du régime uniforme, supposé parfaitement continu, d’un liquide, 
coulant le long d’un tube de même section 5, mouillé par ce liquide. 
Dans les deux cas, l’on est conduit à chercher, pour tous les points 
(æ, y) intérieurs à 5, une fonction Ÿ qui satisfasse à l'équation indé- 


finie 


(56) A2 Ÿ + une constante donnée K — 0, 


et qui, de plus, s’annule sur tout le contour de 5. Or si, observant que, 


: r a? 
par exemple, A,% + K—A, (u + K rs } on appelle © la somme 
9 


De 32 
v+K me de manière à poser 


Ê x? 

(57) ral er à 
2 

l'équation (56) deviendra évidemment 4, — 0 ;etla nouvelle fonction 

inconnue + exprimera les températures stationnaires de 5, dans l’hy- 


2 


\ Ni . Tr LE . . 
pothèse d — o, c’est-à-dire #8 — K —, aux divers points du con- 


2 


tour. 
Les méthodes rigoureuses indiquées ci-dessus ne permettant de 


former cette fonction & que pour certaines formes de 5, soit rectangu- 
laires, soit annulaires, à côtés droits ou courbes, il y a lieu de cher- 
cher, pour les autres cas, quelque procédé tout au moins approximatif 
d'intégration, plus ou moins analogue à ceux dont il a été succincte- 
ment question vers la fin du n° 444* (p. 395*). C’est ce qu'a fait, dans 
un Mémoire de 1843 (!), M. de Saint-Venant, qui y propose d’adop- 
ter, pour la fonction e, la forme la plus simple possible, savoir, celle 
d’un polynôme ordonné suivant les puissances ascendantes de +, y, et 


(1) Sur un mode d'’interpolation applicable à des questions relatives au 
mouvement des eaux et suppléant à l'intégration, souvent impossible, des 
équations aux dérivées partielles (Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 


13 novembre 1843). 
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d’un degré d'autant plus élevé qu'il s’agit d'obtenir une approxima- 
uon plus grande. 

Il rend d’abord cette expression, intégrale exacte de l'équation in- 
définie A, —o, en donnant à l’ensemble de ses termes d’un même 
degré quelconque 7 la forme, à deux coefficients arbitraires ÀA,, B,, 


(æ YVES CE ee) 
2 


(e+ VE GS 
re 2 
2V— 1 
forme évidemment composée de solutions particulières f(x y 50) 
de 4,9 — 0 [p. 368*, form. (109)], et dont le développement est 


( 58) An + B, 


12047 1:20 


he [a n(n—1) at n(n—1)(n —2)(n — Dani pr.) 
COS EE 
l + B, [Een y— AIRES use as ae ue \ . ; 


A 


120 


Ayant ainsi obtenu pour © l’expression générale, parfaitement con- 
tinue dans tout le plan et affectée de coefficients AÀ,, A,, B,, À, 


B;,,..., À,, B, en nombre 27 +1 (quand on l’arrête aux termes de 
degré n), 


© — A o + A1x ii By + Ao(æ?— y?) ra B:(2xy) 


(60) 
+ A3(ax3— 3x7?) + B3(32?y —73)+..., 


M. de Saint-Venant dispose des 27 + 1 constantes À, B de manière à 
faire vérifier exactement, par cette expression de +, la condition aux 
limites, en 272 +1 points régulièrement espacés le long du contour ; 
après quoi 1l lui suffit de s'assurer que la même condition.se trouve, 
d'elle-même et au degré requis d’approximation, satisfaite en tous 
les points intermédiaires. 

Cette méthode, applicable toujours et même (à l'exclusion des 
précédentes) quand la condition définie ou aux limites n’est pas li- 
néaire, devient évidemment exacte dans le cas de contours ayant 
comme équation le résultat même de la substitution, dans la condi- 


| + ae 'd do d 
tion définie considérée, des valeurs de w et de <7 (ou ét a) 
dx dy 


données par (60). Or il n’est pas rare que de tels contours soient, 
comme l'expression (60) de +, qui leur convient, simples et, par suite, 
intéressants : l’étude, par M. de Saint-Venant lui-même (1), de la 


(*)-En 1853. Voir le Chapitre IX du Mémoire sur la torsion des prismes, au 
Recueil des Savants étrangers, de l'Académie des Sciences de Paris, t. XIV. 
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torsion dans des cylindres de formes très variées découvertes à peu 
près de cette manière, l’a surabondamment établi. 
Afin de montrer comment on procédera, essayons de former # et % 
1) 
Je 
b2 
de hauteur H, qui a ses trois côtés définis séparément par les équations 


; æ? : AUOT 
pour les deux cas de l’ellipse mt 1e du triangle équilatéral, 
Li 


(61) es, H—y=2xy3—0o, 
ou, ensemble, par la relation unique 
(62) YIH= y) 327] = 0: 


À raison de la symétrie de ces figures, Ÿ et, par suite, + devront être 
des fonctions paires en x; d’où il résultera, dans (60), A, —0,B,—0, 
RES RN RE 

Cela posé, s'il s’agit d’abord de l’ellipse, où la parité non moins 
évidente de © en y exigera encore l'annulation de B,, B;, ..., rédui- 
sons le second membre de (60) aux termes affectés des deux premiers 
coefficients encore subsistants A,, AÀ,, et déterminons ceux-ci de ma- 


": T NON E x ; ré: 
nière que la condition, © — = Kx°, relative au contour, soit satisfaite 
RS 2 y 2 


D'hiledenxeslemenle valeurs. 2% 06 fe 0 ét 4,2 0 
des variables æ?, y?, c’est-à-dire aux quatre sommets. Il vient, à cet 


ete les deux équauons À, - Ab 0) À +A a2= Ka: d'où 
) (0 0 2 > A0 2 à ) 


K a?2b? 
(A; À) EE 


I + à 
CR ( me) Or ces valeurs, substituées dans 


® = Ao+ A2(a?—ÿ?), 


donnent finalement, pour l'expression (57) de w, 


” K a?’b? æ? je 
(63) U= — ————— a Re EU 
2PA 2-10 a? b? 
formule exacte et non pas seulement approchée, car elle vérifie iden- 
tiquement la condition d — o tout le long du contour elliptique. 
S'il s’agit, au contraire, du triangle équilatéral, gardons dans le se- 
cond membre de (60) assez de termes pour pouvoir satisfaire à la 


À PAU Fra ; Re ue 
relation définie © — -K x? aux trois sommets et au milieu des côtés, 
2 


savoir (en partant du milieu de la base et allant vers le sommet op- 
posé) pour les quatre systèmes suivants de valeurs des variables x?, y : 


L pr: bas I 
ROM O0 TES 5 ety=o;a=—tf et y—-H;a—o 
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et y —H. Il nous faudra donc conserver les quatre premiers coeffi- 
cients subsistants, ou prendre 


(64) © = Ao+B;y + A:(22— y?) + B:(3x?7 — y3). 
Or la condition relative au premier système indiqué de valeurs donne 


AÀ,—0,etil résulte ensuite de celle qui concerne le suivant, À, — 


a | 
.- Il vient donc, en substituant ces 


Fr 


1 K 
1H 
valeurs dans (64), puis l'expression de + ainsi formée, dans (53): 


et, grâce au quatrième, B; —- 


Le Ky 
4H 


(65) U [(H— y} 3x?]. 
On voit que, ici encore, l'annulation de la fonction trouvée Ÿ reproduit 
l'équation du contour, comprise dans (62). Ainsi la solution (65) est 
rigoureuse et non pas seulement approchée. 

On lui donne sa forme symétrique naturelle, indépendante des axes 
coordonnés choisis, en observant que les distances de l’origine aux 
trois côtés (6r) et à trois parallèles à ces côtés menées par (x, y})sont 


respectivement zéro et y, =H et = (y + x V3), - H et . (y — T V3) < 


d'où il suit, par des soustractions évidentes, que les distances p, p', p" 


d'un point intérieur quelconque (x, 7) aux trois côtés du triangle 
équilatéral ont les valeurs 


(66) Ep EF DEAR = (H —VYT&XT 3), donnant p + p'—+ p"= H, 
et que la formule (65) devient 


(67) ba PP Per ND Pare 
HA H p+p' +p 


La valeur maxima de 4, au centre où les trois facteurs variables p, 


ar : : 12 
p', p! égalent chacun le tiers de leur somme constante I, est _ KHS 
- 


= 


—— —0,06H15K par la surface = 
9 VS V3 
triangle, tandis que, d’après (63), dans le cas d’un cercle de rayon 


c'est-à-dire le produit de 


; ui Ve 
a = b, le maximum de Ÿ, encore au centre, serait -Ka*, ou le pro- 
4 


r 


s K PA 
duit de —— — 0,05958K par la surface ra°. 
ÂT 
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Pour mettre en évidence, d’une autre manière encore, la symétrie 
propre au second membre de (65), on pourrait y remplacer les coor- 
données rectangulaires +, y par des coordonnées polaires 7, 0 comptées 
à parur du centre de gravité du triangle comme pôle; ce qui donne- 
[ 
3 
pression (65) de 4, après quelques réductions, en celle-ci 

) : ) ) 


rat æ —7rcos0, y — + H+7rsin0 et transformerait, par suite, l'ex- 


s M, KI SES CORNE PE 
(68) = = Li e lg snst)|. 


Elle reprend bien les mêmes valeurs chaque fois qué l’azimut 0 croît 
du tiers d’une circonférence 2r. 

Terminons par un exemple simple d'intégration approximative, en 
cherchant à former de même les formules de # et Ÿ pour le carré dont 
les côtés de longueur 24, parallèles aux axes, font partie du système 
de droites que représente l’équation (x? — a?)(y?— a?) — 0. Dans ce 
but, attribuons à o les trois premiers termes du second membre de 
(60) compatibles avec le genre de symétrie du carré, c’est-à-dire pairs 
en æ et y, savoir, 

Ao, Ao(æ?—y?), A;(xt—6xy2+ y#); 
et déterminons les trois constantes AÀ,, À,, A; de manière que la con- 


2 


dition $—o ou &—K — soit exactement vérifiée aux milieux 
L 2 


M ne No) (des quatré/côtés; ainsi qu'aux 


9 


quatre sommets (x?— a?, y?— a?). L'expression (57) de Ÿ, obtenue 


Dresque immédiatement, sera 
presq ) 


\ 


a — PA + 6 LAVE m— M? 
DC ) 


(69) Ù — a) d— x?— y?- 


Le rapport de cette expression le long d’un côté quelconque, le 

long du côté y —a par exemple, à sa valeur relative au centre 
1022 æ2\ De £ 

(a ONE 0 RdupFcarre/est Glns (: ÉS all quantité positive, entre 

les deux limites æ?°— 0, x?— a?, et non pas rigoureusement nulle 

comme on l'aurait désiré. Or son maximum, évidemment atteint pour 


2 


I : : : 
a?, est — ou quatre pour cent environ, écart assez sensible, 
24 


dt — 
Li 


D | = 


même pratiquement, comme l’on voit. 

Mais une correction finale, que comporteront toujours les intégra- 
tions approchées dont il s'agit dans ce numéro, permettra de réduire 
l'erreur due au mode d’interpolation choisi. Elle consiste à modifier 
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le terme.constant A; de Ia manière qu'il faut pour annuler exactement 
la valeur moyenne de % le long du contour. À cet effet, il suffira, dans 
l'exemple actuel, de former l’expression du second membre de (69) 
sur un côLé quelconque, le côté y — a, par exemple, puis d’en prendre, 
de z=04 x =24 Mammoyente 


K È Kosa 
f (ax — xt) dr = — —;) 
3 J. ï 


79 


qui sera évidemment celle de Ÿ sur tout le contour 8a, et de retran- 
cher enfin cette moyenne de (69). Il viendra l’expression corrigée 


9 ! ! dar? le \ 
70 at — vi + Gary? — y" 
(70) d— — Le ddr y 4 4 ) ) 


5 a? 


dont le rapport à sa valeur au centre (x — 0, y —0) est, sur le côté 


+ en Œ , 
I IONEE 2% 
IE Sd TEEN ; 
11 2 a? re) 
FA ve + AN 2 à ; 
et n'oscille ainsi, le long du côté, que de — — à Po e L'erreur relative 
44 044 


commise sur d, dans la vérification de la condition au contour, se 
trouve donc réduite de près de moitié quant à son maximum; mais, 
surtout, elle est annulée en moyenne et, par suite, fort atténuée dans 
son influence générale sur les valeurs obtenues de Ÿ à l’intérieur du 
carré 5 — /{a?. Aussi la formule (70) suffira-t-elle dans la pratique, 
malgré son excessive simplicité comparativement à l'expression exacte 
de, en série de cosinus circulaires et hyperboliques, que donne le 
procédé du n° #48* (p. 4o7*). C’est ce que montre l'évaluation de la 
valeur moyenne, particulièrement importante à considérer, de 4 dans 
toute l'étendue 5 du carré. Conclue presque sans calculs de (70), cette 


moyenne générale est -— K5?, ou (0,035)K9?, et ne se trouve en dé- 
200 
faut sur la vraie, (0,03514 ...) Ks?, déduite très péniblement de la série 


one PU 
transcendante, que d’une fraction de sa valeur inférieure à See 
2/ 


QUARANTE-SIXIÈME LEÇON. 


PROCÉDÉS D'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DE LA PHYSIQUE MATHÉ- 
MATIQUE, POUR LES CORPS D’UNE ÉTENDUE CENSÉE INFINIE : ÉQUA- 
TIONS NE CONTENANT QUE DES DÉRIVÉES D'UN MÈME ORDRE PAIR, 
ET QUI S'INTÈGRENT PAR DES POTENTIELS. 


x 


451*, — Dans quelles circonstances les dimensions d'un corps peuvent 
être supposées infinies; des simplifications qui s’y produisent. 


Un certain nombre de phénomènes, qu’on pourrait désigner par le 
nom générique de rayonnements tndéfinis autour d’un centre et qui 
sont des plus importants à cause de leur simplicité, restent (quant à 
leurs circonstances bien visibles) localisés, tantôt, dans le voisinage 
d’une petite portion de la surface des corps ou des milieux matériels 
dans lesquels nous les observons, et tantôt, loin de cette surface, aux 
environs d’une partie restreinte de leur intérieur. La cause qui les 
produit a précisément pour siège la région superficielle ou intérieure, 
relativement peu étendue, dont il est question; et son influence 
rayonne (si l’on peut ainsi dire) tout-autour, Jusqu'à des distances 
considérables, mais en s’éteignant assez vite pour n'avoir plus que des 
effets insensibles auprès des limites du corps, autres du moins que la 
surface de départ (s’il y en a une). 

Il est clair que la présence de pareilles limites, jusqu'où le phéno- 
mène n’arrive, en quelque sorte, qu'évanoui, ne peut généralement 
pas modifier d’une manière appréciable son évolution là où il est per- 
cepluble; ce qui permet de raisonner, dans l’étude des faits produits 
autour des centres de rayonnement ou d’émanation, comme si les li- 
mites du corps étaient reculées à l'infini soit de tous les côtés, quand 
il s’agit d’un phénomène intérieur, soit du moins, quand il s’agit d’un 
phénomène superficiel, dans les directions comprises d'un même côté 
du plan tangent mené, à la surface où il prend naissance, au centre de 
son lieu d’origine, supposé assez restreint pour n’offrir qu’une cour- 
bure négligeable, c’est-à-dire des différences d'orientation très faibles 
entre ses divers éléments. 

On est donc conduit à imaginer des corps de dimensions indéfinies 
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mais où, en général, les quantités w, 6, «4, ... exprimant leurs états 
physiques tendent partout vers zéro aux grandes distances + de l’ori- 
oine des coordonnées +, y,z. Alors, au lieu de relations spéciales aux 
surfaces ainsi écartées, relations qui, même simples, étaient presque 
toujours d’une vérifieation difficile à cause des points précis (æ, y, 3) 
qu'elles concernaient, on n’a plus qu’à astreindre w, ?, #,... à s'éva- 
nouir asymptotiquement, c'est-à-dire à l'infini, suivant les directions 
où ces surfaces ont disparu : condition la plus simple possible, que 
l'on reconnait, par les méthodes du n° ##1{* (p. 381*), pouvoir suppléer 
parfaitement les précédentes au point de vue de la détermination com- 
plète des problèmes, en tenant cependant compte, dans certains cas, 
du degré de petitesse (par rapport à l'inverse de +) qu'imposent les 
équations indéfinies elles-mêmes aux quantités évanouissantes. Or ce 
remplacement de conditions précises, par un évanouissement asym- 
plotique qui n’est qu’une tendance de u, +, ,... à vérifier les rela- 
tions (4, 9, w,...) — 0, introduit dans les problèmes une simplification 
considérable. 

Aussi plusieurs questions, inabordables pour des corps limités, 
deviendront-elles accessibles pour les corps ou milieux indéfinis. Et 
quant à celles qu’on pouvait traiter par des séries multiples dans le 
cas de dimensions finies, leur simplification consistera le plus souvent 
en ce que le degré de multiplicité des séries s’y abaissera de moitié. 
C’est ce que montreront plusieurs des exemples suivants, mais sur- 
tout, vers la fin de la XLIX°e Leçon, l'emploi de la formule de Fourier, 
pour décomposer les résultats en solutions simples analogues à celles 
que nous avons considérées dans les deux Leçons précédentes, et pour 
déterminer leurs coefficients. 

Contentons-nous de mentionner dès à présent, à l'appui de cette asser- 
tion, le problème des températures stationnairese, dans un prisme sur la 


lo \ 


. Ha CR PA (4 ‘ 
première base 3 — o duquel la dérivée (- ? suivant le sens nor- 


2 


mal, à une expression donnée f(x, y), et dont la surface latérale, ainsi 
que l’autre base 3 — L, sont maintenues à la température zéro. Nous 
avons déjà vu que l'hypothèse d’une longueur infinie simplifiait consi- 
dérablement chaque terme de la solution, en réduisant la seconde 
expression (31) de z [ p. 4o5*] à la première (33). Malgré cela, tant que 
la base reste finie, la solution donnée & — 2CDZ garde son caractère 
compliqué de série ou somme quadruple : car la fonction + des deux 
variables non principales +, y dépend de deux paramètres £, j, comme 
le montre dans le cas le plus simple son expression (29) [p. 404* |, 
d'où il suit que 2CHZ est déjà une somme double avec des coeffi- 
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cients C donnés; et elle devient une somme quadruple après le rem- 
placement de ceux-ci par les intégrales doubles, dans le genre de (30) 
[p. 404*], qui les expriment. Mais il n’en sera plus de même si la 
base 3 —o devient infinie sans que la fonction arbitraire donnée 
{(x, y) diffère de zéro ailleurs que dans une région limitée, voisine 
de l’origine. 

Nous allons voir qu'alors, par le fait même que les conditions © — 0 
relatives aux faces latérales n'auront pas besoin d’être vérifiées si ce 
n'est à l’infint, une intégrale double de la classe des potentiels suffira 
pour exprimer . 


0 


452*, — Intégration par les potentiels, dans des cas où les équations 
indéfinies, linéaires et à coefficients constants, ne contiennent que des 
dérivées paires d'un même ordre. — Premier exemple : problème de 
l'écoulement d’un liquide par un petit orifice, etc. 


Commençons par des questions où les équations indéfinies, linéaires 
et à coefficients constants, ne contiennent que des dérivées d'un même 
ordre pair. 

La plus simple peut-être est celle que je viens de poser, des tempé- 
ratures stationnaires dans un corps remplissant tout l’espace situé du 
côté des z positifs, quand ces températures, nulles aux distances infi- 
nies de l’origine, ont, à l’arrivée sur le plan des xy, leur dérivée sui- 
de 
dz 
nulle aussi partout, saufdans une région assignée où elle est arbitraire. 
Au point de vue physique, cette condition spéciale à z — o signifie que 
la couche superficielle 3 — o du corps est imperméable à la chaleur, 
excepté dans la région désignée, par où pénètre à l’intérieur un flux 


vant le sens normal (a, ) égale à une fonction donnée f(x, y), 
\ 


ou courant calorifique, que mesure proportionnellement sur chaque 


, , e , e , 4 do , A] , 
élément d’aire la dérivée le 7) —1(rir)} Apres son cntréeptans 


A 


le corps, ce courant de chaleur y diverge en tous sens, suivant les tra- 
jectoires orthogonales à la famille & — const. de surfaces, en conser- 
vant partout une valeur ou un débit, à travers l’unité d’aire de ces 
surfaces, exprimé de même proportionnellement par la dérivée chan- 
sée de signe, A,9, de la température suivant la trajectoire orthogonale 
suivie; et il se répand de la sorte, pour finalement s’y dissiper, dans 
la masse du corps, maintenue sensiblement, sauf aux distances finies 
de l’origine, à la température zéro. 

Or il se trouve, en vertu des équations de l'Hydrodynamique, que, 
si le corps était remplacé par un liquide sans frottements, et la couche 
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superficielle z —o, dans toute sa partie imperméable, par une 
paroi fixe, mais, dans sa région perméable, par un orifice dont le 
débit (vers le dehors), ou volume fluide écoulé par unité de temps, 
serait, pour l'unité d’aire et à une époque quelconque, — = comme 
le flux de chaleur dans l’état stationnaire, il n’y aurait, en chaque 
point (x, y, 3), d'autre différence entre le mouvement de la chaleur. 
et celui du fluide qu’un renversement exact de sens, le courant de 
chaleur devenant la vitesse même du liquide, prise en signe contraire. 

Le problème d'Hydrodynamique, comme celui qui concerne la tem- 
pérature, revient done à former une fonction ® qui satisfasse à l’équa- 
tion A, — o dans tout l’espace où 3 est positif, et qui s’y évanouisse 


do 


aux distances infinies, en ayant de plus, pour sa dérivée —* à la limite 


dz 

3 —0, la fonction —f(x,y) donnée. Or, d'après des propriétés étu- 
diées plus haut (p. 224*), le potentiel inverse d’une couche matérielle 
fdm étalée sur le plan des xy, et y possédant une densité superficielle 


CL CE 


(ou masse par unité d’aire) égale à — 


» vérifie précisément toutes 


2 
ces conditions. Donc la fonction © demandée se confond avec lui et, en 


‘appelant Ë, n les coordonnées d’un point quelconque de la couche, ou 
du plan des æy, il vient 


(1) © — 


14 FE n)dédn 
dde VE BR ETUI 


Une intégrale double suffit pour lPexprimer, comme nous nous pro- 
posions de le reconnaître. Les limites d'intégration, que nous écrivons 
simplement o, pourront d’ailleurs être réduites à celles mêmes 
de l’orifice, ou de la région perméable de la couche superficielle, 
puisque, hors de là, le facteur f(£, n) s’annulera et fera évanouir tous 
les éléments. 

453*. — Deuxième exemple : équilibre intérieur d'un solide élastique 
dont les parties profondes sont maintenues fixes, pendant que sa sur- 
face éprouve des pressions ou des déplacements connus, s’annulant 


hors d'une région restreinte ou ils sont arbitraires; forme générale de 
la solution. 


La théorie de l'équilibre d’élasticité nous fournira un deuxième 
exemple, comprenant plusieurs cas, où s’emploient utilement, à tour 
de rôle, tous les principaux potentiels (à trois variables æ, y, 3) de 
couches planes de matière. 
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Il s'agira de déterminer, dans un corps élastique occupant encore 
tout l’espace où les 3 sont positifs, de petits déplacements &w, 6, 
(suivant les axes), qui satisfassent aux équations indéfinies (115) de la 
page 371* [où l’on aura Z — 0], et qui s’annulent aux distances infi- 
nies de l’origine. Mais, de plus, à la limite 3 — 0, ces déplacements 
ou, à défaut de certains d'entre eux, les composantes de même sens, 
Paz» Py» Ps, de la pression extérieure, exprimées (à un facteur constant 
près) par les formules 


/ 1 / dw du 1 / dw do 

re (+) m= (+) 
(2) PR 1— À /du | do  dw\ 

| ONU ET _. CT DNET } 


devront, aux divers points (6, ) de la surface, égaler trois fonctions 
de £, n, données arbitrairement pour tout l’intérieur de régions finies, 
et nulles hors de ces régions. 

Or nous avons trouvé qu'on satisfaisait aux équations citées (11) 
au moyen des formules (116) de la page 372*, dans lesquelles, d’après 
(119) [p. 372*] où il faudra faire ici Z — o, la fonction auxiliaire © 
sera tenue de vérifier la relation A, A,6 — 0. Si nous généralisons 
ces expressions (116) de &w, #, w, en leur en superposant d’autres 
analogues qui s’en déduisent par une ou par deux permutations tour- 
nantes effectuées sur æ, y, 3 et u, #, sw, il viendra, en appelant A, 
B, C les trois fonctions auxiliaires introduites pour jouer le rôle de © 


dans (116), 


a (= NCA Te) 
(3) (u,v,æw)=(k+r) A(A,B,C) — — 


dx TR Az 
CRC AA) 

avec les conditions A,(A, B, C) —o. Pour simplifier cette triple 
formule (3), prenons comme fonctions auxiliaires, à la place de A, 
B, C, leurs paramètres différentiels du second ordre A, (A, B, C) ou 
mieux encore les produits (4 +1) A, (A, B, C), que nous appellerons 


2 


ne , ; A dEende 
A one CCE HONSpAar LU EXDreSSIONn EE dont le pa- 
PART E dx dy dz 
: 1" J db AID d2\ 3 
ramètre À, sera évidemment + . Nous aurons 
Si keep t dr dy dz 
; \ 2 (A, 1h, ©) di 
u, p, æm) = (À, V, ES) — ———— —, 
(4 ) JG ? ; d(x, y, 3) 


les quatre fonctions Jb, 15, ©, H étant astreintes aux relations 


( <a Pre d\ , AE d2 
ta} At, 15e) 0, Rae Re 
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On vérifie aisément que, grâce à (5), les expressions (4) de w, #, 
rendent identiques les équations indéfinies citées (119), quels que 
soient db, Vb, ©, H. 

Cela posé, adaptons ces expressions (4) de w, #, w à notre problème 
où il s’agit d’un corps limité par le plan 4 — 0, en choisissant pour HI 
le produit, z$, du facteur 3 par une fonction $ de x, y, 3, finie et à 
dérivées finies, même quand s s’annule : forme de H où la présence 
de 3 procurera l'avantage de faire, à la surface 3 — 0, disparaître un 
terme de chacune des formules (4). Comme la troisième (4) devient 
m=(S—#)—3z fa, il y aura lieu, en vue de maintenir son analogie 


LEE de di 
avec les deux premières (4), savoir (u,s) — (L Bye Se de re- 
d(x, 7) 
garder la différence © — $ comme une seule fonction. Or, alors, pour 
avoir 4,(© — $) = o pareillement à A,(Jb, V5) — 0, il faudra, vu l’an- 
nulation séparée de A,2, prendre aussi 4,$ —0o. Posons donc, afin 


4 1 1 F FER qil, — @æ) ne ED — : A, * 
d'éviter toute confusion, À — a, VW —$, E —$ —}ou ES +7; 


et, comme, par suite de 


l’on aura 


AH=A(3:h)=z34$i+2—< Ra 


la dernière relation (5) deviendra, après une réduction évidente, 


GE à LR 1 


BEN ER TEE 


| l- 
(6) Gk+)T = 


Nous la simplifierons le plus possible, en appelant #! la somme 2 £ +1 
et Pb le produit (24 +1) ou £'$. Alors les formules (4) et (5), trans- 
formées en «, 5, y, æ, seront 


+ Ve E 3 dp 
PF W)=(a ff, Y)— > -——, 
| RL Ve) 
(7) { où £'—24%+7, et avec les conditions 
dæ da d'à dy 
U Az, 5,7%, P) = 0, Per + + —t. 
| dz TROT RNECLE 


454*. — Premier cas, où ce sont les déplacements à la surface 


que l'on donne. 


Cela posé, formons d'abord les expressions de 4, 8, y, dans le cas 
le plus simple, qui est celui où l’on connaît, à la surface 3 — 0, les 
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déplacements mêmes w,'e, æ, fonctions de £, n nulles hors de cer- 
taines régions, et que nous désignerons par &o, Po; Wg- 

Comme les trois premières formules (7) donnent (pour 3 —0) 
u—a, 6—$, w — y, on vérifiera tout à la fois ces relations propres à 
la surface et les équations indéfinies A,(4, 8, y) — 0, en prenant «, 6,7 
proportionnels non plus, comme © dans le problème précédent, à des 
potentiels inverses de couches fdm étalées sur cette surface 3 — 0, 
mais à leurs dérivées premières en 3, dont le A, sera lui-même évidem- 
ment nul, et qui (p. 224*) se réduiront, pour z—0, aux produits 
respectifs de —27 par les densités superficielles des couches ; d’où 
résultera aisément la détermination de ces densités et, par suite, la 
possibilité de calculer les potentiels. Il est clair, en effet, qu'on 
pourra se donner simplement %5, #5, #9 Comme densités, et faire «, 
8, y égaux aux quotients respectifs, par — 27, des potentiels corres- 
pondants, que nous appellerons U, V, W pour abréger, mais dont 
l'expression sera 


(8) AU M'EANDEE ie (to, Po, Wo) dé dr 


è 


CARS ne CE 


Ainsi, ces trois potentiels une fois évalués en fonction de x, y, z, on 
posera 


Reste à déterminer æ de manière à vérifier A, — o et la dernière 
(7). Or celle-ci devient, au diviseur près 27, par la substitution des 
valeurs (9) de z, B, y, 

CE LEVANT 


72 Br = de ati dy Sue “eo — O 


et il suffit, pour y satisfaire, ainsi qu'à A, — 0, de poser 


tro à I (% _ dV T) 
10 > — . 


Î SRÈETIESR 
tre 47 2 -ROERT à 7 dz 


Les expressions cherchées de &, #, seront donc, en portant dans 
les trois premières (7) les valeurs (9) et (10) de «, 8, y, æ, 


7 du 'e dv dW 
214 Ur AE CFA VEN) z FH: dy  dz 
DEL O CH PPS 


DT dz PTE d(X, Y,4) 


2 


pourvu toutefois qu’elles s’évanouissent asymptotiquement, pour 
3>>0,aux grandes distances « de l’origine. Or c’est bien ce qui à 
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lieu; car, lorsque + devient très ‘grand, tous les termes des seconds 
membres de (11) sont de l’ordre de petitesse des dérivées premières 
en æ, y, z de potentiels inverses UÜ, V, W relatifs à des masses limi- 


Es) 


tées, c’est-à-dire, au moins, de l’ordre de +—?. 


155*. — Deuxième cas, où ce sont les pressions extérieures 
que l’on connaît. 


Quand, à la surface z — 0, on se donne en fonction de Ë, 1, non 
plus les déplacements &5, Po, W, mais les pressions exercées du de- 
hors, Px, Py» P2 dont les deux premières sont {angentielles (c'est- 
à-dire parallèles à la surface) et la troisième seule, p,, normale, les 
expressions (7) de w, #, æ doivent être choisies de manière que les 
valeurs (2) des pressions, plutôt que w, #, eux-mêmes, reçoivent, 
pour s— 0, des formes simples. On y parvient en faisant, dans (7), 
soit x et 8 nuls, soit nul, et en superposant les solutions ainsi for- 
mées. Lorsqu'on prend a — 0 et f—o, la dernière (7) conduit à 
poser + —%. Lorsqu'on prend, au contraire, æ —0, la dernière (7) 


peut être satisfaite, simplement, ou bien sans annuler y, en choisissant 
pour a, 8, y les trois dérivées respectives en +, y, 3 d’une même 
fonction © dont le paramètre 4, soit nul, ou bien dans l'hypothèse 
9. ’ 2 vs “ de a (o 4 

o, ce qui, réduisant alors la dernière (7) à A en: 
À dy dx 
que 8, — x sont les deux dérivées respectives en + et y d’une mème 
fonction, 2%,, à paramètre A, nul afin d’avoir, encore simplement, 
A,(2,8,) — 0. Il viendra donc, par l'introduction des trois fonctions 


montre 


«/ 
1 


auxiliaires D, ©, », ainsi définies, 


49 à 3 dp do; 

FN de DR NON 

_ do z db PARLE 

(12) { V Tel FF dy ra 
_ dy 5 API LE 
dre Ve 


et ces valeurs, portées dans les expressions (2) de px, py, p- où l’on 
doit faire z — 0, donneront 
d /do k dv; 
DE tes ln) on 
- dx \dz  Kk dy dz 


+ + LA APRES do; 

Le Pr Care eee 
Le PH RNCS 
TR MN 


\ 4 
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Pour diviser la difficulté, formons la solution totale demandée, par 
superposition de deux autres plus simples, dont l’une corresponde au 
cas de pressions purement normales où l’on aura (p4, py) —0, p: 
seule recevant ses valeurs données, et dont l’autre corresponde au cas 
de pressions purement tangentielles, où p,, p, aient leurs vraies va- 
leurs, mais où p, s’annule. 

Dans le premier cas, les formules (13) montrent que p,, p, se ré- 
duiront à zéro, en prenant partout 


(14) RE Op= 0; 


1 do 
— ——. Ce n’est donc plus, comme dans les nu- 
k dz? 


méros précédents, la dérivée première en 3 d’une fonction à para- 


et que p, vaudra alors 


mètre A, nul, ni cette fonction même, que l’on donne à la limite 
3—0o, mais bien sa dérivée seconde. Aussi faudra-t-il, pour expri- 
mer simplement que cette dérivée seconde de # égale Æp., abandon- 
ner le potentiel inverse, et recourir au premier potentiel logarith- 
mique à trois variables d’une couche étalée sur la surface : d’après 
la formule (40) de la p. 226*, il suffira de choisir & égal au produit, 


k , . Q “ 
par — —, d’un tel potentiel f log(z+r)dm, en attribuant à la 
27 


couche potentiante f dm, en ses divers points (6,1), la densité su- 
perficielle p.. Alors les expressions (12) de w, v, w, à termes tous de 
l’ordre des dérivées premières d’un tel potentiel logarithmique, s’éva- 
nouiront bien (p. 227“) aux distances + infinies ; et toutes les équa- 
tions du problème seront satisfaites (1). 

Dans le second cas, où des actions tangentielles seules p,, p, 
s’exerceront sur la surface, la troisième formule (13) donnera p- — 0, 
si l’on prend de même, partout, 

RAGE 


63 MÉONTEWAETE 


(1) Ce cas, d’actions données, purement normales, s’exerçant à la surface a été, 
le premier, traité, d’abord en 1828 (Mem. des Savants étrangers, t. IV, p. 541), 
par Lamé et Clapeyron, au moyen d’intégrales quadruples, déduites de la formule 
de Fourier, trop complexes pour permettre de se représenter le phénomène, puis, 
le 20 mai 1838 (Comptes rendus de l’Académie des Sciences), par moi-même, 
au moyen du premier potentiel logarithmique, trouvé à cet occasion. Le cas sui- 
vant, d'actions tangentielles données, et celui où les déplacements à la surface sont 
connus, ont été résolus quelques années plus tard par M. Valentin Cerruti (eale 
Accademia dei Lincei, vol. XIIT, 1882). Enfin, j'ai traité récemment ( Comptes 
rendus, 9 et 16 avril 1888) les deux cas mixtes exposés ci-après. 
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et alors les deux premières (13) deviendront 


1 do do, 1 do de; 
1+ dy ds dxdz 


(6) PET ds to di 


Nous y séparerons # de »,, en les ajoutant et en les retranchant après 
différentiations respectives soit de la première en + et de la seconde 
en y, soit de la première en y et de la seconde en æ. Dans les résul- 
tats figureront les deux expressions 


d ( ) d'où F LUN fl OT an 
dz \ dx? dy? F dz \ dÿ “ dr} 
de, 1) 


équivalentes aux dérivées troisièmes ; d'après A,(%,w,)=—0; 
dz se ? 


de sorte qu’en résolvant par rapport à ces dérivées troisièmes, 1l 


viendra 
à do pe dpy\ LEGUE dPx dpy 
‘Mes (TE de rtr FÉTON Ce A Pet 


Ici, la dérivée en 3, que l’on connaît, des fonctions & et v,, est la 
troisième. Donc il faudra, utilisant l'équation (43) de la p. 228*, 
prendre pour ces fonctions les seconds potentiels logarithmiques 
fl—r + slog(z + r)] dm de couches f dm étalées encore sur la sur- 
face 3 — 0 et ayant en chaque point (£,1) les deux densités super- 
ficielles respectives 


ET ( | er), J (7 - apr) }: 
D) 


dx © dy dy ‘dx , 


(18) 


re 
RUN 27 


A 


Or, d’après les considérations exposées au n° 351" (p. 192*) à pro- 
pos de la différentiation des potentiels, les fonctions & et ©, ainsi for- 
mées s’exprimeront aisément au moyen des seconds potentiels logarith- 
miques de deux couches f dm ayant pour densités superficielles p, et 
Pr; Car, en appelant ®, et ®, ces deux potentiels, on aura, pour 
ceux dont les densités sont (18), 


1+ 4 /d®;  d®, rt dE 
(9), ve — + ‘), D = — Le Ce 
2T dx dy 27 | dy dx 
Grâce à ces valeurs de v, »,, et en se souvenant, d’une part, que 
4,(L, ®,) — 0, d'autre part, que les dérivées troisièmes de Lx, &, 


en 3 sont —27px et — 27p, pour z = 0, on constate directement que 
les conditions (16), relatives à la surface z — 0, se trouvent satisfaites. 
D'ailleurs, les expressions (12) de «w, e, w, où ® est en outre donné 
par (15), ont tous leurs termes comparables aux dérivées deuxièmes 
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de seconds potentiels logarithmiques, dérivées évanouissantes aux 
grandes distances + (p. 228*); en sorte que les relations (4, p, æ) = 0 
spéciales aux points infiniment éloignés ne sont pas moins bien véri- 
fiées que les autres équations du problème. 


456*. — Troisième et quatrième cas, où l'on se donne, à la surface, 
soit les composantes tangentielles des déplacements avec la compo- 
sante normale des pressions, soit la composante normale des déplace- 
ments avec les composantes tangentielles des pressions. 


Traitons encore les deux cas mixtes où l’on connaît pour 3 — 0, en 
fonction de Ë, n, soit ws, P, etP:, soit px, p, et w,. On y compose ai- 
sément les expressions de w, #, w, en ayant l’idée de traiter d’abord, 
d’après les formules (11) du n° #54*, les cas où l’on se donne, pour 
z — 0, soit les déplacements tangentiels effectifs &,, v,, avec un dépla- 
cement normal w, quelconque, mais que l’on fera nul pour plus de 
simplicité, soit, au contraire, le déplacement normal effectif w,, avec 
des déplacements tangentiels &,, , arbitraires, mais que l’on choisira 
de mème, pour simplifier, égaux à zéro. Et il suffit évidemment de 
superposer ensuite, aux expressions respectives de w, p, w ainsi for- 
mées, d’autres expressions, empruntées à (12) et donnant soit u, —0, 
, — 0, avec p; égal à une fonction arbitraire f(£, n), soit, au contraire, 
Paz Py égaux à deux fonctions arbitraires f,(Ë,n),f2(6, n), avec, —0; 
car, alors, les formules totales, ou de p:, ou de p, et p,, composées en 
superposant les deux solutions employées dans chaque cas, contien- 
dront, chacune, la fonction arbitraire de £, n nécessaire pour lui faire 
acquérir sur tout le plan z — 0 la valeur désirée, et, d’autre part, les 
expressions totales de &,, #, dans le premier cas, de w, dans le second, 
seront déjà celles qu'il fallait obtenir. 

Toute la difficulté consiste donc à déterminer , ©, w,, dans (12), de 
manière que ces formules, spécifiées pour 4 — 0, et les formules (13), 
donnent 


SOTEL 4) 0, PH Er = CET): 
soit Pr —f1(6 7) Pr = RE) Wy — 0. 
Or, comme l’hypothèse 3 — o réduit (12) à 


do do: do doi do 
(20) Dj =" UNE ds ot jé TP: ee Do —= + D, 


dx dy de 


il suffira, dans le premier cas, de prendre partout &# —0 etw, —0; 
après quoi, pour que l'expression correspondante (13) de p., devenue 
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1+4 a 
_Æ dz = ( 


pour 3 nul), se réduise à f(6,n), on devra choisir 


à 


égal au produit, par » du potentiel inverse d’une couche 


L 
2T(1+ A) 
fdm étalée sur la surface et de densité superficielle (4, 1). Afin 
d’abréger, nous appellerons P ce potentiel et nous poserons, par suite, 

k'P 
= ICE Alors les valeurs correspondantes (12) de uw, P, æ 
2r(1+ À) 


pourront s’écrire simplement 


K! 3 dP 


CD CREER NEC 


Elles s'expriment, on le voit, au moyen d’un potentiel inverse P et 
du facteur algébrique z; en sorte que ces valeurs sont analytiquement 
de la nature de celles, empruntées à (11) [p. 433*], qu’on devra leur 
adjoindre, ou qui correspondent à des déplacements superficiels ayant 
les composantes tangentielles &5, ,, Sans composante normale æ,.. 
Quant au second cas, où l’on veut que la troisième (20) devienne 


: do , 
#, —0, on atteindra ce but en posant partout D = — Ta ce qui 


. A+ À 
(vu d’ailleurs la valeur de £' — k) donnera aux expressions (13) 


de p; et de p, la forme, analogue à (16), 


K'10 div Rè do, k'+1 d?'o CAT 


G9) Pre Grds * dyds. = 3k dyds  dedsl 


; en > k 
Ces relations ne différant de (16) qu’en ce que A Me remplace 


1+ À, on les vérifiera évidemment au moyen de fonctions + et w, dé- 


2 k' 


duites de (19) par la même substitution de : à 1 + 4. Comme ici 


KR 

les expressions (22) de p; et p}.ont les valeurs f,(£,n), 72600 
appelons Ÿ,, ®,, plutôt que P,, À, les seconds potentiels logarith- 
miques des couches fdm à densités superficielles f(6,n), f2(£,n),et 
nous aurons, en multipliant d’ailleurs e, par 2, 


É I T NAT dE 1 /d® d? 
23 (D = ———— — —— ER n Us ME — 2 . 
(28) (FE 1) (a a mn) ET (Se Te) 


4 | do 
L’expression de æ étant en outre — ca? les formules (12) de w, », 


deviendront, après quelques réductions évidentes et substitution de 
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AURONT 
dz? dr? +7) A 
_ 1 d2(@:,%,0) 
(HER Erre me : | 
{ d Yy _@ \ d'Ls E 
l Cr ns A 
| d a (2 dz Pi ) | ' ( dz a 
n(k+1) d(x, 7,3) dr dy 


On remarquera que les seconds potentiels logarithmiques ®, de la 
forme f[—r + :log(r + z)]dm, ne figurent, chacun, dans ces for- 
mules, que par les deux expressions 


À dE @ d® dm 
Us à DS 07 22 1h « 
(25) NE fr dm et ee 6 Au 


qui représentent, comme on à vu dans la XXXVe Lecon (pp. 213* et 
214*), l’une, le potentiel direct fr dm et, l’autre, la moitié du para- 
mètre différentiel À, de ce potentiel. 

Or on peut observer que la première partie de la solution totale 
cherchée, savoir, celle qui correspond à des déplacements ayant la 
composante normale #, sans composantes tangentielles, et qu'il est 


permis d'écrire, d’après (11), 


TE l T \ .Z T \ 
etes) - 1 d ( W -W), 


(26) (ue, EURE TA dz 27 A" ATV; 4) 


s'exprime aussi par un potentiel direct quand on veut en éliminer le 
facteur algébrique 3. En effet, W désignant, d’après la troisième for- 
mule (8), le potentiel inverse d’une couche fdm étalée sur le plan 


dm 
— 0, le produit 3W n'y est autre chose que JET 0 ou % frdm, 


dérivée en 3 du potentiel direct correspondant; et, d’ailleurs, W égale, 


. c I 
comme on vient de voir, - A, fr dm. 
> 


En résumé, ce sont des potentiels directs qui fournissent naturel- 
lement la solution du second cas mixte, où l’on se donne p,, py; , 
tandis que des potentiels inverses convenaient pour le premier cas 
mixte, défini par les données &,, F5, p:, non moins que pour le pre- 
mier cas simple, où l’on connaît &,, #5, #0, et tandis que les deux po- 
tentiels logarithmiques à trois variables ont permis de résoudre 
l’autre cas simple, plus usuel, où les trois composantes p,, p,, p. de 
la pression extérieure constituent les données. Le problème traité 
met donc en œuvre les quatre principaux potentiels (à trois variables) 
des couches planes et prouve l'utilité de ces sortes de fonctions, car 
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il est un des plus élémentaires que l’on puisse se poser sur limpor- 


tante théorie de l’équilibre intérieur des solides. 

Mais nous avons encore à déterminer les trois fonctions arbitraires 
F(É TES (£,n), f2(6,n), densités superficielles des couches dont nous 
avons appelé ci-dessus P, ®,, ®, des potentiels, inverse pour la première 
et logarithmiques de seconde espèce pour les deux autres. Il nous faut, 
à cet effet, voir, d’après les formules (2) [ p. 431*], d’une part, quelle 
composante normale p, de pression font naître les déplacements &, #6, 
«y définis par (11), dans la solution partielle où l’on se donne &, # 
avec #9 —0, et, d'autre part, quelles composantes tangentielles p}, 
P, de pression accompagnent de même, dans le second cas mixte, la 
solution partielle dont les données sont les vraies valeurs de #,, avec 
U— O0 et ,— 0; Car ces expressions, ajoutées respectivement à 
f(En), fat, n), J2(6, n), doivent avoir pour sommes les composantes 
effectives de pression, soit p,, Soit p, et p,, connues dans chaque cas. 
Or, en se souvenant que X!— 1 — 2, l’on trouve ainsi, dans le premier 

&: /du dé, 


k 
cas, pour adjoindre à f($, 1), x (2 7) et, dans le second, 
Ko ne ù Ne 
k' AC pour adjoindre respectivement à /1(5,n) et à f,(8, n). 
Le / ne 


Donc les trois fonctions arbitraires recevront les valeurs 


k (Se dv) 


NS M ON ET ALLEe use 
Taies n) DL Rd dr à dy 
4 k dw 
(27) { false) pr re sn 


: kÆ dw 
fe(E,n) = Pr + sx PAS 


Il est clair, par suite, que le potentiel inverse P de la couche à den- 
k /dU dv 

Fe en T dy 

U, V les potentiels inverses de couches dont les densités superficielles 

seraient P:, Up, F9. De même, les potentiels directs des couches à den- 

sités f1(6,n), f2(6, n) auront les expressions 


sité f(Ë, n) aura l'expression P, — 


h si l’on appelle P;, 


be PARU Iron 
J? dm LE ke ERP AT 2 f7 dm RE k PAR 


si frdm, frdm', frdm/ représentent respectivement les potentiels 
directs de couches ayant les densités superficielles px, py; #o- 
Voici, formées d’après ces indications, les valeurs définitives de «, 


(28) « 
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6, 4, pour les deux cas mixtes : 


(u pi sel d(U, V) _e z d dU R dV p | 
MAIRE TO METE “noT(irk) d(x, Y) Le dy Lie 
ni — k dU av Je P ; RE fre La (ES ! av _— 
MTL EL) dr UE dy, E :) on(i +) ds \dx dy 
Le. 1 fe dm dm d dm” 
DÉTATRIRTE RONA UE va) 
(29) L d dfrdm . dfrdm 
ce Sn (ltt4) dry, 2) | dr | d 


dz? 


27 
: eo | 


dm 
+(1— nf F 


Des vérifications assez faciles montrent que ces formules satisfont 
bien à toutes les conditions des problèmes posés, et, en particulier, à 
celles, dont il n’avait pas encore été question, de l’évanouissement de 
u, #, & quand la distance de (x, Y; 3) à l’origine devient infinie. 


. — Troisième exemple : équilibre d’élasticité d’un solide, sous 
l’action de forces extérieures quelconques s’exerçant sur une partie 
de son volume très éloignée de sa surface, pendant que celle-ci est 
maintenue fixe. 


Nous n’avons eu à utiliser, dans les exemples précédents, que les 
potentiels de minces couches fictives, étalées sur Ia surface où sié- 
geaient les causes des phénomènes et à partir de laquelle ces phéno- 
mênes se produisaient en s’atténuant d’une manière de plus en plus 
accusée avec la distance. Pour trouver un emploi analogue aux po- 
tentiels de masses triplement étendues, il faut supposer des actions ou 
influences appliquées directement non à une surface, mais à un volume 
et, de là, rayonnant sur toutes les parties environnantes du corps. 

Tel sera, sans sortir de l'équilibre d’élasticité, le cas des petits dé- 

? ? 
placements permanents causés, dans un solide, tant aux points mêmes 
qu'autour d’une région assez éloignée de la superficie, par des 
actions extérieures s’exerçant sur cette région, et dont les compo- 


santes suivant les trois axes, que j'appellerai X, Y, Z par unité de. 


volume, égaleront trois fonctions données des coordonnées æ, y, £. 
Les déformations entraînées par ces forces très loin de là seront insi- 
gnifiantes et même, dans le cas admis de trois dimensions, ne corres- 
pondront qu’à des changements mutuels de distance insensibles entre 
les points les plus éloignés; de sorte que, si l’on suppose les axes des 
æ, y, 3 liés à ceux-ci, les déplacements &, p, sv s’annuleront à Pinfini, 
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le long de toutes les droites émanées de l’origine. On pourra done, 
pour déterminer les trois fonctions &, 6, de æ, y, z, adjoindre ces 
conditions d’évanouissement asymptotique aux trois équations indé- 
finies de l'équilibre. Grâce, d’ailleurs, à la forme linéaire de toutes ces 
relations, la solution totale se constituera par la simple superposition 
de trois solutions partielles, dans chacune desquelles les actions exté- 
rieures données se réduiraient à leurs composantes suivant l’un des 
axes, savoir, à X, ou à Ÿ, ou à Z, par unité de volume. 

Or, si l’on considère, par exemple, les déplacements w, e, dus aux 
composantes suivant les z qui, sur l'élément quelconque de volume 
ds à coordonnées x, y, z, ont la valeur Zdw, les équations indéfinies 
seront précisément celles, (115), de la page 371*, rappelées tout à 
l'heure (n° 453*), équations admettant les solutions (116) de la page 
suivante 372* pourvu que la fonction auxiliaire © satisfasse à la rela- 
tion (117) écrite immédiatement après, savoir, à 


(50) A4 — 


Mais nous avons vu (p. 214*) qu'un potentiel direct fr dm est na- 
turellement apte à vérifier une équation analogue; car, si p(x,y,z), 
fonction nulle hors de la région qui contient la masse correspondante 
Jdm, désigne la densité de cette masse en chaque point (x, y, z) de 
l’espace, on a identiquement A, A, frdm——8r2(x, y, 2). 

Prenons, par exemple, p(x, y, z) — 2, ou attribuons à l’élément dm 
de la masse potentiante étendu (fictivement) dans l'élément ds quel- 
conque de volume, la valeur même Zdx de la force extérieure qui s’y 
exerce; et nous aurons A,4,/fr dm —— 8T£Z, relation équivalente à 
(30) si l’on pose 
(D Ne fr dm 
; 87 A(k +1) 


Il suffira donc, pour vérifier les trois équations indéfinies, de porter 


cette valeur de dans les expressions (116) citées de w, p, w; ce qui 


dm \ 
(vu la formule A, fr dm — 2 tr donnera 


» 


e/ 


(32) SUIS Dies (o (e [T — » se LL 
ER PATRON r 8rk(k+1) d(x,y,z) ds 


Et comme, de plus, ces valeurs de w, #, # ont tous leurs termes de 
l’ordre des dérivées secondes en +, y, 4 du potentiel direct d’une 
masse limitée, elles deviennent comparables à l'inverse de +, c’est- 
à-dire évanouissantes, aux distances infinies + de l’origine, Ainsi elles 
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vérifient toutes les équations du problème et en constituent la solu- 
tion unique. 


458*. — Quatrième exemple : état permanent des températures, dans 
un corps pourvu, à son intérieur, de sources constantes de chaleur, 
et maintenu, loin de ces sources, à une température uniforme. 


C’est le potentiel direct d’une masse à trois dimensions qui nous à 
permis de résoudre la question précédente d'état permanent. En voici 
une autre, plus simple, et se rapportant également à un corps indé- 
fini dans tous les sens, où l'intégration s'effectue au moyen du poten- 
tiel inverse d’une telle masse. 

Il s’agit de déterminer les températures stationnaires © d'un solide 
à l'intérieur et autour d’une région dans laquelle sont supposées pro- 
duites (grâce, par exemple, à des actions chimiques locales de très 
longue durée) des quantités de chaleur constantes par unité de temps 
et définies en chaque point, pour l’unité de volume, au moyen d’une 
fonction donnée K des coordonnées x, y, :, la température © du corps 
étant d’ailleurs maintenue, en tous les endroits très éloignés de ces 
sources de chaleur, à un degré uniforme choisi comme zéro du ther- 
momètre. 

Le problème aura pour équation indéfinie A,6 —— K, du moins en 
adoptant des unités convenables; et il s’y adjoindra, comme condi- 
tion aux limites, e — o aux distances infinies + de l’origine. 


i PAC : AIN RE 
Or le potentiel ordinaire ou inverse Î— d'une masse de densité K 
Pa 


occupant toute la région des sources, et formée ainsi d'éléments, dm, 
égaux en chaque endroit d& à la chaleur Kdw qui s’y trouve produite 
par unité de temps, vérifiera (p. 214*) l'équation indéfinie analogue 
dm 


dm LAN TER à Le 
A, | — ——/4TrK, ainsi que la relation spéciale 
; 
Donc la solution du problème s’obtiendra en prenant la fonction & 


simplement proportionnelle à ce potentiel, c’est-à-dire en posant, pour 


— 0 à l'infini. 


que A,9——K, 


(33) = LT. 


7 


459*, — Cinquième exemple : intégration de l'équation du son 
par les potentiels sphériques. 


Dans toutes les questions abordées ci-dessus, les coordonnées +, y, 
z étaient les seules variables indépendantes que continssent les équa- 


h44* PHÉNOMÈNES S'EXPRIMANT NATURELLEMENT PAR DES POTENTIELS : 


tions indéfinies du problème; aussi ne s’y agissait-il que d’états per- 
manents, sauf au n° #52*, à propos de l’écoulement d’un liquide par 
un orifice ayant son débit réparti d’une manière connue entre ses 
divers éléments; problème où la solution est la même, en fonction de 
ces données à chaque époque £{, quand elles sont invariables que lors- 
qu'elles changent d’un instant à l’autre. Il nous reste donc à traiter 
comme cinquième exemple, pour un milieu indéfini, un problème 
d'état variable où le rôle du temps £ ne soit pas moins essentiel que 
celui des coordonnées +, y, 3, et où, cependant, les équations à inté- 
orer ne contiennent que des dérivées partielles d’un même ordre pair, 
afin de pouvoir en demander encore la solution aux potentiels. 

Ce sera le calcul d’une fonction & régie par l’équation indéfinie, 
appelée équation du son, 


TR 
dt? 


$lc 


— a? A9, 


où a désigne une constante positive, avec les conditions initiales que, 
pour £ — 0, cette fonction et sa dérivée première par rapport à 4 s’an- 
nulent partout (du moins à une constante près pour v), sauf à l’inté- 
rieur de certaines régions d’ébranlement, où leurs valeurs 


, do 
(GES) ver, 2) (5). {LT rie 


seront directement données en chaque point (x, y, =). Les petits mou- 
vements intérieurs d’un fluide élastique homogène, tels que les vibra- 
uons sonores qu'il éprouve et transmet quand il est quelque part 
ébranlé, dépendent, dans tous leurs détails, d’une pareille fonction e, 
ou plutôt de ses dérivées partielles premières; et le calcul des mouve- 
ments analogues d’un solide élastique isotrope se ramène aisément à 
la détermination de quatre de ces fonctions, pour l’une desquelles la 
constante a n’est pas la même que pour les trois autres, mais qui, 
toutes quatre, ont leurs valeurs, avec celles de leurs dérivées premières 
en £, initialement évaluables au moyen des expressions (censées don- 
nées pour {— 0) des déplacements et des vitesses des divers points. 
Bornons-nous donc ici à intégrer l'équation (34). 

À cet ellet, observant d’abord que, dans le cas où & serait unique- 
ment fonction de x et de £, l'équation (34) prendrait la forme de celle 
des cordes vibrantes, 2. 0 Le ——; avec a comme vitesse de propa- 
galion des ondes (p. 363*), construisons pour chaque valeur du temps 4 
(même alors que dépend des trois coordonnées), une ligne r ég vale 
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au chemin, at, que de telles ondes auraient parcouru au bout de ce 
temps, et, posant ainsi 7 — at, substituons à £ la nouvelle variable 7, 
de manière à n’avoir, évidemment, rien à changer aux dérivées en x, 
y, : des fonctions de point, mais à pouvoir transformer les dérivées 


d d À : à 
en £ par la formule Ra L’équation (34) deviendra 
PA Ps do 
( )0 ) pa FT A:0. 


Or, convenons de représenter chaque système de valeurs de x, y, 3, 
t, ou, plutôt, de x, y, 3, r, par une sphère os — 4x7? décrite autour du 
point considéré (x, y, :) comme centre avec la ligne 7 comme rayon. 
Alors l'équation (36) sera justement celle que vérifie (p. 197*) le 


: ; o ds 
CR Î ae A NE 
potentiel sphérique FE de toute masse fdm ou fpdw, répartie 


d’après une loi continue quelconque dans l’espace indéfini f di; etelle 
sera encore celle que vérifie la dérivée en 7 soit de ce potentiel sphé- 
rique, soit de celui d’une deuxième masse analogue. Si d’ailleurs nous 
attribuons à la seconde de ces masses la densité p—vo, ou 
D N(#,0y, sr) et/alarpremière, la densité 0, = (7; 7,5), que nôus 


: 236 ds 
appelions æ le potentiel sphérique FE de la seconde, %, ou 
01 ds : a : RES dp 2 
[ES celui de la première, la solution particulière © — me de (36) 


se réduira [p. 197“ |, pour r — 0, à 4TrF (x, y, z), et aura sa dérivée 
en £, ou sa dérivée en 7 multipliée par &, initialement nulle, tandis 


que la solution particulière © — ®, sera elle-mème initialement nulle, 
mais aura, pour { = 0, sa dérivée en 7 égale à 4r f(x, y, 2), ou sa déri- 
vée en texprimée par 4raf(æx, y, =). Comme l'équation linéaire (36) 
ne comprend pas de terme indépendant dec ou de ses dérivées, on lui 
formera évidemment une solution, w, dont les valeurs initiales et 
celles de sa dérivée en £ soient exprimées, comme on le désire, par 
F(æx, y,z) et par f(x, y, <), en superposant ces deux solutions par- 
ticulières, après y avoir introduit respectivement les facteurs con- 


l I RL 
stants — et + Ainsi il viendra 


AT ÂTa 


1 d® I FALL PUS an NI p1 do 
(37) ere fera pre er RUE Mr MP 
4T di 4 a 4x dy 7 AT a 1 


En outre, les densités choisies o — F(x, y, s) ét p = f(x, 7,3) 
devenant, aux grandes distances + de l’origine, la première, constante, 
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sinon nulle, et, la deuxième nulle, le potentiel æ, se réduit à zéro, 
quelle que soit la valeur donnée de & ou du rayon 7, aux points (x, y, 3) 


AR Ie ; ; ds 
suffisamment éloignés, et le potentiel ® y devient e [TE — AT er 


avec p constant; d’où il suit que le second membre de (37) y prend 
cette valeur constante assignée de la fonction p ou F(x, y, s), pour 
les points infiniment distants de l’origine. 

Ainsi l'expression (37) de © constitue la solution demandée ; car 
elle vérifie toutes les conditions qui, ensemble, déterminent certaine- 
ment le problème, et dont il est même probable, du moins dans le 
cas actuel de l’équation indéfinie (34) ou (36), que la dernière, rela- 
tive à l’évanouissement asymptotique, à toute époque £, des dérivées 
de # pour + infini, se trouvait surabondante ou impliquée dans les 
autres. 

Des raisonnements et des calculs beaucoup moins simples que 
l'emploi des potentiels sphériques ont conduit Poisson, en 1819, à 
l'intégrale (37) de l'équation du son, non pas précisément sous cette 
forme géométrique, mais sous une forme analytique parfois indispen- 
sable dans les applications. 11 suffit, pour l'obtenir, d'évaluer æ et æ, en 
rapportant la sphère s — 477? à des coordonnées polaires 6, x dont le 
pôle soit au centre (x, y, 3), le plan des azimuts 6, parallèle aux æy, 
les hauteurs angulaires 1 (1), croissantes vers la direction des z posi- 
ufs, et le rayon vecteur origine des azimuts, orienté dans le sens des 
æ positifs. L'élément de surface do sera (p. 38*) r°? cos u du dô; et les 
coordonnées rectilignes de l’extrémité du rayon vecteur 7 qui y 
aboutit auront les valeurs 


æ+rcospcosû, y+rcosusinÿ, 3+rsinn. 


- à — et 0 de zéro à 27, les premier 


EU 


Comme d’ailleurs x variera de — = 


et dernier membres de (37) donneront 


T 
2 2T 
TA pe 2 : 3 
PT cos lt du F(x+rcosucos0,7y+rcos uSsiIn0,z--rsin 1.) d0 
qe LP 9 À 4 S Fr 0 
2 
Æ 


9 


2 T 
LT: F . , : 
LT zf cost da [ J(æ+rcosucos0,y+rcosusin0, 3+ rsin u)db, 
T 


2 


(*) J’appelle ici y et non pas #, comme à l'ordinaire, ces hauteurs angulaires, 
parce que + désigne déjà la fonction à évaluer. 
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formule qui devient identique à celle de Poisson lorsqu'on y remplace 


d 114 ; FE 
r par at et — par - —; en n'ylaissant plus ainsi figurer la constante «& 
dr a dt 9 


que sous les signes F et f des fonctions arbitraires. 

On remarquera : 

1° Que le dernier terme de (38) est une fonction impaire de 7, à 
cause de son facteur 7; car le résultat des deux intégrations par rap- 
port à 0 et à y reste le même quand on change 7 en — r, chaque 
élément devenant celui qui correspondait d’abord à des valeurs de 
cosô, sin et sin contraires des premières, ou, autrement dit, qui 
correspondait, sur la sphère, à l'élément dos symétrique du premier 
par rapport au centre ; ce qui ne change rien à la somme ; 

29 Que, par suite, le premier terme du second membre de (38) 
est, au contraire, pair en 7, comme dérivée d’une fonction pareille à 
la précédente, ou impaire ; 

3° Que chacun de ces deux termes continue d’ailleurs à vérifier 
l'équation (34) quand on y donne à £ ou à 7 — at des valeurs néga- 
tives, puisque, au facteur constant près 1, ils ont les mêmes 
valeurs que pour 7 ou £ positifs et, par suite (sauf encore le facteur 
1), les mêmes dérivées secondes en 7, avec les mêmes paramètres 
1,9; d’où il suit que légalité constante de 4, à ces dérivées secondes. 
assurée déjà lorsque 7° est positif, ne cesse pas d’avoir lieu si 7 devient 
négatif, le changement de signe indiqué par l’un des facteurs com- 
muns == 1 survenant également aux deux membres; 

4° Enfin que, dans le cas où & ne dépendrait pas de 3, ce qui ré- 
duirait les deux fonctions arbitraires F, f à contenir seulement leurs 
deux premières variables, on pourrait, à raison de Îa parité des élé- 
ments quand x changerait de signe, n’effectuer les intégrations par 


« L “ T Q e Là , 
rapport à x que de zéro à —, mais doubler ensuite le résultat en ré- 
2 


duisant à 27 le dénominateur 47. Et quoique alors les masses fictives 
de densités F, f s'étendissent à l'infini dans le sens des z, les expres- 
sions (37), (38) de + n’en seraient pas moins déterminées et n’en vé- 
rifieraient pas moins l'équation (36) ou (34), avec les conditions (35); 
car les masses potentiantes n’ont besoin (p. 198) que d’avoir une 
densité partout finie, non d’être elles-mêmes limitées, pour admettre 
un potentiel sphérique bien fini et déterminé. 
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460*. — Résultats immédiats de cette intégration : propagation du mou- 
vement sans dissémination le long destrajets suivis; ce qui entraine la 
conservation, à toute distance, des caractères de l’état initial et rend 
possible la précision ainsi que l'infinie variété des sensations auditives 
et visuelles. 


Il serait étranger au but de ce Cours de développer ou mème d’in- 
diquer les lois physiques résultant soit de l'intégrale (37) ou (38), 
soit des solutions obtenues pour les autres problèmes abordés 1c1. 
Toutefois, je crois devoir signaler une conséquence immédiate de la 
forme même de (33), à cause du haut intérêt qu’elle présente pour la 
Philosophie naturelle et du complément qu’elle apporte aux considé- 
rations du n° 388 (p. 204). La valeur ou la dérivée en r, qui figurent 
dans (35), des potentiels sphériques , et æ, dépendent uniquement, 
pour chaque point (æ,y,2) et à l’époque £, de ce que sont, à la dis- 
tance 7° — at tout autour, les densités fictives jf, F et la dérivée de F 
suivant les rayons r, c’est-à-dire de ce qu’a été l’état initial dans une 
couche sphérique infiniment mince située à la distance 7 = at de 
l'endroit considéré (x, y, 3). Donc l'influence des modifications pri- 
mitivement réalisées en un point quelconque ne se fait sentir en 
tout autre point qu'au bout d’un temps égal au quotient de leur 
distance par la longueur a, et durant un instant infiniment 
petit. En d’autres termes, l'équation aux dérivées partielles (34) 
exprime un mode de propagation du mouvement où, dans l’espace à 
trois dimensions, la célérité (vitesse de la communication des ébran- 
lements) a la mème valeur constante a que dans un espace linéaire, 
c'est-à-dire dans une propagation suivant un seul sens, et où, de plus, 
[a transmission aux diverses distances se fait sans dissémination (ni 
en avant n1 en arrière) le long des trajets suivis. 

Par suite, plusieurs ébranlements successifs produits au même 
endroit se maintiendront distincts durant toute leur propagation, 
séparés qu'ils seront sans cesse, dans l'espace, par un intervalle con- 
stant. [ls se comporteront, sous ce rapport, tout autrement qu'ils ne 
feraient dans le cas d'équations d’état variable non homogènes quant 
à l’ordre des dérivées, comme nous en étudierons bientôt et comme 
est, par exemple, celle qui régit les phénomènes de conductibilité ea- 
lorifique ; car la transmission qu’impliquent ces équations non homo- 
sènes est inséparable d’une dissémination indéfinie en chemin, tant à 
l’avant qu’à l'arrière des points où les modifications produites sont les 
plus sensibles. Ici, au contraire, les ondes émises, ne passant que suc- 
cessivement en un point quelconque, même éloigné, y présenteront 
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l'ordre et les autres caractères qu’elles offraient au départ. Et, si l’on 
Joint à cette circonstance la localisation possible des mouvements 
[qui résulte encore de (37), quoique plus difficile à apercevoir] sui- 
vant certaines directions à partir de chaque centre d’ébranlement, 
ainsi que la séparation, opérée dans certains de nos organes, des 
vibrations de périodes différentes leur arrivant à la fois, on s'explique 
comment les particularités diverses, les inégalités de toute nature, 
imprimées par chaque corps à l'agitation incessante qui en émane, et 
dont plusieurs sont aptes à être perçues ou analysées en nous, sub- 
sistent jusqu'à de grandes distances dans les milieux homogènes 
fluides et même solides que cette agitation atteint. L'on conçoit donc 
que tant de circonstances délicates ne s’atténuent, longtemps, presque 
pas plus vite qu'elle ne le fait elle-même à raison de sa dissémination 
latérale sur des surfaces d’étendue croissante, quoique néanmoins de 
petits frottements intérieurs ou défauts inévitables d’élasticité, ainsi 
qu'une hétérogénéité même légère, ou d’autres particularités qui ne 
sont pas davantage représentées dans l'équation (34), doivent les 
effacer bien avant l'extinction complète du mouvement. 

Voilà sans doute pourquoi les seules sensations qui nous procurent 
des connaissances nettes et variées sur le monde extérieur, les seules 
mêmes qui nous fournissent un nombre de signes assez grand pour 
exprimer et fixer nos idées de toute nature, sont celles qui dépendent 
de la vue ou de l’ouïe, c’est-à-dire des deux sens par lesquels nous 
percevons des phénomènes régis par l'équation (34) ou par d’autres 
analogues. Commeilse conserve, dans ces phénomènes, certains carac- 
tères propres aux corps qui les font naître, nous pouvons, dans la 
manière dont ils nous affectent, établir entreeux de nombreuses distinc- 
tions (bien que leurs détails intimes nous échappent) etles différencier 
infiniment plus que ceux que perçoivent nos autres sens, comme sont, 
par exemple, les mouvements<alorifiques transmis à la surface de notre 
corps. Ceux-ci se disséminent, au contraire, dans tous les sens, et se 
fondent ensemble. On s'explique done qu'ils nous apportent des im- 
pressions toujours confuses et indistinctes, quoique souvent beaucoup 
plus fortes que les précédentes. 

Aussi avons-nous dit déjà (p. 204) que les propriétés de propor- 
tionnalité et de simple superposition, constituant le principe de 
D. Bernoulli et dues à la forme linéaire des équations différentielles, 
ne suffisaient pas pour nous rendre possible le discernement des phé- 
nomènes. Mais elles y sont indispensables, puisque la relation (34) 
est linéaire, en même temps qu'homogène dans tous ses termes quant 
à l’ordre des dérivées qui y figurent. Et l’on peut remarquer, à cet 
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égard, que les sensations de son ou de lumière, si elles devenaient 
trop intenses, perdraient de leur netteté, de leur valeur expressive 
ou représentative; car la forme linéaire des équations, que nous 
savons due (p. 204) à une petitesse assez grande des variations d'état 
physique, pourrait n’y être plus suffisamment approchée (1). 
Justement, les écarts du second ordre que présentent, d'avec la 


(:) Remarques sur la même integration et sur ses résultats, pour les cas 
où il y a moins de trois coordonnées. 


Il n’est peut-être pas inutile d'observer que, même avec l’équation (34), mais 
dans un espace à deux dimensions æ, y (tel qu’une plaque mince vibrant dans 
son propre plan) ou encore lorsque, F, f, @ ne dépendant pas de 3, le mouvement 
se répand seulement dans les sens parallèles au plan des æy, sa propagation est 
accompagnée d’une certaine dissémination en arrière, c’est-à-dire le long des che- 
mins déjà parcourus. 

En effet, les deux masses fictives de densités p = F(x, y) et p, = f(x, y) sont 
alors disposées par filets de longueur indéfinie parallèles aux z; et l’un d’eux 
quelconque, de coordonnées æ — &, y — n, se trouve coupé par toutes les sphères 
décrites, autour d’un centre donné (7,Yy,23), avec des rayons r supérieurs à la dis- 
tance D — ÿ(E — z}+(n—7y)} de ce point (æ,Y7,s) aufilet (&,n) dont il s’agit, 
bien que la section soit incomparablement plus grande, pour celles d’entre ces 
sphères qui intersectent le filet presque tangentiellement, ou dont les rayons r 
dépassent à peine la distance D, que pour toutes les autres. Ainsi, les potentiels 
sphériques correspondants, proportionnels au quotient par r de cette section, et 
nuls tant que le rayon r n’atteint pas la valeur D, croissent très vite dès qu’il la 
dépasse, pour décroître bientôt, très rapidement d’abord et de presque toute sa 
valeur maxima, mais sans jamais s’annuler complètement, quand r continue à 
grandir. Or, comme ici r reçoit la valeur at, on voit que la propagation du mou- 
vement dans le plan des xy, à partir du centre (6, n) d’ébranlement, s'effectue, 
vers tous les autres points (æ,y) du plan, avec la vitesse & et, par conséquent, 
sans dissémination en avant du front de l’onde, mais avec une faible dissé- 
mination en arrière. Le passage de l’onde laisse donc après lui un léger reste 
d’agitation très lent à s’éteindre. 

Si les fonctions F, f et, par suite, © ne dépendaient pas des coordonnées y, 3, 
ou que, l’équation (34) se réduisant à celle des cordes vibrantes, la propagation 
se fit seulement dans le sens des x, les sphères d’un rayon croissant r — at dé- 
crites autour d’un point quelconque (x, y, 3), dès qu’elles couperaient une couche 
indéfinie, comprise entre deux plans voisins æ — 6, æ = & + dé normaux aux æ, 
des masses fictives, de densités p — F(Ë£) et p,— f(£), y donneraient pour section 
une zone 2x7 d£, et les parties correspondantes des potentiels sphériques , ®, 
seraient 2TF(E) dE, 2x f(6)dE, quantités où ne figurent ni la variable r ou é, 
ni les coordonnées æ, y, z. Donc le mouvement provenant de la tranche consi- 
dérée, et qui dépend des dérivées partielles de +, serait déjà éteint en (æ,Yy,2) 
aussitôt après y être arrivé, ou, autrement dit, l’onde, encore de célerité a, émis 
par une tranche, n'aurait, comme dans le cas d’une propagation suivant les trois 
dimensions, qu’une épaisseur infiniment petite. Par conséquent, la transmission 
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forme linéaire (34), les rigoureuses équations des petits mouvements 
d’un milieu supposé même parfaitement élastique doivent sans doute 
être comptés parmi les circonstances propres, comme les défauts 
d’élasticité et d’homogénéité, à produire, bien avant l'extinction com- 
plète des ondes, cette dissémination et neutralisation de leurs inéga- 
lités à courtes périodes indiquée tout à l'heure, mais que nous avait 
déjà fait signaler antérieurement (p. 396*) son analogie, dans les 
oscillations des liquides, avec le mode de régularisation des phé- 
nomènes de refroidissement. 


dans un seul sens se fait sans dissémination, ainsi qu’on l’avait déduit (p. 363*) 
de l’intégrale finie de d’Alembert convenant alors à l’équation (36). 
Cette intégrale finie elle-même résulte, si l’on veut, de la formule (37) 


x+r 
Il suffit d'observer que ® et ®, y sont évidemment 27 1 F(£) dé et 


 x—r 
X+r 


2T J(E)d£é. En substituant ces valeurs dans le second membre de (33), 
LT 4 

puis différentiant par rapport à r la première intégrale définie et remplaçant par- 

tout r par at, il vient 


X+at 


p= [FT E@)+F(z—a)]+ TT JU), 


résultat que l’on reconnait aisément (sauf la différence des notations) rentrer 
dans celui, (98), de la page 363*. 


QUARANTE-SEPTIÈME LECON. 


SUITE DES PROCÉDÉS D’INTÉGRATION POUR LES PROBLÈMES DE PHY- 
SIQUE MATHÉMATIQUE RELATIFS AUX CORPS D'ÉTENDUE INFINIE : 
ÉQUATIONS OU FIGURENT DES DÉRIVÉES D'ORDRES DIFFÉRENTS, ET 
QUI S'INTÉGRENT PAR LES INTÉGRALES DÉFINIES DE LA XXXIII® 
LECON. 


461*. — Équations aux dérivées partielles, qui deviennent homogènes, 
relativement à l’ordre des dérivées, lorsque chaque couple de diffé- 
rentiations effectuées par rapport à certaines variables y est comptée 
pour une seule différentiation. 


Les équations indéfinies des phénomènes les plus simples concer 
nant l’état variable des corps ne sont pas toujours homogènes quant 
à l'ordre des dérivées partielles des fonctions inconnues. Pour quel- 
ques-uns de ces phénomènes, les dérivées prises par rapport au temps 
se trouvent deux fois moins élevées que celles qui sont relatives aux 
coordonnées. Par exemple, des équations de la forme 


L do I do 
69, ag dt TO NA ASS 


avec a? constant, régissent, la première, comme nous le savons déjà 
(p: 398°), la température + d’un solide athermane et homogène, la 
seconde, le petit déplacement transversal © d’une tige élastique droite 
et d’une plaque élastique plane, déplacement fonction d’une abscisse 
æ dans le premier cas, de deux coordonnées x et y dans le second. 
Pour un autre phénomène, plus complexe, savoir celui des ondes 
produites à la surface d’une eau tranquille par l'émersion d’un solide 
où par un coup de vent, toutes les circonstances du mouvement dé- 
pendent d’une fonction & qui satisfait aux deux équations 


1 d'o do 
(40) tt CARTE ER PSS Ne 


où A,v représente, en chaque point (x, y,s) de la masse fluide, un 
paramètre différentiel A, pris dans le plan horizontal des æy ou par 
rapport aux seules coordonnées +, y; et l’on voit que la seconde de 
ces équations est bien homogène, mais, la première, deux fois plus 
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élevée par rapport au temps que par rapport aux coordonnées, con- 
trairement aux précédentes (39). 

Il nous reste donc à étudier, pour des cas où les dimensions suivant 
les æ, y, 3 soient infinies, ces équations (39) et (40). Afin de les sim- 
plifier le plus possible, nous y prendrons a —1 ou g —1, grâce à un 
choix de l'unité soit de longueur, soit plutôt de temps, propre à 
donner £ au lieu de &?{, dans la première (39), au lieu de at, dans la 


deuxième (39), et au lieu de t4/g, dans la première (40). 


462*. — De l'intégration de ces équations par les intégrales définies de 
la XXXIII° Leçon, quand ce sont les différentiations relatives aux co- 
ordonnées qui vont ainsi par couples; et, d’abord, formation de solu- 
tions particulières, contenant tout autant de fonctions arbitraires. 


Occupons-nous d’abord des équations (39), en considérant leur 
type général, savoir, une équation linéaire et à coefficients constants, 


dry dn-1.A,v 
PER A2] | 


PM + A1 


de \ dn—?2 ë A A5 © 


dtnr-1 ê dtr-2 ET Cu we À, À À A9 te -9 — O, 


dans tous les termes de laquelle l’inconnue + ne soit affectée que des 
d | 2 5 
deux symboles n° A,, et le soit un méme nombre total n de fois. 


Bref, la fonction v n’y est censée soumise qu’à deux opérations dif- 
férentielles, celles qui consistent à prendre ou la dérivée relative au 
temps, ou le paramètre A,, qui constitue (t. 1, p. 72*) la dérivée par 
excellence relative à l’espace; et, de plus, l'équation est, dans tous 
ses termes, homogène, d’un même degré », relativement à ces deux 


opérations ou à leurs symboles —; A. 
dt 


A défaut des potentiels, qui ne paraissent pas aptes à fournir pour 
ces équations des solutions particulières affectées d’une fonction ar- 
bitraire, recourons à l’autre type général d’intégrales étudié plus haut 


(p.183*), c’est-à-dire au type ® A (=) d ) dx, où p désigne 
0 


2 aP 


3} “ , . 
(p.187*)le rapport, ——, du nombre 2 à son excédent sur celui, m, 
D 11 


aP 


des coordonnées æ, y,.... Comme les fonctions f, 4 de en ULL 


arbitraires, dans de larges limites, et peuvent ainsi contenir de telle 
manière qu’on voudra les variables indépendantes dexetr, c’est-à-dire, 


. . . . (] “ A , aP 
ici, le temps £, introduisons Æ £ dans l’une d'elles, à côté de ou de 
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‘a , 
PAL d’autres termes, posons (avec de légers changements dans les 
notations) 
La \ 9 
aP LE 
soit © — (e EE — )d j 
0 \ 2 24P 
(42) { æ 
r? al 
| soit & = AN }y 2) da 
\ ; 0 2aP 


RE Ce : L \ 
Chaque opération ne effectuée sur ces expressions aura simplement 


pour effet de remplacer, sous le signe f, la fonction où £ figure par 
sa dérivée, et chaque opération A, aura à la fois (p. 187*) cet effet, 


! : ss. ap 
avec introduction du facteur +1 (vu que la dérivée de { + — ou de 
D 


A P +9 


4 


« (04 “ 
ar rapport à — ou à 
up, PP 3 Sue 


RUES Fe est + 1), et aussi celui de faire 


substituer à l’autre fonction sous le signe f sa dérivée. Donc les 7 
opérations de l’une ou de l’autre espèce indiquées dans chaque terme 
de l'équation aux dérivées partielles proposée donneront, en trans- 
portant d’ailleurs sous le signe f le coefficient du terme, un résultat 
qui aura encore respectivement la forme (42) correspondante, mais 


; ŒP * : x 
avec la fonction fo (ex E ou pen (ee D)? à la place de 
: 2 


aP\ ‘ie : 
fi 4 ou de f(i= D): et le produit, par un facteur con- 
2 


7 aP . 
;) ou d (Æ) soit de l’une de ses x 
24 > 


r? GP} 
premières dérivées, à la place de 4 ( ee OURES)) 
2 aP 2 


stant, soit de l’autre fonction Ÿ (: 


Par suite, tout le premier membre de l'équation proposée (41) de- 
viendra une intégrale définie, sous le signe f de laquelle le facteur 


aP r? 
commun Joli 7) ) ou fe on 
> . 


} multipliera la somme 


(45) A6 HAiŸ'+ Ad Asÿ"+...+ (Hire A, dt, 


On vérifiera donc l'équation, sans que la fonction f cesse d’être arbi- 
traire (dans les limites où les intégrales définies seront déterminées), 
en égalant à zéro cette somme (43), c’est-à-dire en adoptant pour Ÿ l’une 
quelconque des x solutions simples qu'admettra l'équation différen- 


tielle linéaire du niève ordre, sans second membre et à coefficients 
r?2 ap 


constants, ainsi posée entre cette fonction Ÿ et sa variable = ou —+ 


. d S 
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à 2 


On aura, par suite, pour (41), même en se bornant à un seul des 
deux signes + qui figurent dans la variable binôme de f, n solutions 
distinctes, de chacune des deux formes (42), avec tout autant de fonc- 
üons / disponibles, c’est-à-dire arbitraires, sous la seule réserve de ne 
rendre indéterminée ou infinie aucune des intégrales introduites. 

Mais ce n’est pas tout; car d’autres solutions encore peuvent se for- 
mer presque aussi simplement. Rien n’oblige d'annuler à part tous 
les éléments de l’intégrale définie à laquelle l’expression (42) choisie 
pour © réduit le premier membre de (41). I suffit d'annuler cette inté- 
grale elle-même. 

Or, pour y parvenir, sinon avec une seule expression (42), du moins 
avec deux superposées, rendons d’abord l'intégrale dont il s’agit éva- 
luable sous forme finie et, dans ce but, prenons l'expression (43), qui 


: d ap 
y figure sous le signe f comme facteur de PTE 7) ou de 


TEE l l I Ile 
à l— 5) non plus égale à zéro, mais seulement proportionnelle 
DEL 


.2 


\ ’ e. , ap 7 « ° D \ 
à la dérivée en « de -- ou de  . c’est-à-dire à «7-1 ou à «-?-1, Il 
2 24 


suffira évidemment d’égaler l'expression (43), qui ne dépend que de 


7? aP è 
la variable —_— ou —; à une fonction monôme de celle-ci, ayant 
> ap 2 
; ; m m FAR 
soit l’exposant —1 nr — —=—1+1— —, ou — —; soit l’exposant 
P 2 2 
1 nm 
du > Donc, d’une part, en appelant 
7: 2 


K le coefficient arbitraire de ce monôme et y, pour abréger, la va- 
riable de la fonction 4, nous choisirons cette fonction de manière à 


1 m 
SA ’ \ ti IESE « . \ 7 air * 
rendre l'expression (43) égale à Ky ?, c’est-à-dire à Ky *, si la 
mt 
HA Trier : 

forme de + est la première (42), et à Ky  ?, si cette forme de # est 
la seconde (42); ce qui donnera, pour déterminer Ÿ(+), l’une ou l’autre 
des deux équations différentielles linéaires à second membre, 


CEbs PRE CA Le | nn: 


2 
soit Ky Le 


D'autre part, le premier membre de l'équation proposée (41) de- 
nm 

rt Pt 

viendra le produit d’un facteur monôme en r, savoir — K ou 
PAU ES 
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TRE . . . , . r 3° : 
28; Er sorti du signe f, par l’intégrale immédiatement éva- 


luable 


O—=00 aP : O0 r? 
D + f(n—1) ( ne Le d'H finie 
us | JM al f k 2 }] je Ve | J ( 3) 


Ce premier membre ne s’annulant pas, nous ne pouvons choisir pour 
intégrale particulière de (41) une seule expression (42). Mais for- 
mons successivement, avec la même fonction f et la même constante 
K, deux de ces expressions où la variable binôme de f ait son second 


P 2 


terme, + PL QU REMEENS pris, dans l’une, avec le signe + et, dans 
2 2 aP 

l'autre, avec le signe — ; puis faisons la somme des deux intégrales 

définies ainsi obtenues. Il est clair que cette somme, substituée à # 

dans l'équation (41), réduira son premier membre, d’après (45), et 

abstraction faite du facteur commun placé hors du signe /f, à 


À—œo : aP ap 
jh d | en (+ =) — fu (2), 
A0 Ga / 
se r2 * r? \ 
Îl à] Fin (+ ) — fit) fe. )| 
REA 2aP \ 2 aP 


Or, quelle que soit la valeur positive ou négative de p, ces deux ex- 
pressions, immédiatement intégrables, donnent le résultat nul 
[fe (4 — F0 (4)] à celle des deux limites où la variable bi- 
nôme de f{*-1) se réduit à {; de sorte qu’il reste uniquement le terme 
relatif à l’autre limite (où cette variable est éco), savoir, 
LE [F1 (oo) — f(2—1 (— æ)]. Ainsi, ces expressions égaleront zéro; 
etl’équation(4r}se trouverasatisfaite, si l’on a f(#-1) (00) — f (#1) (—-00), 
c'est-à-dire si l’on astreint la fonction f(*-1 à tendre vers une valeur 
finie commune, zéro par exemple, quand sa variable s'éloigne sans 
limite de zéro soit en grandissant, soit en décroissant, 

L'intégrale la plus générale des équations différentielles (44) étant 
la somme d’une intégrale particulière quelconque et des » solutions 
simples, déjà considérées ci-dessus, de ces équations privées de se- 
conds membres ou obtenues en égalant à zéro la somme (43), on 
pourra abstraire de bles termes correspondant à ces solutions simples, 
car, pris à part dans (42), ils ne feraient que donner les solutions de 
(41) déjà connues; et Ÿ se réduira ainsi, finalement, à l'intégrale par- 
uculière choisie de(44). Nous supposerons, pour plusde simplicité, que 


ou à 


d 
Sat A lALELS 
di ET À, 497 


ET A COEFFICIENTS CONSTANTS, ENFIN, HOMOGÈNES EN 
ce soit l'intégrale, proportionnelle à K, dont, pour y—0, la valeur 
Y(o)et les ? — 1 premières dérivées 4'(o), Y’(o),..., L(#—1)(0)seront 
toutes nulles. 

En résumé, si aucune des solutions particulières de (4r), composées 
d’après ces indications, n’est rendue inacceptable par des valeurs in- 
finies ou indéterminées des intégrales en jeu, les deux types (42) nous 
donneront, vu les doubles signes du second terme de la variable de f. 
4 n solutions particulières formées chacune d’une seule intégrale défi- 
nie, et, en outre, deux solutions, formées par la somme de deux inté- 
grales où figureront respectivement les deux signes + et — du second 
terme dont il s’agit. D'ailleurs, ces solutions particulières, différen- 
tiées autant de fois qu’on le voudra par rapport aux coordonnées x, 
Y; -.., pourront en fournir de nouvelles, si l’on y change chaque fois la 
fonction arbitraire f; car, en différentiant par rapport à x, ou à y, etc., 
l'équation (41) sans second membre et à coefficients constants, on 
voit que les dérivées partielles de © ne la vérifient pas moins que e. 
Quant aux dérivées en £ de toutes ces solutions, elles constituent aussi 
des solutions de (41), mais de la même forme [ d’après les expressions 
(42) des intégrales employées] que celles d’où l’on part, et, dès lors, 
ne présentant pas un intérêt spécial. 


463*. — Exemples : formation de telles intégrales pour l'équation de 
la chaleur et pour celles du mouvement transversal des plaques ou des 
barres élastiques. 


Nous n’avons à appliquer ces principes qu'aux équations (39)[p.452*], 
après y avoir pris, comme il a été indiqué, a = 1. Et d’abord, dans le 
cas de l'équation de la chaleur, ainsi devenue 


d? 
(46) —© — A —,\Q 
+ dt 2? , 
il est clair que l’expression (43), où il faut poser A, —1, A, ——ret 
annuler À:, A3, ..., Se réduit à 4 — V'. Egalée à zéro, elle donne 


: : : . : r? aP 
comme solution simple, si y désigne la variable pr Dee de la fonc- 
o 4 Ls 


tion Ÿ, Ÿ = e*Y. Or celle-ci, en prenant les signes supérieurs, rendrait 
sénéralement infinies les expressions (42) de ©, à cause du facteur eY 
infini dans les éléments, voisins de l’une ou de l’autre limite, où 
y dépasse toute grandeur donnée. Bornons-nous donc aux signes infé- 


rieurs, qui donnent Y$—e-Y; et nous aurons pour (46) les deux 


d 
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ET, À, : 


solutions 


Fe) r? Ce] e œP 
(47) 9 = do Mes e 2% da, D — Pr e ? da, 
/ Î à n , : 2 aP 


dont les valeurs seront finies et déterminées, pourvu du moins que 
f(—æ)=—=o. Dans le cas, où m—7r, d’une seule coordonnée x, et dans 
celui,où m—3,detroiscoordonnéesæ, y,z,ilsuffira d'y faire, soitp —2, 
soit p ——2. Mais, s’il y a deux coordonnées x, y, ou que m—2,etque, 
par suite, p devienne infini, il faut, comme on a vu par les formules (19) 
du n° 349* (p. 188*), remplacer, dans la première (47), 4? par ef, da par 


I : : Nos ap 
— d8 et aussi, en changeant de fonction arbitraire, f(£— — ) par 
p ; Le) ? ) 


eb à 
pr(t- ). Il vient 
; | AT eB Te 
(48) (pour nm =2) «9 el 1 =) e 2 dé. 


Quant à la seconde (47), elle ne conduit au fond qu’à la même for- 
mule (48) quand, après y avoir effectué cette transformation de 4 en 
eb et de f en p/f, on en effectue une nouvelle, en remplaçant r?e-ê par 
eT et d$ par — dy, avec une variable définitive d'intégration ainsi ap- 
pelée y. 

Il n’y à pas lieu de former, pour (46), une solution composée de 
deux intégrales définies empruntées soit à la première forme ( 42 ), soit 
à la deuxième, parce que les équations (44), qu’il faudrait nécessaire- 
ment prendre une fois avec les signes supérieurs, assigneraient à Y, 
pour y — æ, des valeurs de l’ordre de e*, qui rendraient généralement 
infinie la solution dont il s'agit. 


Passons maintenant à la seconde équation (39), réduite à 


do 


‘È 
(49) dt? 


—+ À: A9 © — 07 


Elle se déduit de (41) en posant n=-2, A$=7T, A=0oenA 0 
à nat / _q' 

de sorte que l'expression (43) y est +4". Annulée, elle donne 

Y—soit cosy, soit sin y, et les expressions (42) fournissent les huit 

formes d’intégrales particulières 


Le] / D] 
! aP Te . 72 
© — f JiIH — ( cos ou sin — }«da, 
0 2 \ 2aP ) 


2 aP 


(30) : 


Le) 2 ù 
L 1 à aP : ap 
| ® — fl — | EDS — OULPSID ee ) dz. 
\ 0 1 2aP) 2 2 / 


ÉQUAT. DE LA CHAL.; ÉQUAT. DU MOUV. TRANSV. DES BARRES ET DES PLAQ. 459* 
On y remplacera encore, dans le cas m —1, p par 2, et, dans le cas 
I : 
m2 (d'où p——+o), a? par ef, da par > d8, f par pf. Il viendra 


donc : 


(SI) (Pour rm T) | 


\ 


| o hi &) (cos ou sin) (= eÀ) dB, 


1] 


(Sa) (pour 7 —12) 


L'avant-dernière de ces intégrales définies, ou première (52), de- 
vient (du moins dans le cas d — siny), en y changeant ren cet 8 en 
æ, celle du n° 319* (p. 114*), que nous avons reconnu ne pas admettre 
la différentiation en r ou c sous le signe f, mais la comporter quand 
on y pose e* — c?e-# (ou e —7r?e-Y); ce qui la change, au fond, en la 
dernière (52). Il faut donc se borner à celle-ci, comme on a pu le faire 
précédemment à (48). 

Formons enfin, pour le cas m —1 et le premier type (42), la solu- 
tion particulière (destinée à être utilisée aux n° #72* +et 474*) qui se 


. ‘ aP 
 intéer + — 
compose de deux intégrales définies de ce type (42), où f(e= 2) 


. : aP . 
figure successivement avec les deux signes +, — devant > et où 


d(+) est définie par l’équation correspondante (44) jointe aux condi- 
tions Y(0) —0, Y/(0) — 0. 

L'expression de (+) devant se trouver en raison directe de K, lon 
peut, à un facteur constant près dans # (facteur susceptible même d’être 
incorporé à la fonction arbitraire f), attribuer à K la valeur numé- 
rique qui simplifiera (+7) le plus possible. Prenons, en conséquence, 


L I : : ; ; 
K—- et quel que soit le signe adopté dans la variable de 


aP * F a? ; L LULMS 
f(e= nt ou plutôt de fe =) l'équation (44) à intégrer sera 


Fe AURREERES 

NAT 
sous les conditions voulues L(o)— 0, 4'(o) —0o, au n° k04* (p.267*). 
Ainsi la fonction (y) cherchée, commune ici aux deux expressions 


(42) dont il faudra faire la somme pour avoir une solution particu- 


» c’est-à-dire, précisément, celle qui a été intégrée, 


: : d 
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lière de (49) dans le cas m—1+, aura la valeur en intégrale définie 
(56) [même p. 267*], le développement en série (66) [p. 269*] et 
l'expression asymptotique (57) | p.267*]. Puisqu'elle est déterminée, 
il viendra, pour satisfaire, dans l’hypothèse m — 1, à (49), c'est-à- 
dire à l'équation aux dérivées partielles 

do Le d'y 0 


- —0 
dt? dx L 


la somme de deux intégrales (où 7°? se réduit à æ°?), 


PR - 


sous la condition du moins que f’(c) et f'(—-) soient une même valeur 
limite, comme zéro par exemple. 


464*. — Usage de ces intégrales, pour les cas ou la distance 7 à un centre 
fixe d'émanation a le rôle de variable principale. 


Les intégrales précédentes, empruntées aux types (42), sont spécia- 
lement appropriées aux phénomènes d’émanation indéfinie autour de 
l’origine des distances r, c’est-à-dire aux cas où, v ne dépendant que 
des deux variables 7, {, et la variable 7 devant recevoir toutes les va- 
leurs positives, on se donne, pour adjoindre à l'équation indéfinie 
(41), (46) ou (49) de l’ordre 27 par rapport à r, et pour compléter 
ainsi la détermination du problème: 1°, nrelations linéaires à coefficients 
constants, spéciales à la limite 7 — 0, entre la fonction inconnue ®, 
certaines de ses dérivées successives en r ou { et des fonctions arbi- 
traires de £; 2°, n relations spéciales à l’autre limite 7 — æ, confon- 
dues dans l’unique condition d’évanouissement asymptotique, © — 0. 
Ces 27 conditions accessoires sont censées d’ailleurs se rapporter aux 
valeurs tant négatives que positives de € depuis — jusqu’à + c, 
mais avec la supposition que le phénomène ait eu un commencement, 
c'est-à-dire que © s’annule, tout au moins asymptotiquement, pour 
(Aa tee 

On vérifiera cette dernière supposition en se bornant, dans toutes les 
intégrales définies (42) que l’on emploiera, au signe inférieur —, au 
lieu du double signe == qui figure dans l'expression de la variable bi- 
nôme des fonctions arbitraires /, et, de plus, en annulant les premières 
valeurs f(— æ) de chacune de celles-ci; ce qui, pour £— — , réduira 

ap 


AS , ; F r? CURE 
à zéro toutes les fonctions JE — }, ttes , avec leurs déri- 
3) 2 al 


vées. 
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Il ne sera donc pas possible d'employer les solutions particulières dans 
le genre de (54); mais il en subsistera un assez grand nombre d’autres, 
empruntées aux formes (47), (48), (51), (52), etc., pour vérifier les x 
conditions relatives à r —0, conditions en quelque sorte énitiales 
(bien que s’appliquant à toutes les époques £), car elles expriment les 
circonstances successives du phénomène, au point de départ, dans 
l’espace, de la propagation de chacune. 

Pour voir avec plus de netteté comment on satisfera à ces z condi- 
tions par la superposition de toutes les solutions particulières dont il 
s’agit, examinons spécialement le cas, 7 —1, d’un milieu à une seule 
dimension, c’est-à-dire d’une barre, où l’on aura 


d? d?2 


NS — ——— ) 1). 
2 dx? dr? P 


Les intégrales à considérer y admettant l’une ou l’autre des deux 
formes 


cn) LE) je ie) Ep 


leur dérivée en £ la gardera (sauf la substitution de /” à f) et leur dé- 
rivée en 7 prendra celle-ci [ p.179*], 


A ff) v (ES), ou SAR v( de, 


c’est-à-dire, pour chaque intégrale, la forme qu'avait l’autre; ce qui 
implique, de proche en proche, la conservation des mêmes formes 
chez toutes les dérivées partielles de (55 ) en 7 ou en £. 

Or, vu alors la constance des coefficients de l'équation indéfinie (41) 


= à À,, il suit de là, disons-le en pas- 
sant, que chacune des deux formes (55) de solution particulière donne 
naissance à l’autre par sa différentiation en 7, comme on le voit sur 
(47) en y faisant p — 2. En effet, les dérivées partielles d’une fonction 
© qui satisfait à une équation linéaire sans second membre à coeffi- 
cients constants vérifient évidemment cette équation autant que le 
fait la fonction ©. On peut même observer que chacune des quatre 
formes (51), à double signe +, d’intégrales de (49), conduit aux trois 
autres quand on la différentie fois successivement : circonstance 
explicable par ce fait que lPéquation en Ÿ, obtenue en annulant (43), 
est aussi bien vérifiée, elle aussi, par les dérivées de 4, que par 
Y et, dans le cas de (49), a chacune de ses deux solutions simples 


[ p.453*] après substitution de 


x ; d 
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égale, avec ou sans changement de signe, à la dérivée 4’ de l’autre. 
Mais, pour revenir aux deux formes (55) des intégrales particu- 
lières employées, et de toutes leurs dérivées partielles en r ou # 


(sauf les substitutions" de 4, 47, à vd'et de PERS GS 
servons que, à la limite r —o, elles deviennent respectivement 


(0) 10 (— = ) ds et f(4) ile (Se) da, c’est-à-dire simplement 
0 2 0 2 
proportionnelles à f 1e &) du LA De Na (— =) CS 


et à f’(€),..., dans la supposition, bien entendu, de valeurs détermi- 


3 : “ a? 
nées, non infinies, pour Ÿ(o) et f v(E) de, ou pour d'(0) et 
0 


% a? : Re : 
[ y (Ed. ... Si ce sont les dérivées 4’, ... qui y figurentau 
2 
/0 
lieu de %Ÿ. D’après cela, les relations du problème spéciales à r —0 


étant linéaires, à coefficients constants, et sans seconds membres, 
entre w, ses dérivées partielles et des fonctions quelconques données 
de #, leurs premiers membres, après qu’on y aura substitué à © la 
somme des 2» solutions distinctes obtenues [ ? de chacune des deux 
formes (55)] affectées de tout autant de fonctions arbitraires f, com- 
prendront, chacun, deux parties, savoir : 1° l’une, délivrée du signe f 
et contenant linéairement, avec coefficients constants, ces fonctions 
f(t), ou certaines de leurs dérivées, ou encore les fonctions arbitraires 
données de {; 2° l’autre, engagée tout entière sous le signe f d’inté- 
gration par rapport à «entre les deux limites 4 — 0, x — , et où figu- 
reront de même linéairement, partout affectées de la variable unique 


q° . nn ; 
£— —, les fonctions f ou leurs dérivées de divers ordres. 


A 


On satisfera évidemment à chaque relation en y annulant séparé- 
ment la partie finie et séparément, sous le signe f, la fonction totale, 


2 
qui y figurera, de la variable £ — = dont la valeur quelconque, dès 


lors commune, pourra tout aussi bien s'appeler £. Or il est clair que 
cette sorte de dédoublement des rn conditions spéciales à 7 — 0 don- 
nera, en tout, un système de 27 équations différentielles linéaires 
à coefficients constants entre les 2 x fonctions inconnues f({), c’est-à- 
dire, précisément, le nombre d'équations différentielles nécessaire 
pour déterminer la forme de ces fonctions, tenues en outre de s’annu- 
ler initialement (à l'époque £ ——o). Le problème sera donc tout à 
fait résoluble; car l’on reconnaîtra d’ailleurs directement, dans chaque 
question, que l’annulation asymptotique à toute époque, pour 7 =, 
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des intégrales particulières (55) et, par suite, de », sera assurée par 
la forme même de 4 jointe à la circonstance f( — ©) — 0. 

Un exemple aussi simple que possible, relatif à l’échauffement d’une 
longue barre par une de ses extrémités, nous servira bientôt à éclaireir 
cette théorie (1). 

Observons ici qu’elle pourrait se généraliser dans les cas où, ne 
s'imposant plus aucune condition spéciale à r — %, ni à ——, on 
aurait à en vérifier 22 (ordre en 7 de l'équation aux dérivées par- 
tielles) à la limite r —0, et où une solution particulière © composée 
de deux intégrales (42), ou dans le genre de (54) [ p. 460*], serait 
finie et bien déterminée à la limite 7 — 0, ainsi que ses 27 — 1 pre- 
mières dérivées en 7. Toutes les dérivées de cette fonction + en r ou 
constitueraient évidemment, elles aussi, des solutions particulières de 
l'équation indéfinie, mais les 2 » — 1 premières en r,dontil s’agit, pour- 
raient, de plus, en être des solutions distinctes, c'est-à-dire de formes 
non réductibles à de simples combinaisons linéaires (avec coefficients 
constants) des autres déjà obtenues ; ce qui n’a jamais lieu, soit pour 
les dérivées de © en {, composées d’intégrales de l’un ou l’autre type 
(42) pareilles aux intégrales différentiées, soit même pour la 2 nième 


dérivée de & en 7, ni, par suite, pour les suivantes, car l'équation aux 
dérivées partielles du problème, résolue par rapport à cette dérivée 
2 nième de ©, l’exprime au moyen de termes simplement proportionnels 
soit à © ou à ses dérivées en 7 des 27 — 1 premiers ordres, soit à leurs 
dérivées en é. 

Donc, alors, la solution particulière analogue à (54) pourrait, par 
elle-même et par ses 2n —1 premières dérivées en r, fournir, en y 
changeant la fonction f à chaque différentiation, 2x solutions dis- 
tinctes, composées, chacune, de deux intégrales empruntées alterna- 
tivement à la première et à la seconde des deux formes (42). Et, de 
plus, à la limite r — 0, ces 2n solutions particulières, avec leurs dé- 
rivées successives en 7 ou é, se réduiraient, abstraction faite de fac- 
teurs constants, à des termes de l’un ou l’autre des {rois types f(c), 


a 2 2 2 ee : 
af fle—=)ds, f f(e+ =) dau. Or la superposition, à ces 27 
n D) 
0 È 0 


a 


(*) On en trouve d’autres exemples un peu moins simples, sur le mouve- 
ment transversal de longues barres élastiques ébranlées continüment à une de 
leurs extrémités, et sur le phénomène de leur choc par un corps massif, aux 
pp. 435 à 456, 480 à 487 et {gr à 502 du Volume intitulé Applications des po- 
tentiels à l’eétude de l’équilibre et du mouvement des solides élastiques, avec 
des notes étendues sur divers points de Physique mathématique et d'Analyse. 


d 
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solutions particulières, des 4x solutions plus simples analogues aux 
huit (51), ou composées, chacune, d’une seule intégrale (42), forme- 
rait une expression de #, pourvue en tout de 6 x fonctions arbitraires f, 
et se réduisant encore, pour 7 — 0, à des termes de ces trois types. 
Alors, si chacune des 2x conditions proposées, spéciale à la limite 
r — 0, consistait en une relation linéaire, à coefficients constants, 
entre vw, certaines de ses dérivées et une fonction arbitraire donnée 
de £, on pourrait, d’une part, y annuler la partie finie ou dégagée du 


signe f , d'autre part, y égaler séparément à zéro, sous ce signe } , la 
0 


partie affectée de la variable {— -- et la partie affectée de la variable 


2? 


t + —. Chacune des 2x conditions spéciales à 7 — o se décomposant 
2 


ainsi en trois, dans la seconde et la troisième desquelles rien n’em- 


2 a 


: : a? 2 
pêcherait plus d'appeler £ Ia variable commune € — 7 ou FAT Fa. lon 
aurait, en tout, 62 équations soit finies, soit différentielles, en £ et 
les 672 fonctions arbitraires f(£) introduites. On devrait donc pouvoir 
choisir celles-ci de manière à vérifier toutes les conditions proposées; 
et ce serait, comme on voit, grâce à l'extrême surabondance des 
formes trouvées de solutions possibles, de même que, dans l’intégra- 
tion des systèmes d'équations différentielles linéaires à coefficients 
constants, la grande multiplicité des formes obtenues de leurs solu- 
tions simples y a rendu facile (p. 296*) la vérification des données 
d'état initial. 

Mais revenons aux problèmes plus usuels où la fonction ®, nulle à 
toute époque pour 7 — après l'avoir été partout pour £ = — , 
doit vérifier, à la limite 7 — 0, r conditions seulement, et passons 
aux cas de deux ou de trois coordonnées x et y, ou æ, y et z, c’est- 
à-dire aux questions concernant des plaques minces ou des corps 
massifs. Les intégrales à y employer seront dans le genre soit de(48)et 
de la seconde des deux formules quadruples (52)réduite au signe —(au 
lieu du double signe =), soit des formules (43) prises avec p = — 2. 


Il y arrivera fréquemment, comme, par exemple, si l’on doit se 
servir des formules (47), ou s’il s’agit du problème des températures 
produites autour d’un centre, supposé unique, d’émanation calori- 
fique, choisi comme origine des distances r, que la fonction © croîtra 
indéfiniment à l'approche de cette origine : d’où il suit que les condi- 
tions données, spéciales à r —0, ne devront pas alors contenir e, 
sous peine de n’avoir aucun sens. L’on ne voit pas, en effet, quelle 
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raison permettrait d'y introduire, au lieu de tout seul, son produit, 
susceptible d’être fini et déterminé à la limite r — 0, par une fonction 
évanouissante de 7, vu qu’ on ne connaît à un tel produit aucune si- 


gnification physique, ni, par suite, aucun rôle justifiable. 


nr : ; do 
Mais il n’en est pas de même des expressions comme — 77-177, 
dr 
1 d A, © : . 
pl — 2, ..., où plutôt de leurs produits par 27 dans le cas, m— 2, 


dr 
d'une plaque, et par 47 dans le cas, m —3, d’un solide ; car, si l’on 
désigne par ç l'étendue, 27r ou 4rr?, d’une figure (circulaire ou sphé- 
rique) décrite d’un rayon constant quelconque r autour de l’origine, 


do d'A,o ; à 
FR (o} 7 — exprimeront, à des facteurs constants 
r arè 


près, l’un, la quantité totale de chaleur répandue, par unité de temps, 


les produits 5 


à travers la figure 5, dans la partie du corps extérieure à cette figure, 
et le second (quand il s’agit du mouvement transversal d’une plaque), 
l'impulsion totale sollicitant durant l’unité de temps, encore à travers 
cette figure 5, la même partie extérieure. Or, pour r infiniment petit, 
ces quantités seront ou des fonctions données de £, ou en relation plus 
ou moins directe avec de telles fonctions. Et il importe de remarquer 
qu'elles recevront, à la limite 7 0, des expressions très simples, 
surtout quand on adoptera pour 9 des intégrales empruntées à la pre- 
mière forme (42), comme, par exemple, (48) et la première (45). 
Cela résulte en général de la première formule (17) et de la deuxième 
(19) de la XXXIHIT° Lecon (pp. 187" et 188*), où figurent des intégrales 


. , * : sr : Ji 
définies qui, pour 7 —o, et après substitution de / (e — +) 
/ r? Tr? s 72 \ . À 
à (Z) ou de r(c —- Z) à (=) se réduisent, quand elles sont 
22% ART 24 * \2& 


déterminées, au produit de f(£) par des facteurs constants. 

Une application simple, que nous ferons de la première expression 
(43) et de (48), au problème de l’échauffement d’un corps à une, 
deux ou trois dimensions, par des quantités données de chaleur 
versées d’une manière continue en un de ses points, nous suffira pour 
reconnaître comment s’emploieront les solutions dont il s’agit 
164444}. 


(*) On peut voir, dans le Volume intitulé Application des potentiels, etc. 
(pp. 466 à 480, 487 à {go et 502 à 50%), comment la dernière formule (52), en y 


A 

: sue 
réduisant mème le second facteur sous le signe f à sin = (ou excluant le cas du 
cosinus) pour que l'intégrale reste finie à la limite 7 — 0, fournit la solution des 
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463*. — Premier exemple : échauffement d’une barre, à travers sa base, 
par le rayonnement d’un milieu à température variable donnée. 


Comme exemple du cas d’un corps n'ayant qu’une dimension, éva- 
luons les températures © prises successivement, à partir d’une valeur 
initiale (pour £——oo) supposée nulle, par les diverses sections 
d'une barre homogène qui s'étend sur toute la longueur des abscisses 
æ ou 7 positives et qui, latéralement imperméable à la chaleur, 
, un flux de chaleur sans cesse proportionnel 


reçoit, par sa base r — 
à l'excès de la température variable donnée F(4) d’un milieu rayon- 
nant extérieur sur la température intérieure © de cette base. Alors, 
en appelant Æ un certain coefficient constant, essentiellement positif, 
le mode d’échauffement ainsi défini revient à écrire 


n 


(56) VDOUPT T0) 740 RIGPAECOIEr6 

Telle est la condition, spéciale à 7 — 0, qu'il faudra joindre aux 
équations, l’une, indéfinie, les autres, te à { —_— et à 7° =— 0, 
auxquelles nous avons vu (p. 458*) qu'on satisfait par les deux solu- 
tions particulières (43), prises ici avec p — 2. 

Superposons donc ces deux intégrales, en remplaçant d’ailleurs, 
dans la première, f par f”, en vue de simplifications ultérieures, et, 
dans la seconde, f EE fi, pour maintenir distinctes les deux fonc- 


Eu ‘ : ST 
tions f (e _ =) (4 2 | puis, dans la solution générale obtenue, 
2 2 a 
(359 mes f'(i-T)e 8 du [ni 
0 \ 40 


déterminons les deux fonctions f”, f, de manière que la condition (56) 
se trouve identiquement vérifiée. Une différentiation immédiate don-° 


nant 
do ï. r2* A RAP 
58 = —=—— as Ares )e 2 ge A er E 2ai / 
(20) dr {l H (e _ def Ur (e à ) € da, 


deux problèmes de l’ébranlement transversal continu d’une plaque élastique, à 
partir d’un de ses points, et de son choc normal par un corps massif. 

Les Comptes rendus de l’Académie des Sciences, des 6 et 13 avril 1885 (t. C, 
Pp: 435 et 974), contiennent également deux Notes où j'ai traité par les intégrales 
Mu il s’agit ici le problème, sur la résistance des fluides au mouvement soit d’une 
sphère, soit d'un cylindre, indiqué plus haut pour le cas de la sphère (p.372*). 
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(59) (DOUF 70) 


en sorte que la relation (56) devient 


= 
ME) (Sec 


10 


/z 
2 


PDA POI EF (6) 
. 
Celle-ci sera donc satisfaite identiquement en posant : 1° d’une part, 


c'est-à-dire f,(t)= — Kf'(£) ou enfin, si l’on détermine f(£) de 
manière que (00) 0; 


(Go) ROSE CES 


2° d'autre part, 
RU Re 
4/0 EAN AF(D = 0, 


ou bien, par la substitution à /,(4; de sa valeur (60), suivie de ré- 
ductions évidentes, 


VA 


(61) S'C)—B SCO = \/ TAF. 


Le calcul des deux fonctions arbitraires f, /, se ramène donc à 
intégrer lPéquation différentielle linéaire et du premier ordre (61), 
où la fonction inconnue est f(£). D’après la formule (21) de la 
RXVI* Lecon (p187); il viendra, en effectuant les intégrations, 
pour fixer les idées, à partir de la valeur {—0, et appelant c une con- 
stante arbitraire que la condition f(— ©) —o ne détermine pas, 


: : d 
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mais que nous verrons s’éliminer de la solution définitive, 


/ t 


| (0 rene \ il F(r)e-#Td+c 


LAS * 0 


— / 
1407 
| _ "4 —K [ F(r)ekfU-7) dr + cek*t. 


Donc, abstraction faite des termes en c, les valeurs (62), (60) de j(£) 
et de (4) détermineront ou rendront parfaitement calculable l’ex- 
pression (7) de ». Oril est aisé de reconnaître que les termes en € se 
détruisent dans (57), et que, par suite, l’on peut poser simplement 
c —0. En effet, ces termes se réduisent, pour f(£) et pour (0/2 
cek®!, — ckeKt, et, pour f'(£), à ck?ekt, La partie correspondante.du 


second membre de (57) est ainsi 


É co = Fe » co T° oo? 
OMAN arc 
| ch? [ 2: NIGER 24 da — ch | e ( 24° 2 da 
0 0 
rss KO 272 <. 4272 3 
71 5 do jer ms sed 

— ckeh*t [ e ( 2 A) Rai [ e Re 2) da s 

l L2 0 Le 0 


et l'on voit que, dans l'expression entre crochets, la première inté- 
orale détruit bien Ia seconde quand on y adopte Æz pour variable 
d'intégration ; ce qui revient à remplacer #4 par x et Æ da par da. 


466*. — Cas particulier de l’échauffement par contact. 


Deux cas spécialement intéressants sont : 1° celui où, dans (56), 
Æ devient infiniment petit et Æ#e négligeable, mais F(£) assez grand 
pour que Æ F(£) égale une fonction finie sensible de £, et où, par con- 
séquent, c’est le flux de chaleur introduit dans la barre, exprimé 
proportionnellement par — C2, que l’on se donne à chaque instant ; 
2° l’autre cas extrême, dit de l’échauffement par contact, où, k étant, 
au contraire, infiniment grand, mais, le flux de chaleur, encore fimi, 
l'équation (56) revient à poser & = F(£) et à prendre comme tempé- 
ralure même de l'extrémité + -- 0 de la barre celle du milieu rayon- 
nant. 

Comme nous considérerons au numéro suivant le premier cas (géné- 
ralisé même, quant au nombre de dimensions du corps), bornons- 
nous ici à une étude directe du second, savoir, celui de l’échauffement 


de la barre par contact, où, pour 7 —0, l’on se donne 8 = F(4). 
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Cette condition, écrite & —- F(£) — 0, n’est autre, d’après la seconde 


relation (59), que 


æ A2 
te SUR EN 
» 


\ 


FA 
1e Eve ; 
(63) \/ = fi(t) — F(t) —+— 
2 | 
Le | 
et son dédoublement conduit à poser 
+ 


! LS = EN 
MCE ES 0; lutte \ ZE) 


L'expression (57) devient donc 


(61) e—(/2 j. E RP 
M AG \ CT 

Si, par exemple, la température donnée F(£), nulle pour £ Lo, 
s'éloigne de plus en plus de zéro entre les deux époques très rappro- 
chées t-— 0, t —e, et devient une constante c dès que £ a dépassé la 
petite valeur positive &, cette expression (64) de +, nulle elle-même 
pour 4 négatif et négligeable pour £<<2:, se composera principale- 
ment, dès que £ aura atteint une valeur positive notable, d'éléments 


FAN à ; r 
où l’on aura F (e —— } = c. Leur champ s’étendra de a — - —— , 
»a, tree 
: TRS 72 . : 
ou, sensiblement, de «à = —— à 4 —c; car é— -— ycroîtra dee à 4. 
V2 20? 
Il viendra donc 
Ve PA He 
(65) (pour tnégatif) © —=0, (pour £positif) © —c{/ - PH: 
j ELA 


L'intécrale définie s’v calculera par les procédés indiqués au n° 338* 

5 3 q 

(p. 198*). Sa valeur, évidemment positive et d'autant moindre que 

æ a? Fe 

. . . FAT , Fe a Q TT de 

la limite inférieure y est plus élevée, n’atteint pas Î CCR \/ Le 

“0 

sauf lorsque la limite inférieure s’y annule. Ainsi, en appelant 
70 . ss . 4 ; : là . 

ee) une fraction décroissante de 1 à zéro quand —— grandit de 

di) JE 


/ 


zéro à l'infini, l'expression (65) de +; pour € positif, sera 


On voit que chaque température © — const. comprise entre zéro et 
c se propagera, suivant les + ou 7 positifs, d'autant plus vite qu’elle 
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différera moins de zéro, mais d'un mouvement, ayant pour équation 
| st — const.;, sans cesse retardé et où l’espace total parcouru 7 ne 
v2t 
croîtra que comme la racine carrée du temps écoulé £. Il y aura donc, 
le long de la barre, une dissémination indéfinie de toutes les tempé- 
ratures intermédiaires entre zéro et c, quelque rapide qu’ait pu être 
leur succession à l’origine r — 0. 

On donne à l’intégrale (64) une autre forme, plus avantageuse 
quand la fonction F(£) est nulle hors d’un intervalle restreint, en pre- 


nant pour variable d'intégration la fonction de x qui constitue, sous le 


9 


® 


signe f, la variable même dont F dépend, savoir £— — + Posons 


ainsi 


é r r dr 
d’où a — he el da — 


au. Volts + o(é—r)Vo(é "mi 


Il viendra, en observant que + croît de — à £ quand x grandit de 
zéro à l'infini, 


* Herr Fr) dr 
(66) RP RER je Bt ES) a ik ‘ 


D VrUEs C1) VE) 


Si, par exemple, la température donnée F(£) ne diffère de zéro que 
durant l'instant d7 compris entre deux époques consécutives dont nous 
choisirons la première pour origine des temps, l'intégrale (66), sans 
élément pour {0 et réduite à un seul élément pour {= 0, sera, 
en posant pour abréger F(0) dr — dq, 


pa : CR LONTONT La 
(67) (Pour oi 0; (POULE 0 TE ra Eee e “| ; 


Telle est évidemment, aussi simplifiée que possible, la forme des 
éléments dont se compose l'expression plus générale (66), ou, par 
suite, (64), de o. 


ses 1 . 
On remarquera que, si lon y pose — — 5, l'expression de © pour 
Si : 
: (JR LE ; 
t>> 0 devient 9 — —%-pe?". Elle ne s’annule que pour £ — o et pour 
CVT 


p— , c'est-à-dire seulement aux deux extrémités 7 == 0 et 7° = © de 
la barre. Dans l'intervalle, sa dérivée en 7, proportionnelle, pour une 


époque donnée £, à la dérivée en p du facteur peF*, savoir, à 


2 D] . + SJ I 
e PF (1—2p?), s’'annule et change de signe au point où 6e — —; c’est- 
2 
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à-dire où r — 4 24. Donc, en ce point, la température + atteint sa va- 
ACER , 
—— -» el, par conséquent, sans 
Vare 


leur maxima, égale, d’après (63), à 


cesse décroissante comme l'inverse du temps £. 

Ainsi, l'effet, sur la barre, du contact momentané, à sa base æ == 0, 
d’un corps dont la température différait de la température générale a 
été de produire une sorte d'onde calorifique, qui se propage en s’affai- 
blissant, et dont le sommet parcourt des espaces totaux 7 exprimés 


par 24 ou proportionnels à la racine carrée du temps £ écoulé depuis 
l'instant du contact. 

Cette sorte de propagation, avec ralentissement continu et dissémi- 
nation indéfinie {ant en avant qu'en arrière du point où le change- 
ment survenu atteint son maximum, est analogue à celle que nous 
avons reconnue tout à l’heure, dans le transport de chaque valeur de 
© le long d’une barre maintenue en contact, par son extrémité, avec 
un milieu plus chaud ou plus froid qu’elle. On voit combien l’une et 
l’autre diffèrent de la propagation, uniforme et sans dissémination 
antérieure ni même postérieure, impliquée par l'équation du son dans 
les cas de une ou de trois coordonnées. Cette remarque s’appliquera, 
ci-après, à tous les phénomènes régis par les équations (39), (40), 
(4r) [ pp. 4d2* et 453*], non homogènes quant à l’ordre des dérivées 


qui y figurent. 
v 


467*. —— Deuxième exemple : échauffement d'un corps indéfini, à une, 
deux ou trois dimensions, par l'introduction continue, en un de ses 
points, de quantites données de chaleur (!). 


Passons au premier cas spécial qu'il nous reste à traiter (p. 468*). 
celui où la barre, occupant tout l’axe des x positifs, reçoit par son ex- 
trémité æ — o un flux de chaleur connu à chaque instant ; mais, pour 
plus de symétrie, et en vue d'étendre la question aux corps à deux ou 
trois dimensions chaulffés en un point intérieur, ajoutons une seconde 
barre pareille, disposée le long des æ négatifs et pourvue sans cesse, 
encore à travers sa base x — 0, des mêmes quantités de chaleur que la 
première. 

Imaginons, en d’autres termes, une barre indéfinie suivant les deux 
sens, et supposons qu'une source calorifique, surgissant en son point 
choisi comme origine des distances 7°, y verse par unité de temps un 


(*) Cette question me parait avoir été résolue, en premier lieu, par Duhamel 
(Journal de l’École Polytechnique, XXXII° Cahier; 1848). 


: à d 
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débit, F(t), double du flux introduit à chaque instant dans la précé- 
dente considérée d'abord, afin que ce débit F(t), se partageant, par 
raison de symétrie, en deux flux égaux, un pour chacune des deux 
barres ainsi accolées, y fasse naître aux diverses distances 7 les tem- 
pératures © que l’on observerait dans une seule si l’autre n'existait pas. 

Sous cette forme, la question s'étend d’elle-même aux cas de deux ou 
de trois coordonnées ; et alors, à un point de vue général, elle consiste à 
chercher quelles températures successives vw, supposées nulles partout 
primitivement (pour £ — —), se produisent dans un milieu à m di- 
mensions (77 étant 1, 2 ou 3), aux diverses distances 7° d’une source 
de chaleur située à l’origine et dont on donne à chaque instant le débit 
F(£) par unité de temps. 

Appelons os l’étendue de la figure de rayon 7 quelconque décrite 
dans le milieu autour de la source comme centre, étendue mesurée 
par 2, dans le cas m == 1 où elle comprend les deux sections normales 
æ—== r, de grandeur constante; par‘2nr, dans le cas »m == 2'd'une 
plaque, enfin par 477? dans celui, »m-—3, d’un solide : et le flux 
total qui traversera cette figure durant l’unité de temps pourra être 
censé avoir l'expression — 5 _— Donc, si l’on y fait tendre r vers 
zéro, afin de rendre le flux en question identique au débit F(£) de la 
source absorbé à chaque instant autour de l’origine, il viendra, comme 
condition caractéristique du problème, 


do 
(68) (pOur 0 oi T). 
(6 pere 402 


Telle est la relation qui complétera la détermination de en s’ad- 
joignant aux équations, indéfinie ou autres, auxquelles nous avons 
trouvé, dans le cas » — 9, l'intégrale (48) | p. 458*], et, dans les autres 
cas, les deux intégrales (47) [p. 458*7, prises avec p —92 quand m=1 
étavec p ——2 quand mn — 5. 

D'ailleurs, si lon se borne à (48) et à la première (45), la première 
formule (17) de la p.185* et la seconde (19) de la p. 188*, où l’on rem- 


| T2) / 72 à fruit À r2° TA 

)lacera — |par L— —— pe Dar ÊÉ — — A ALRE Ps ë 

placera (25 Jpar fe EE (2) par (622) ot (E0) par 
2x4 \ œ 


ESS UE ar eee jar À donneront, à la limi — QD: 
> 27 COM IMPR: ont, à la limiter —0: 

{° pour le cas m==1, 
Le à 


do ; ue 4 
FER LME NDS 1 € ra Ve 


) 


- 
dal 


JE); 
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2° pour le cas m—2, 


/ 


de, ue ( —?\° 
ons po fe Fdimof(n(—e +) af: 
«/0 \ 


3° enfin, pour le cas m—3, en posant, dans le résultat, à — 82. 
da = 3f$?d$, puis intégrant par parties et observant que le terme in- 
/ (32 
t 


tègré (ee Be :) s’annule aux deux limites 8 — 0, B —c, 


do I 1 1 PES Le 
| _ pm CR —= x /(4) [ en" da —\0) 6 d i e =? | 
/ > ent) e B—0 “ 
a f2 Labs 
Tr / Fier (PCA / dv : 
ft fer d48-(/ Er. 
e/0 ; 
: De : | END : 
Multiplions ces trois valeurs de -— 7”7- 7. respectivement, par 2, 
k 


- do , | 
27, 47, afin qu'elles deviennent celles de — 5 7 el égalons-les alors, 
ar L 


d’après (68), à F(£). Il en résultera aisément les expressions de la 
fonction arbitraire /, savoir 


PEUR MALE (Shnét). 


(69) tf(t)= —— CS) 
1Éb)=—= Pine sur 0): 


et la première intégrale (43) ou lintégrale (48) fourniront enfin les 
solutions cherchées : 


G] 


I 2) Fa a2° ts 
Mr — — lk Le AE TANÉDOUTEN ET 


\ V2T +0 ÿ 
{ 2 / G\ 71e 
l _ CNT 
CEoN O—= — f Hire e ? F 48 Choun ra =); 
‘ AT \ D 
41 €/ © La 
= / f "£a? 
I 7 sr n a 
D ro F Fee RENTAL (hour 72} 
27 V2T «0 \ or 


Or les ramène à une forme commune, en y changeant la variable 
d'intégration 4 ou 6 de manière que, sous le signe f, le facteur F de- 
vienne pareil dans toutes les trois. Donnons, par exemple, à ce fac- 
teur, la forme qu’il a dans (64), en introduisant une nouvelle variable 


: L » d 
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. ÿ dd 6 
tolle ques 5 s’il s’agit de la première (70), que 
[l 


d'intégration y 


r2\ 
À 


7 p 2 l - A NV 
Q=49 108 ( ou e? — Al s’il s’agit de la deuxième, et que x = T sil 
Le «/ ir 4 Le Ÿ ge 
[5 É 


s’agit de la troisième. Cette quantité y aura à prendre, dans les trois 
cas, toutes les valeurs positives, ce qui donnera pour les deux limites, 
0,; et les formules (70), multipliées par r”*—?, deviendront aisément 


r? + 
) e 2 VE dy 2 
D} “2 
l 


Appliquons cette formule comme nous avons fait au numéro précé- 
dent pour (64), et nous obtiendrons des résultats analogues. 

Si, par exemple, le débit F(£) de la source de chaleur, après avoir 
été nul de = —0c0 à {— 0, change rapidement, entre {= ot 
depuis zéro jusqu'à une valeur constante c, et reste ensuite invariable, 
le second membre de (71) ne contiendra, pour £ < 0, que des éléments 
nuls, et, à fort peu près, pour £égal à un assez grand nombre de fois, 


1 ARE rs ; 
que des éléments où F (e— 7) aura la valeur c, ÿ y variant de 
GE 


. ŒR 14 & . 
——— à w, ou, sensiblement, de —— à c. Il viendra donc 


Valtr—e 2 


AE: m ee PPS 
m« x | D pi—2 — PL DS —3 * 
(72) (pourt=>o) vor” a A : C “ e purs dy. 
27, he 


Ainsi, le produit ou le quotient #7”?, quise réduit à ® dans le cas 
, r . 
d'une plaque, sera uniquement fonction du rapport —-=, en sens in- 
V2 € 


verse duquel il variera (pour la grandeur absolue, c’est-à-dire abs- 
traction faite du signe de c); et chacune de ses valeurs s’observera 
successivement à des distances r de la source croissantes comme la 


racine carrée du temps £ écoulé depuis l'existence de celle-ci. Ces lois 
de propagation et de dissémination sont bien pareilles à celles qu’im- 
pliquait, pour une barre chauffée par contact, la formule (65) 
| p. 469" ]; mais elles concernent ici la fonction #r”—? et non e. 
Prenons maintenant comme variable d'intégration, dans (71), l’ex- 


+2 


: 7 
pression même { — 
“æ 


A 


dont dépend sous le signe f la fonction F, 


Où posons £— = 7, ainsi que nous avons fait (p. 470*) dans (64). 


Nous trouverons, pareillement à (66), après quelques réductions im- 
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médiates, 
t 7° 


4 71 -& ne T 
2Y) DE à : 11 e “i—T) AT 72 
2 {Es L (4 Fit tie 


Cette expression se compose évidemment de toutes celles qu'elle 
donnerait pour & si le débit F(#£), nul en dehors de l'instant dr com- 


pris entre deux époques consécutives 7, 7 + dr, avait, durant cet ins- 
tant unique quelconque, sa valeur effective F(<). Choisissons, pour 
simplifier, la première des deux époques considérées +, 7 + dr comme 
origine des temps, ou posons + —0o dans le seul élément du second 
membre de (73) qui puisse alors différer de zéro; et appelons dg le 
débit total correspondant, F(o)dr, de la source. Il viendra, pour 
exprimer sous la forme la plus réduite possible l'élément de la solu- 
uon générale (73), de même que la double formule (63) l'exprimait 


pour (66), 


PO NNOE etait 


É AO ini 


À une époque positive quelconque £, le milieu contient bien la quan- 


MTDOUTÉEL DINo= 0; (pour £ 


üté dg de chaleur qu’on y avait, pour £— 0, confinée à l’origine des 
coordonnées : car la chaleur emmagasinée dans chaque espace annu- 
laire dr compris entre les distances 7, r + dr de l’origine, et cor- 
respondant à l’augmeutation + de sa température, est représentée par 
osdr; ce qui donne pour toute l'étendue du milieu lPaccroissement 


Le) 
total [ os dr, quantité que l’on reconnaît aisément avoir la valeur dq. 
e/ 0 
En effet, si l’on appelle encore (comme à la page 470*) p le rapport 
20 
4 . 
—-; la seconde expression (74) de # change fl oodr:: 1° dans le 
2 £ e/0 
aq 


2 Lg ah : 
casm—I1 (où 5 —2),en ——+ je en Up 20dans lea 7200 
tar 0 


Le) 
PORT) Len »ag | ele do; 3° enfin, dans le cas m—3 (où 
0 


dq 
T 
sions, dont l’une contient l'intégrale de Poisson et, l’autre, une inté- 


Le) 
3 eP*p?do. Or les deux premières de ces expres- 
0 


grale immédiatement calculable, ont bien pour valeur dg. Et, quant à 


la troisième, on peut, comme on l’a fait avant les formules (69) pour 

une expression analogue, y écrire l'intégrale, 1 Ê d(— ef), puis 
e. p—0 

intégrer par parties; ce qui conduit encore au résultat dq. 


9—x 
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Observons que nous aurions obtenu la même somme limite, dg, en 
sroupant à volonté, de toute autre manière, les produits o dwrelatifs aux 
divers éléments dw, infiniment petits en tous sens, de l’espace indéfini 
considéré. Autrement dit, l'intégrale fo dw est finalement la même, 
quelle que soit la forme attribuée à son champ f45 de dimensions 
indéfiniment croissantes; et l’on n’en restreint pas la signification en 
limitant ce champ par une figure 5 d’égal rayon r autour de l’origine. 
Car & ayant, d’après la seconde formule (54), partout le même signe, 
l'intégrale fo dx constitue une série convergente à raison de la seule 
petitesse de ses termes et dont, par suite, la somme ne dépend pas du 
mode de groupement de ceux-ci. Il n’en serait évidemment plus de 
même, et la forme du champ [ ds d'intégration influerait au con- 
traire sur la somme limite, comme on l’a vu par un exemple au 
n° 327* (pp. 127* et 128*), si les éléments o dx étaient, les uns posi- 
uifs, les autres négatifs, et avaient, dans chacune de ces deux catégories, 
une somme absolue indéfiniment croissante; car alors cette forme du 
champ d'intégration pourrait, au moins jusqu’à un certain point, 
régler la proportion mutuelle des éléments positifs et des éléments 
négatifs introduits, suivant laquelle l'excédent des uns sur les autres, 
c'est-à-dire leur somme algébrique, varie de l'infini négatif à Pinfini 
posilif. 

Il y a lieu de se demander comment chacune des couches 59 dr, de 
grandeur constante, qui composent ensemble la quantité dq, se pro- 
page sans cesse à des distances r de plus en plus grandes, ou, en d’autres 
termes, comment doit grandir d’instant en instant son rayon 7, pour 
que la figure 5 qui la limite intérieurement ait toujours en avant ou 


en dehors d’elle la même partie, je ovodr, de dq. 
e 1 


Cette partie ayant encore comme expression, vu la seconde valeur 
(74) de », 


27 
do ; o 
( sis ) ee E EPS [5 ———— o!n—1 do, 
(V nn pri—1 Ù ù 
Tr) CP L 


> T 
où est le nombre 2 pour m—1, 2x pour »m—2"et {Tr peus 


m — 3, on voit que son invariabilité équivaut à écrire 
4 e La 
ane EN = un Const. . 
2Vt 


Donc toutes les couches de chaleur émanées à la fois de l'origine s’en 
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éloignent à des distances croissantes comme la racine carrée du 
temps {, et, par conséquent, leurs rayons 7’, ainsi que leurs épaisseurs 
dr, grandissent en gardant leurs rapports mutuels acquis dès le dé- 
but de la diffusion. L’analogie de ces lois avec celles que nous avions 
déjà obtenues dans l’étude d’autres phénomènes de conductibilité 
(pp. 469*, 471* et 474*) n’est pas moins évidente que leur contraste 
avec les lois de propagation exprimées par l'équation du son (p. 448*). 
D’après la seconde formule (74), qui revient à 
dq : dq 


Vi RES 


de HAN (rvr)" 


la température de chaque couche décroîtra en raison inverse de Ja 
puissance mime de la distance r parcourue. 


r —— 


Il faut distinguer spécialement la couche qui apporte en chaque en- 
droit la température la plus élevée qu'on y observe (dq étant supposé 
positif, pour fixer les idées). Nous la déterminerons en mettant en- 


? dgq À + ; 
core © sous la forme ML (p”*e 8"), quantité proportionnelle, pour 
rvTr 


chaque point déterminé, c’est-à-dire quand 7 est constant, au fac- 
teur positif pet, et en observant que celui-ci, nul aux deux limites 
0e POU0-:C0, 0, devient maximum à l'instant # Où p, 
rapport de r à 2/4, annule sa dérivée 6"-1e-P*(m— 992). Ainsi, à 
la distance quelconque r de l’origine, le maximum dont il s’agit se 


! : /m NT 
produit quand p atteint la valeur \/ --, caractéristique d’une cer- 
2 


taine couche élémentaire; et l’on voit, d’une part, que cette couche 


d'autre part, qu’elle a sa température, partout la plus forte aux en- 
droits successivement atteints par elle, représentée, d’après la seconde 


est celle dont le rayon 7 croît d’après la loi très simple 7 =—42mt; 


: EE dq 
relation (74), par la formule presque aussi simple © = ;— >. 
(2 Vret) 
Dans le cas d’une plaque, ou de m — 2 et de os — 2x7", l’expres- 


sion (72) s’évalue sous forme finie : elle devient 


r? 


dq a ep" s = dti dg. 
2/4 


à ; ur F= do È Le do 
En y faisant 7 —/2mt—2\t; elle donne “TL, c'est-à-dire Ts 
9 e 2,718 . 

pl] 


à Ë dg SE 
{ou sensiblement moins que . } pour la partie de la chaleur totale dq 


‘ 
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qui précède, en se diffusant, la couche dont la température est à cha- 
que instant la plus forte observée aux points où elle passe. Cette cou- 
che, caractéristique en quelque sorte du sommet, relatif à chaque 
endroit, de londe de chaleur propagéele long des rayons r, se trouve 


: Lu de 
donc en avant de celle qui correspondrait à la valeur 77 de lexpres- 
2 


sion (75) et qui, précédée par autant d’autres qu'il en reste après elle, 
peut être appelée la couche moyenne. 


168*. — Sur l'intégration des mêmes équations indéfinies dans d’autres 
cas, et notamment dans celui où le temps # est variable principale : 
application au problème du refroidissement des milieux. 


La solution élémentaire (74) exprime les températures © d’un milieu 
illimité à 72 dimensions dont un point recoit, à l'instant { — 0, une 
petite quantité donnée dq de chaleur qui, pour { tn/finiment petit po- 
sitif, est déjà hors de ce point, quoiqu’elle soit, encore, presque en- 
tièrement concentrée dans un seul élément di d’espace. La superpo- 
siion d’une infinité de solutions analogues successives, pour des 
quantités dq sans cesse renouvelées au même point et sans cesse 
dissipées tout autour, devait donc bien nous fournir la solution, 
(33) ou (30), relative au cas d’une source continue de chaleur qui 
s’y trouverait fixée. Or il n’est pas moins naturel que la superposition 
d’une infinité de pareilles solutions (74), non plus successives, mais 
simultanées ou plutôtcontemporaines,spéciliées pour des quantités dq 
de chaleur introduites, de même, à une époque commune infiniment voi- 
sine de £-— 0, dans une infinité d'éléments d'espace dw voisins, donne 
pareïillement la suite des températures » produites dans tout le milieu 
par la diffusion d’une quantité arbitraire fdg de chaleur, supposée avoir 
été tout entière, dès le début { — o du phénomène, répartie à volonté 
d’une manière connue entre les divers éléments d’une région fdw 
quelconque. Et ce serait enfin, d’une manière analogue, par la super- 
position de solutions du type (74), successives comme dans le premier 
cas, mais se rapportant, comme dans le second, à des centres d’éma- 
nation multiples, rangés en une file continue le long d’une trajec- 
toire donnée, que l’on exprimerait les températures dans un milieu 
indéfini sillonné par une source de chaleur mobile suivant cette tra- 
Jectoire. 

Bornons-nous au cas où l’on superpose une infinité de solutions 
contemporaines. Alors, en appelant, d’une part, £, r, ... les coor- 
données de l'élément d'espace ds — d£ dn ... dans lequel une quan- 


APPLICATION AU PROBLÈME DU REFROIDISSEMENT DES MILIEUX. 479* 


uté dg de chaleur aura été presque entièrement concentrée à une époque 
infiniment voisine det —0; d'autre part, F(Ë£,n,...), la fonction des 
coordonnées, arbitraire, mais supposée continue, qui exprime cette 
quantité de chaleur par unité de volume, c’est-à-dire le rapport 
dq 


er enfin, f une intégrale étendue à toute la région donnée d’éma- 
TD È Le 
[a] 


1 


nation, l’on aura, d’après la seconde (54), 


f / 
I nr. 
2 = rs fe ‘Sd 
(a pré)”. 


(76) (pour 4>0) 
I 


/ 
OR RE te x: A mi 
= ap JFG me LT at 


Le dernier membre est évidemment une certaine intégrale définie; 
et si, lorsque £ y tend vers zéro, la concentration des quantités dq 
dans les éléments dw correspondants d'espace se fait avec une rapi- 
dité suffisante, cette intégrale définie doit donner à la limite { — 0, 
pour toute étendue très petite w, entourant un point (x,y, ...) quel- 


\ 
\ 


conque, 


D'où il suit que la moyenne des valeurs initiales de & autour de 
(&, 3, ...), dans le très petit rayon de l'espace w,, sera 


c'est-à-dire, précisément, F(x,y,...). Etil suffira, dans ces condi- 
tions, que, à la limite £—_ 0, le troisième membre de (76) reste une 
fonction continue de x, y, ..., pour que l'expression (76) de + 
joigne à la propriété de vérifier l'équation indéfinie des températures 


“E— A, celle de se réduire initialement à la fonction arbitraire 


F(x,7,...) des coordonnées. L'expression (76) de © constituera 
ainsi l'intégrale de l’équation A = À,0 pour le cas où 11 y à une va- 
riable principale et où cette variable est le temps £; de sorte que 
l'on puisse se donner arbitrairement # en tous les points de l’espace 
quand £ reçoit sa valeur initiale choisie zéro. 

Il y a donc lieu de voir si, en effet, à la limite £— 0, le troisième 


membre de (76) reste continu et se réduit à F(x,7,...). Pour le 


: : : d 
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reconnaître, remplacons-y dw par le produit d£ di, ..., r? par 


( 


URR 


ne rev A Ne 
et, d’ailleurs, simplifions l’expression des limites d'intégration en 
étendant l'intégrale / à tout l’espace, ce que permettra la présence 


TD 
du facteur F(Ë,%,...) nul hors de la région d’émanation. Il viendra 


aisément 


o (ea )à Fr 2 orne 
Ù — = dé > di s 
(37) pousse ee Î e ht —_—- Î e ke FER 
(V7) die RS + V Le 


La 2 VE 


Enfin, changeant les variables d'intégration, de manière à simpli- 
lier les exponentielles et surtout à faire disparaître les dénominateurs 


2 | £ évanouissants avec {, posons 


> 


E—x+oayi, n= y alVE a 
d’où 
d(én.e ED N CAGE 
Nous aurons 


—— 


à © Û di 9 Ds / Es 1= \ 
(78) (pour to) © —  J e-# da [ e-B*d8...F(r—+g2uvt, y +28" 
(Vr) — 
Sous cette forme, découverte par Laplace et utilisée par Fourier, 
l'expression considérée de + reste visiblement finie et continue même 
à la limite £— 0; et comme, à cette limite, le facteur F, sous les 
signes f, se réduit à F(x, y,...), sauf dans les éléments (pour, 
ou $,...infinis) qu'annihilent les exponentielles alors évanouissantes 
multipliant aussi dx, ou dB, ..., il vient bien 


[ (»+] 27 l 
r, r » , 0° # > — (32 (à 
(We a Go e & da | eh dire 
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L'’équation de la chaleur TE — 4,9 est seulement du premier ordre 


par rapport à {. Donc son intégrale, quand £ a le rèle de variable 
principale, ne doit contenir qu’une seule fonction arbitraire, permet- 
tant de se donner à volonté +, en +, y, ..., pour la valeur initiale 
de £; et les expressions (78) ou (76) de © constituent précisément 
celte intégrale générale, 
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Une aussi grande fécondité de la solution élémentaire (74), pour 


les problèmes concernant la propagation de la chaleur, porte naturel- 
lement à demander des services analogues, dans le cas de l'équation 
générale (41) [p. 453*], à la première solution (42), dont (74) a été 


: : . 5 à al 
déduite par la réduction du double signe Æ à — devant — et par 
2 


l'hypothèse que la fonction arbitraire f s’annule dès que sa variable 
diffère sensiblement de zéro. Or, introduisons la même restriction et 
la même hypothèse dans cette première formule (42), en adoptant 


D 


: cer à . - " af 
encore comme variable d'intégration + la variable même £— — dont 
2 


dépend f, c'est-à-dire en posant 


d’où 


et 


Comme l'intégrale définie considérée + se réduira, par hypothèse, à 
ses éléments dont le champ f d7 sera infiniment voisin de l’origine 
T == 0, nous trouverons, à un facteur constant près : 1° ® — 0 pour les 
valeurs négatives de 4, car +, variable entreles limites — o et £, n'aura 
pas à y passer par les valeurs très voisines de zéro, les seules qui n’an- 
nulent pas la fonction f ; et, 2°, pour les valeurs positives de £, 


où f f(r) dr est une intégrale constante, à champ très restreint mais 
embrassant toutes les valeurs de f(+) qui ne sont pas nulles. Dési- 
gnons par dq cette intégrale, parce que sa valeur, arbitraire d’ail- 
leurs, sera, en général, infiniment petite ; et supposons la fonction w, 
choisie, comme il a été indiqué, de manière à annuler identiquement 
l'expression (43) [p. 454*T, ou à faire vérifier par l'expression ob- 
tenue + l'équation proposée (41). Nous aurons alors la solution cher- 
chée de (41), analogue à (74), 


| r2 \ 
(79) (pour 4 >0) near el 


Elle ne diffère de (74), à un facteur constant près, que par Jatsnb 


9 


B. — II. Partie complementaire. sh 
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stitution de & à une exponentielle. Or, comme, dans le problème des 
températures, (74) a dû son caractère d’élément naturel de la solution 
générale pour le cas où £ est variable principale, à cette circonstance, 
qu’elle rendait finies les intégrales, alors équivalentes, f? dw ou fes dr 
étendues à tout l’espace, c’est-à-dire l'intégrale proportionnelle 


2 
{h orn-1 dr, 


eat, 


de même, ici, la superposition d’une infinité de solutions élémen- 
taires (79), dans lesquelles les distances 7 seront comptées à partir de 
tout autant de centres distincts, aura chance de conduire simplement 
à l'intégrale générale de (41) quand £ sera variable principale, si 
l'expression (79) de # rend, de même, finie et déterminée la somme 
fe dx étendue à tout l’espace, ou, du moins, ne la rend pas infinie. 
Cela arrivera surtout si l’intégrale considérée fe dx admet une va- 
leur limite indépendante de la forme de son champ f'd5, et peut 
ainsi s’'évaluer par décomposition de l’espace en bandes ou couches 


20 
concentriques s dr, donnant f + do — iÊ os dr, Alors, en appelant K 
e/ 0 
le rapport constant de 5 à 7-1, rapport égal à 2, à 27, ou à 47, 
suivant que le nombre m» des dimensions de l’espace sera 1, 2 ou 3, 


l’on aura, vu (79), 


Se dm (dpK f ., DE ne ne Pts 
r—0 \4€/ a yt 2 Vl 


= (dg)K [ gCe)pmtde. 
0 


(79 bis) 


"l 


en désignant encore par p le rapport dE 
2 


Ù \ 


a 
Dans le cas dont il s’agit, l'expression fl b(b?)p"—1do sera-done 
0 


finie et déterminée, comme /+dw qu’elle représentera au facteur 
près K dg; et chacun de ses éléments exprimera, avec la même res- 
tricuon, une partie toujours égale de la quantité invariable fe da, 
mais une partie réalisée à des distances r = 2/49, de l'origine, d’au- 
tant plus faibles que les temps { seront eux-mêmes plus voisins de 
zéro, Ainsi l’on pourra dire que, dans chaque solution élémentaire 
(79), la quantité fe dw, égale au dernier membre de (39 bis), se 
trouve, pour £ infiniment petit, concentrée presque entièrement dans 


(81) 
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un seul élément de volume dw entourant l’origine des distances 7’; Et 
si, après avoir divisé en éléments dw une région donnée quelconque 
d’émanation, puis marqué à l’intérieur de chacun d’eux un point 
(£,n,...), on veut, par la superposition d’une infinité de solutions 
contemporaines (79) dont les centres origines des distances 7 soient 
en ces points (£,n,...), former une solution plus générale 


I r2\ 
(80) (DOUFH O0 IE GS Go J+ (a) dgq 


où © reçoive inilialement, en (£,n, ...), une valeur arbitraire 
BE; Ye enr 


il sera naturel d'admettre que, pour £ évanouissant, les éléments vd, 
ou F(x,7y,...) ds, de la somme f v dx relative à cette solution plus 
cénérale, se réduiront, dans chaque petit espace d5, à la part, 


pK f Y(o?)o”-1 do, à fort peu près fournie par la solution élé- 
0 


mentaire ayant son centre dans cet élément. On se trouvera donc 
conduit à poser, pour l’endroit quelconque d5, à coordonnées 6, , ... 
de Ja région d’émanation, 


P(Em.)dn = (dg)K [ Y(pt)em-tde, 
0 
F(E, 1.2.) dm 


Kk | d(p2)o7—1 do 
0 


plus générale cherchée, 


et, par suite, comme solution 


ou à prendre dq — 


I I : r? 
Épounté 10) to 3 == rm. 8 (S) ds 
| K f pp2)om-1 do VE)? A 
0 


Il reste à vérifier si cette intégrale sera une fonction de æ, y, ..., 4 
continue même à la limite é — 0, et si elle se réduira bien alors à 
F(x,y,...). Dans ce but, posons, comme tout à l'heure quand nous 
avons transformé (76) ou (77) en (78), 


E—x+oayt, n=7+28vt, ss... HOMME NORGE Sn 
et, aussi, en appelant p la distance, à l’origine, d’un élément 


des! = da d3.….. 
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d'espace dont les coordonnées seraient &, 6, ..., 


4 
. ds = di dr...= (2 Vt)" da dB...= (2 1)" dx’. 


Le second membre de (81), où le dénominateur K d(b?)o"—1do 
0 


n’est autre chose que l'intégrale fL(p?) do’ étendue à tout l’espace, 
deviendra 
(82) M(POULMENRO) AE ou 2a Vé, Y + 28 V4, ..)V(p2) dw'. 
(pe?) do 

Or, sous cette forme, généralisée de (78), 1l est visible que, pour 
t—= 0, la valeur de + reste finie et déterminée si les fonctions F, % 

le sont elles-mêmes, et qu’elle se réduit bien, identiquement, à 
Herr 

Enfin, comme l'équation différentielle obtenue en annulant (43) 
[p. 454* ] est du ième ordre et donnera z expressions distinctes pour 
Ÿ, on conçoit que la superposition des x solutions particulières cor- 
respondantes de la forme (82), avec tout autant de fonctions arbi- 
traires F, puisse permettre de choisir à volonté les valeurs initiales 
(c'est-à-dire relatives à £— 0) de la fonction + et de ses 7 — 1 pre- 
mières dérivées par rapport au temps £; ce qui suffira pour que la 
solution à » fonctions arbitraires ainsi formée soit l'intégrale géné- 
rale de l'équation proposée (41) [ p. 453*], de l’ordre nième seulement 
en.é, 

Le problème du refroidissement d’un milieu indéfini, ou de la 
dissipation, au sein d’un tel milieu, d’une quantité de chaleur initia- 
lement réunie dans certaines de ses régions, nous fournirait l’applica- 
tion la plus facile de ces principes, si nous n’avions préféré le traiter 
d’abord et arriver par voie de généralisation aux principes dont il 
s’agit. Il est donc inutile de revenir à cette question. 


469*. — Application au problème de la dissémination du mouvement 
transversal, le long d’une barre indéfinie. 


Une deuxième application, presque aussi simple, des mêmes prin- 
cipes, se trouve dans le problème de la dissémination du mou- 
vement transversal le long d’une barre indéfinie suivant les æ tant 
négatifs que positifs, à la suite de certains déplacements initiaux 
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connus © — f(x) et de certaines vitesses initiales également données 
do 


Es — f(x). Nous supposerons celles-ci nulles en moyenne, ou telles, 


Le) 
que f Ji(æ) dx — 0: cette restriction, nécessaire pour que les inté- 
— 0 


grales résultant de la formule (82) soient convergentes, revient à 
admettre qu'aucun mouvement d'ensemble n’est imprimé à la barre. 
Nous verrons à la fin du numéro suivant ( pp. 494* et 495*) comment 
on peut l’écarter, en donnant à une partie de la solution une forme 
qui implique, de plus que (82), une intégration par rapport au temps. 

Les deux fonctions f(x), f.(æ), ainsi caractéristiques de l’état ini- 
ual, seront continues mais d’ailleurs arbitraires, sous les réserves: 1° de 
devenir la première, constante, et la seconde, nulle, pour æ — +, 
par suite de la limitation supposée des régions d'ébranlement; 2° de 


Lee] 
réduire à zéro l'intégrale f f.(æ) dx, comme il vient d’être dit. 
— © 


Nous avons vu (p. 458*) que % est alors, à volonté, soit la fonction 
sinus, soit la fonction cosinus; et comme, de plus, #2 se réduisant à 1, 


T 


DORE d'où aussi | 9 (9?) dr! — ÿ(a) da =|/2 


— 00 


d’après les formules (38) du n° 330* (p. a) |, la somme des deux 


solutions de la forme (82) donne, en appelant F, la deuxième fonction 


arbitraire F, 
SUN CES = 
= /2 j F (æ+922yt) sin? da 
T 
-—00 


+ 4/2 f Fi(x+2avyt)cosa? du. 
L 
æ 


En différentiant par rapport à £ cette expression de », il vient aisé- 
ment 


= 2% 


== f F' (+ 2ayt) dcosa? 
Œ—=-- 0 


| dt Vart 
| ü 
\ 


ee = f F,(xæ—+22yt) dsina?, 
V2rt OŒ ——0 


ou encore, grâce à une intégration par parties qui ne donnera rien 
aux deux limites si F/(+ œ)—o et F (+ æ)—0o comme nous l’ad- 
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d sm Tieo te ! 
D — V2 /f F' (x + 224) cosa? da 


— 20 


2. f” : 
| — 2 dh !(æ+aayt) sine? da. 
T 
— 20 


Pour {— 0 les seconds membres de (83) ei (84) sont respective- 
ment F(x)+F,(x), F'(x) — F° (x). On satisfera donc à l’état ini- 
tial en les égalant, l’un, à f(x), l’autre, à f,(x) ; et il viendra, pour 
déterminer les fonctions arbitraires F, F;, 


mettrons, 


(85) Per) re), F'(z)—Fi(xr) =i(æ). 
Or la deuxième de ces relations, multipliée par dx, puis intégrée à 
parüur de la valeur + —— % qui annule F’, F°,, devient 
F4 
(85 bts) | MA ES AE f it) rs 


et l’on peut observer que celle-ci, combinée avec la première (85) 
différentiée, savoir, avec F'(æ)+F(x)—f'(x), donnerait bien 
pour F'(x), F, (x) des valeurs nulles aux deux limites æ —=—+c"où 


XL 
s'évanouissent, par hypothèse, f'(æ), fi(æ)et f f(x) dette 


une seconde multiplication par dx, suivie d’une nouvelle intégration 
en æ, déduira de (85 bis), à une constante arbitraire près 2c, la dif- 
férence des deux fonctions F(x), F,(x), dont la première équation 
(85) détermine déjà la somme f(x) ; en sorte que, sauf le terme + c 
dans F(æx), — c dans F,(x), l’on connaîtra, d’abord, ces deux fonc- 
tions, puis l'expression cherchée (83) de ©, d’où s’élimineront les deux 
termes en c, savoir, 


. n a no 
0 . sin x? di = c, — C - cosa? da = —0c, 


dès lors sans importance. 

On remarquera qu’une nouvelle différentiation par rapport au 
temps, effectuée sur (84) et suivie d’intégrations par parties comme 
celles qui ont permis de déduire (84) de (83), donnerait une dérivée 
deuxième de & en £ identique à ce que devient le second membre de 
(83) quand on y remplace F par —F" etF, par — FY, ou égale et con- 
traire à la dérivée quatrième de + en æ, A,4,®%. Ainsi se trouve véri- 
fiée directement par (83) l'équation indéfinie du problème. 
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410*. — Application à la dissémination du mouvement transversal 
dans une plaque indéfinie. 


La méthode se complique un peu ou, du moins, devient d'un emploi 
assez délicat, lorsqu'il s’agit, non plus d’une barre, mais d’une plaque 
indéfinie couvrant tout le plan horizontal des +xy, et dont les divers 
points (£,n) compris dans une région limitée d’ébranlement ont ini- 
tialement éprouvé certains déplacements verticaux f(Ë,n), graduelle- 
ment variables partout, en même temps qu'ils ont recu certaines 
vitesses verticales non moins continues f,(£,n), supposées nulles en 
moyenne comme dans le cas de la barre. 

Alors la fonction Ÿ est encore (pp. 458* et 459*) un simple sinus 
ou cosinus, Mais, 72 valant 2 (d’où K —27), il vient 


soit r(1— cosp?) avec p infini. 
soit T sin p? avec p infini. 


æ 
SY(e?) du'= 27 f (sinp? ou cosp?)p dp — 
EF (I) 

Ici, l’intégrale fL(p?) dw' n’est donc plus déterminée, ou n’a pas 
une valeur limite indépendante de la forme du champ. Toutefois, 
comme, dans l'hypothèse d'un champ fsdr circulaire, elle oscille 
indéfiniment soit entre zéro et 2r, soit entre — x et rt, de manière à 
rester finite, l’on peut espérer que la mise en commun, pour ainsi 
dire, d’une infinité de solutions élémentaires à centres différents, em- 
pruntées à chacun des deux types, produira une certaine régularisation, 
ou une destruction mutuelle d’inégalités, propre à rendre les deux 
types encore utilisables, De plus, comme le premier, où (2?) —sin p? 
et pour lequel fL(p?)270 de oscille entre zéro et 27, c’est-à-dire de 
part et d'autre de r, semble ainsi devoir donner ex moyenne 


SY(e?) du = 7, 


nous pourrons, sauf vérification ultérieure, y attribuer la valeur x 
au dénominateur du second membre de (82). Quant au second type, 
où Y(p?) — cosp? et où, fL(b?)27p dp oscillant de — x à r, la valeur 
moyenne qui semble devoir être attribuée à fY(p?) dæ' se réduit à 
zéro, il paraît, à première vue, pouvoir servir seulement quand lex- 
pression de © s’annulera à la limite £—0. L'on n’a pas, dès lors, 
à y chercher pour cette fonction + des valeurs initiales arbitraires 
F(x, y); et il est sans inconvénient de lui attribuer, afin de main- 
tenir sa symétrie avec la précédente, le dénominateur 7x, à la place de 
J'Y(r°) dm. 

Si donc F(Ë,n) désigne une fonction arbitraire continue, s’annulant 
pour £ ou n infinis, la formule (82) fournira les deux solutions parti- 
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culières, que nous appellerons respectivement + ete, 


o = = SF(x+0a V2 y +28 Vt)sinp?dw', 
(86). (pou 0e 
DE = SF(x+2a VE, YH28 Vt)coss? dx’, 


où ds’ désigne le produit da dB, 9? la somme 4 + $? et où l’annula- 
tion de la fonction F pour x, 8 infinis permet d'étendre les intégra- 
tions à tout un plan dont les coordonnées seraient &, 8. : 

Nous avons, en premier lieu, à reconnaître que les deux fonctions 
», ©, se réduisent bien, respectivement, pour £ infiniment petit, à 
n FX 90 etat 0, 

À cet effet, supposant € extrêmement petit, et æ, y quelconques 
mais /ives, imaginons qu'on ajoute d’abord ensemble les éléments 
dont le champ da dB est compris entre deux circonférences de rayons p 
et p + do décrites autour du point (x, y), choisi comme origine des 
coordonnées a, 8. Les valeurs de F(æ+o2xÿt, 7 +284Vt) qui y 
figureront seront évidemment celles que reçoit la fonction F(Ë,) en 
des points (£,n) uniformément répartis le long de la circonférence 


qui a pour centre (x, y) et le rayon r — (2 Ve)p. Alors, si nous ap- 
pelons F(r) ou S(2pVE) la moyenne de ces valeurs, fonction bien 
continue de r (!), évidemment égale à F(x, y) pour r = 0 et à zéro 
pour 7 infini, les éléments des seconds membres de (86) dont le 


(') On remarquera que cette continuité de É(r), sans laquelle, d’après les rai- 
sonnements ci-après, ? et w, ne se réduiraient pas initialement à F(æx, y) et à 
zéro, subsiste, en général, même quand la fonction F(x, 7) n’est pas continue 
partout, notamment quand, au sortir de la région d'ébranlement, elle passe brus- 
quement d’une valeur sensible à la valeur zéro. En effet, il suffit alors, pour la 
graduelle variation de (7) avec 7, que la partie des circonférences concentriques 
2rr intérieure à celte région décroisse peu à peu jusqu’à zéro de l’une à l’autre, 
au delà du moins d’une certaine valeur de r; ce qui aura lieu, sauf quand la ré- 
gion dont il s'agit sera totalement ou partiellement circulaire, et que, de plus, 
le point choisi (x, y) coïncidera avec le centre d’une portion circulaire sensible 
de son bord. 

Mais pour les points (+, y) du contour sur lequel F(x, y) s’annule ainsi brus- 
quement, ou de toute autre ligne de discontinuité, la fonction É(r) ne se réduit 
plus, quand rest infiniment petit, à F(æ+,y); car il est clair que les valeurs de F 
spéciales aux deux régions contiguës que sépare la ligne de discontinuité entrent 
alors pour part égale dans la formation de cette moyenne : f(r) y devient donc 


la demi-somme des deux valeurs de F(æ,y) de part et d’autre de la ligne de 
discontinuité. 
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champ total est une zone infiniment étroite 27e do, ou x d(£°), auront 
pour sommes respectives 

(20 ve) sin p? d(p?) et (26 Vt) cosp? d(p?). 
Donc, en posant p? — }, puis faisant grandir À de zéro à l'infini, ou du 
moins jusqu’à une valeur au-dessus de laquelle la fonction 
SET = “AG VE) 
soit identiquement nulle, il viendra 
LI +) 2. ee à 0 à — 
(86 bis) o — | (2 Ve) sin À d}, by. I (2 rx) cosà d1. 
0 20 


Faisons successivement croître À, dans la première intégrale, de 


as : À HAS COL 
zéro à +, de 7 à 27, de 2 à 37, ..., et, dans la seconde, de © à — ; 
À) 


37. ÔT 


» *-+, en y négligeant provisoirement un premier inter- 


REC . . £ T 
valle, moitié moindre, compris entre zéro et -+ Comme le facteur 
2 


F(2 VX) variera, d’un intervalle à l’autre, avec une lenteur infinie 
si £ est infiniment petit, et que l’autre facteur sinÀ ou cosÀ prendra 
dans tous les mêmes suites de valeurs absolues, mais avec signes 
contraires dans deux consécutifs, les intégrales partielles successives 
ainsi obtenues seront en général finies et à signes alternés, mais de 
valeurs absolues infiniment peu variables d'un intervalle à l’autre. 
Par suite, chacune des deux intégrales (86 bis) constituera, si l’on 
fait, dans la seconde, abstraction d’une première partie 


Î Floicos Mad (0) (er, 

e 0 
une série à termes successifs de signes généralement contraires, mais 
presque de même grandeur absolue. D'ailleurs, le dernier de tous 
ces termes sera nul, et le premier vaudra, respectivement, 


ur 
11 f(o)sinx dk—2$(o)=2F(x,}y) 


(eo) 
-- 


31 


3 


7. $(o)cosÀ dà =—2$(0) =—2F(x, y). 
T 


. 


, ; ; : d 
190* INTÉGRATION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES, HOMOGÈNES EN > ET À, : 


Or il est facile de montrer que, dans ces conditions, chaque série se 
réduit à la moitié de son premier terme. 

En effet, l’une quelconque des deux séries se compose généralement, 
si l’on y considère les termes dans l’ordre même où ils se suivent, d’un 
nombre fini de séries partielles, dont chacune, comprenant toujours, 
pour fixer les idées, un nombre pair de termes, aura ses termes de 
rang impair (le premier, le troisième, etc.) soit constamment décrois- 
sants de l’un à l’autre, pour la grandeur et le signe ou entre + et 
— , soit constamment croissants, et, dans les deux cas, en nombre 
infini à la limite; vu que la différence des valeurs absolues de deux 
termes consécutifs de chaque série partielle ne doit, en général, va- 
rier d’un intervalle à l’autre que d’une fraction infiniment petite de 
sa propre valeur, par raison de continuité. 

Cela posé, appelons la somme de l’une des séries partielles, S et, ses 
divers termes, 

a, — 0, "0,0 el SRE EL OR 


après avoir toutefois détaché de la tête et de la queue de la série, 
quand la valeur absolue des termes y devient maximum ou minimum 
et que, par suite, la différence de deux d’entre eux consécutifs y tend 
vers zéro, assez de paires de termes (en nombre aussi grand qu’on 
voudra, mais fixe ou indépendant de €), pour ne laisser subsister que 
ceux dont les valeurs absolues ont déjà, de l’un à l’autre, une diffé- 
rence ne changeant successivement que très peu par rapport à elle- 
méme. Alors les différences consécutives de ces valeurs absolues, 
entre a et z, seront (au facteur commun près Æ1) 


a—b, b—c, c—d, d—e, ..., h—x. 


Elles se trouveront d’ailleurs, par hypothèse, soit toutes positives, soit 
toutes négatives. Donc, en raisonnant comme à la page 12 du tome Ï, 
re a—b".c— 4 FN ; ; 

on déduira, des rapports =——, =—, ..., : -» presque identi- 
? SA DCE A LAE 1 


ques à l’unité, le nouveau rapport 


a—b+c—-d+...+g—h 
b CASTRES CT NT LE 


infiniment peu différent, lui aussi, de r. Enfin, comme le numérateur 
et le dénominateur de ce rapport sont identiquement S— +7 et 
a—S— 7, il viendra S —: +}; — a—S — }ÿ, c'est-à-dire 


S'= (a+i— 0j) 
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\ L \ [ . . - [2 e " e \ 
ou, à très peu près, S—-(a—7}). Ainsi, la série se réduit à la 
: 


demi-somme algébrique de ses deux termes extrémes. Et l’on peut 
observer qu'il en est encore de même : 1° quand elle a un nombre 
impair de termes, cas où, si £ désigne son dernier terme, le rapport 


, , L , A , . S EL a I , 
précédent, sensiblement égal à 1, s'écrit a donne S—-(a+i),; 
a — 2 


2° quand on restitue à la série les termes allant par couples, en nombre 
relativement insignifiant, qu'on avait supprimés à la tête et à la queue, 
termes, à somme algébrique négligeable, sensiblement identiques 
pour la valeur absolue, le premier, à & et, le dernier, à — j ou à &. 
Appliquons maintenant cette règle simple à la sommation de toutes 
les séries partielles dont se compose une même des deux séries con- 
sidérées, et observons que, pour € infiniment petit, le dernier terme 
d’une série partielle égale le premier de la série suivante changé de 
signe. Il ne restera évidemment dans chaque somme définitive que la 
moitié, F(x,y) ou —F(x,7y), du terme évalué ci-dessus dont le 


’ Cd \ EN . FT “ 3T 
champ s'étend soit de À — 0 à À — 7, soit de À — — à À — —, plus la 
2 2 


moitié, 1c1 nulle, d’un dernier terme correspondant à À très grand ou 


infini. Et si, d’ailleurs, à la seconde série qui doit donner la valeur 
T 


3 
initiale de +,, l’on ajoute la partie / (0) cos À d?, égale à F(x, M), 
0 
on aura bien 


(0er) (pOur 0) Ce) SRE 


Ainsi, les deux solutions particulières (86) conviendront, l’une, v, 
quand il y aura des déplacements initiaux f(Ë, n), l’autre, #,, quand 
il n’y en aura pas et que le mouvement sera dû exclusivement à des 
vitesses initiales f,(Ë, n) imprimées aux divers points (4, n) de la ré- 
oion d’ébranlement. Nous achèverons de préciser les conditions de 
leur emploi en cherchant, pour chacune, l'expression de la vitesse 
de de: 
dt "dt 

Ces dérivées en 4 des seconds membres de (86) peuvent s’obtenir 
en procédant comme on l’a fait au n° précédent pour déduire (84) de 
(83), c’est-à-dire au moyen de différentiations sous les signes ff, 
suivies d'intégrations par parties en vue desquelles on observerait, 
par exemple, que zcosp? et 8 cosp? sont les demi-dérivées de sin p? en x 
et 8. Mais il est beaucoup plus simple de prendre + et +, sous leur 
forme primitive, en les réduisant même à un seul élément (79) 
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dt 


[p.481*]; ce qui, sans avoir seulement besoin de spécifier le nombre m 


s : RE PT ri 
des coordonnées figurant dans l'équation indéfinie Te — — A2 A2, 


donne, à un facteur constant près, 


4 


a 2 eh, ù 
POULE NMELeL ee HET pour o1. 


La dérivée en £ de ces expressions est 


—— T° rè TRONTE M NN m r® 
LES = COS — — — SIN —- ELEC SIN — — — COS —)" 
4e? il RME | 
gt 2 4 ? / 


dr? r dr 


Le 72 Fr NE GUN AN T2 , ro NT = TL OPA 
Ætol sardirdade  }c08 7 ét'a c + —— — sin 7. 


On aura donc, en général, pour des expressions analogues à © et 


; : dq MU Ed r? 
à v,, ou des deux formes respectives (sin cos — }; 


CONTENT 
| d l à *2 l 2 
Me - : 1e sin . — A SAR Un M 
dt (oo A (2 ef At 


(87) 
d dg r2 dq NAT 
SE rer COS VEN RS NE 


relations qui, pour le dire en passant, montrent l’équivalence, sur ces 
sortes de fonctions, de deux différentiations successives en 4, avec 
l'opération indiquée par le symbole — À, À,, conformément à l’équa- 


d2o 


tion aux dérivées partielles posée —-7 —— A,A,0. Et, quand on se 


de 
borne au cas d’une coordonnée +, l’on reconnaît bien, en effet, dans 
chaque terme du second membre de la formule (84) ci-dessus 


2 


ù pen ’ d? , . 
[p. 486*], la dérivée 4, — RES changée ou non de signe, du terme 


correspondant de (83) où l’on aurait substitué sinx? à cos2? ou vice 


versa. 
Ainsi, les dérivées en { des seconds membres de (86) [ p. 488* ] seront 


(87 bis) 
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et, à la limite £ —o où v, s’annule, tandis que © y vaut F(x, y}, iül 
viendra 
do do 


(SET M Tpour 2 ="0)) - 0, De =—AF(x,y)=—(Frt+F;). 


On voit que la fonction w, en y prenant F(Ë,n) —f(Ë,n), exprime 
la solution cherchée, dans le cas particulier de déplacements initiaux 
bien continus f(£,n) communiqués aux divers points d’une région res- 
treinte o« d’ébranlement, sans adjonction de vitesses initiales ; et que la 
fonction ©, constituera de même la solution dans le cas contraire de 
déplacements initiaux nuls et de vitesses initiales f,(£,n) données 
pour une telle région 5, si l’on y détermine F(x,7) par la condition 
A F(x, = fi(æ 7) 

Or, pour vérifier celle-ci, il suffira, d’après la propriété caractéris- 
tique des premiers potentiels cylindriques ou logarithmiques à 
deux variables (p. 220"), d'égaler F(x, y) au potentiel 


[ ” à 
+ Hs poire 1e AU Sr) (HT a liee n) dé di 


d’une couche fictive f dm de matière étalée sur le plan des xy, et 
#1 ; ST I 
dont la densité superficielle, exprimée par — — fi(£, n) en chaque 
DUT 


point (6, n) de la région 5 d'ébranlement, serait nulle partout ailleurs. 
Cette valeur de F(x, y) tendra bien vers zéro pour + ou y infinis, 
comme on à dû l’admettre afin de vérifier la condition ©, — 0 à la 
limite é— 0; car, l’annulation de l'intégrale ff,(é,n) do donnant 
J dm — 0, le terme principal du potentiel cylindrique aux grandes 
distances + de l’origine, savoir (f dm)log: —(f dm) log Vx*+ »?, 
disparaîtra ici, pour y donner 


F(æ, y) = J'llog vtr EP + (y —n}— log yz?+ 72] dm 


1 
- D Lo). 
2DE+2yn —E— nl? 
LEE 3 dm, 
" 
e 


"2 , I 
quantité tout au plus de l'ordre de -. 


v 


Ainsi, la solution partielle w,, formée au moyen de la fonction F 
définie par (88), ne sera pas moins satisfaisante que la solution par- 
tielle © obtenue en posant F —/; et leur superposition donnera 
évidemment celle qui convient quand les ébranlements initiaux sont 
quelconques, sous la condition admise, toutefois, qu'aucune vitesse 
d'ensemble ne soit imprimée à la plaque. 

Le problème abordé était, on le voit, plus difficile dans le cas du 


: d 
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mouvement produit par des impulsions, c’est-à-dire par des vitesses 
initiales, que dans le cas de mouvements consécutifs à de simples 
déplacements initiaux. Tandis que les intégrales définies de la XXXIIIe 
Lecon suffisaient pour résoudre celui-ci, l’autre a demandé, en outre, 
la mise en œuvre d’un potentiel logarithmique. Nous sommes donc 
conduits à des questions où il y a lieu d'employer simultanément des 
potentiels et des intégrales de la XXXIIT° Leçon. Les plus intéressantes 
de ces questions feront l’objet de la Lecon suivante. 

Terminons celle-ci en observant qu’on pourrait, au prix d’une inté- 
cration, par rapport au temps, entre les limites zéro et £ dont la 
seconde est variable, éliminer le potentiel logarithmique (88), c’est- 
à-dire éviter les deux intégrations qu'il implique, dans l’espace, 
entre des limites fixes. En effet, la dérivée égale à — A,0 d’après 
(87 bis) ou, identiquement, vu la première (86) [ p. 488* |, à 


1 far(o+ ae y +28 V0) sinpt du’, 


ne contient pas le potentiel (88), car la fonction A,F n’y est autre 
» c 4 d HI ’ e , 

que — /,. Donc la dérivée _. se trouve immédiatement donnée par 

la formule 


(88 bis) ce — = SJ fie +0 VE, y+28Vt) sin p? dw'; 


et une intégration par rapport à {, effectuée, après avoir multiplié 
par dE, à partir de la limite £ — o où ©, s’annule, en déduit 


L 


l 
(88 ter) EN À dt J'fitæ + aa yt, y + 28 Vt) sine? ds’. 
0 


C'est sous cette forme, facile à déduire directement de celle de & (1), 


(:) En effet, si l’on admet qu'on ait remplacé, dans ©, F(Ë,n) par f,(£,n), cette 


t 
expression (88 ter) de +, ne sera autre que #, 4 dt. Or, d’une part, comme la 
0 


Rue us | 
dérivée _ s’annule pour { — 0, une telle valeur de ©, donne identiquement 
l t 
d'9 
a,1,9 = f (A, A,9)dt = — da dt 
0 0 


de dœ\ 1=t © do ka d: l de, 
| nn rer PE 
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que Poisson à obtenu l'intégrale particulière appelée ici v,, en même 
temps que l’autre, plus simple, © (1). 

IL est à remarquer que, débarrassée ainsi de tout potentiel, mais 
compliquée d’une intégration en £, elle reste utilisable quand la fonc- 
tion f.(6,n) cesse d'annuler l'intégrale ff,(Ë,n) do, pourvu qu'elle 
continue toujours à s’annuler elle-même aux distances infinies 


VE2+ n° de l'origine. On formerait aisément une intégrale analogue 
en æ et {, pour le cas d’une barre qui aurait initialement recu des vi- 
tesses transversales ne s’annulant pas en moyenne et tendant même, 
aux très grandes distances de l'origine, vers une valeur constante 
autre que zéro. 


: ee NT TC D 
ce qui revient à dire qu'elle vérifie l’équation indéfinie 7 + À,A,0, = 0; d’autre 
; i FRE. "on +: 
part, elle s’annule bien pour é —o et a sa dérivée ra c'est-à-dire vw, égale à 
C 


Hé SAbou A Er M) pourié 0. 
(:) Par des méthodes basées principalement sur l’application de transformations 


do 
RE — A, 
dt Re 
(Mémoires de l’Académie des Sciences, t. III, p. 154; 1820), Fourier avait trouvé 
de son côté la solution © en se servant de sa célèbre formule, comme on verra à 
la fin de la XLIX° Lecon; et il en avait déduit l’autre, w,, telle aussi que la 


T1? 
donne (88 fer). 


imaginaires à l’intégrale générale (78) de l’équation des températures 


QUARANTE-HUITIÈME LECON. 


SUITE DES PROCÉDÉS D'INTÉGRATION, POUR LES PROBLÈMES DE 
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE RELATIFS AUX CORPS D'ÉTENDUE INFI- 
NIE : ÉQUATIONS QUI S'INTÈGRENT PAR L'EMPLOI SIMULTANÉ DES 
POTENTIELS ET DES INTÉGRALES DÉFINIES DE LA XXXIII LECON. 


471*. — Intégrations effectuables par l'emploi simultané des potentiels 
et des intégrales définies de la XXXIII° Leçon. — Équations du prin- 
cipal problème où elles se présentent, et qui est celui des ondes pro- 
duites, à la surface d’un liquide pesant, par l’émersion d'un solide ou 
par une impulsion superficielle. 


Il nous reste encore à intégrer les équations des ondes produites à 
la surface d’un liquide pesant par l’émersion d’un solide ou par une 
impulsion comme celle d’un coup de vent. Ce sont les deux relations 
indéfinies (40), réductibles, comme on a vu (p. 453*), à 


(89) - + A99 = 0, és 


où paraît, pour définir le mouvement, une fonction vw def, x ets, où 
de 4, æ, y, 3, finie et continue dans tout l’espace occupé par le fluide, 
savoir, du côté des 3 positifs, c’est-à-dire au-dessous de la surface 
libre de repos du liquide choisie comme plan des xy, et où, de plus, 
A,® désigne le paramètre différentiel du second ordre de v pris seule- 
ment par rapport aux coordonnées x, y, c’est-à-dire dans le plan 
horizontal de chaque point (x, y, 3). La fonction ® se trouve, en 
outre, astreinte à s'annuler asymptotiquement quand l’une quel- 
conque de ses variables +, 3 et {, ou æ, y, =, £, croît sans limite en 
valeur absolue. Enfin, elle vérifie les conditions initiales suivantes 


(pour £='0 et quel quéssoit 3) 0 =—0; ee 


(90) « 
o ; 
| (pour ê=oet z—=0) -—* —= une fonction donnée F(x) ou F(>,y), 
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la fonction F, nulle pour les valeurs infinies soit de +, soit des deux 
coordonnées horizontales æ, y, mais d’ailleurs arbitraire, exprimant : 
1° dans le cas des ondes par émersion, l’ordonnée initiale z de la sur- 
face libre, ordonnée égale à zéro, aux endroits que n’occupait pas le 
solide primitivement immergé, mais égale à la profondeur connue 
d'immersion de celui-ci aux parties de la surface qu'il occupait, et, 
2° dans le cas des ondes par impulsion, l’éëmpulsion totale (à un fac- 
teur constant près) exercée, à l’époque { — 0, sur l’unité d’aire de la 
surface libre en chaque point (x, y) de celle-ci. 

Quant aux circonstances du mouvement, la fonction + les repré- 
do 
D PA el) 
le cas des ondes par émersion, et au moyen des dérivées analogues 

d do 
ER ES D dt 
impulsion. En effet, ces dérivées respectives en æ, y, 3, t de y ou de 
FA‘) 


Te expriment, savoir, les trois premières, les vitesses actuelles, sui- 


sente au moyen de ses dérivées partielles premières dans 


de sa dérivée première en £ dans le cas des ondes par 


vant les æ, y, 3, de chaque molécule, supposée désignée ou définie 
par les coordonnées +, y, 3 de sa situation finale de repos, et, la qua- 


2 do d2v Re Ne . 
trième, 7 OU 7) Sa dénivellation actuelle, c’est-à-dire son abais- 
a at” 


sement, à l’époque £, au-dessous de cette situation finale. L’équation 
de la surface libre, qu'il suffira d'obtenir et de discuter pour con- 
naître à chaque instant les ondes produites, se formera, sauf erreur 
négligeable, en calculant la dénivellation pour les molécules super- 
ficielles (+, 7,0), et en la regardant comme identique à la petite or- 
donnée z de la surface sur la verticale même du point(æ,y,0).Si donc 


do : Aa Ne 

l’on appelle 2 la valeur de je Pour 4 —0, ou si l’on définit cette fonc- 
[4 

tion de +, y, t, dès lors la plus importante à déterminer dans le pro- 


blème, en posant 


(ai) R = H (pour s=o), 


l'équation de la surface libre sera 3 — A, lorsqu'il s'agira d’ondes 


x | dh ; ; ; ; 
par émersion, ets =, quand il s'agira d'ondes par impulsion. 
û dt 


Les relations (89) et (90), avec les conditions que + s’annule soit 
pour æ, 3 ou £infinis, soit pour æ, y, 3 ou £ infinis, constituent un 
système plus difficile à intégrer que tous ceux dont nous nous étions 
occupés. Aussi devrons-nous y employer à la fois les deux sortes 


B. — II. Partie complémentaire. 4 
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d’intégrales définies qui, jusqu'ici, sauf dans une partie de la dernière 
question traitée (p. 493*), nous avaient suffi séparément ; et, dans le 
cas général où © dépendra des deux coordonnées horizontales æ, y, 
nous aurons même à y mettre en œuvre deux potentiels, sans compter 
deux intégrales de la forme (42) [ p. 454*]. Au contraire, un de ces 
potentiels, le plus compliqué, devient inutile quand © est fonction 
d’une seule des deux coordonnées horizontales, de æ par exemple, 
circonstance se produisant pour les ondes cylindriques où tout est 
pareil aux divers points d’une parallèle quelconque à l'axe des y 
(comme il arrive fréquemment à l’intérieur des canaux de largeur 
constante dont les bords sont normaux à cet axe). Commençons donc 
par traiter ce cas moins épineux, où dépend seulement de +, 3 et 4. 


412*. — Premier cas, n’exigeant pas de potentiel sphérique: ondes pro- 
duites dans un canal étroit ou propagées suivant un seul sens hori- 
zontal. 


rec A lo. "46 
La première équation indéfinie (89), alors réduite à ee es 0) 
C x? 


et les deux premières conditions initiales (90), savoir & — 0 et 


do ; sn ; : 
Ta —0 (pour £ — 0), régissent les valeurs de © relatives au niveau z, 
ou à un plan horizontal quelconque, indépendamment des valeurs 


analogues aux niveaux voisins ; car aucune dérivée de + en z n°’v 
paraît. Il y a donc lieu de feel pour ces relations prises à part, 

une intégrale aussi simple que SU INE où z figure uniquement sous 
un signe de fonction arbitraire, en qualité de paramètre destiné à ne 
varier que lorsqu'on s’occupera des autres équations du problème. 
Or telle est précisément l’intégrale (54) [p. 460* ] de l'équation indé- 
finie (53), quand on y permute x et {, ou que, changeant (53) en 
d?o dpt 
de: Ÿ du 
il vient d’être dit, dans la fonction arbitraire f, lon pose 


Le A PE 0 er le . 
om reflet) 315) 


En effet, comme la fonction Ÿ [évaluable par les relations (56), (57), 
(66) des pp. 267* et 269*] a été choisie de manière que Y(o) =o et 
Y'(o) —0o, l'expression (92) de +, différentiée deux fois en £ par la 
règle du n° 346* (p. 170*), rendra bien © et sa dérivée seconde rela- 
tive à £ nulles pour {—0. Mais, d’après une remarque terminant le 
n° #63" (p. 460*), cette expression (92) de + ne vérifiera effectivement 


— 0, et faisant d’ailleurs figurer explicitement z, comme 
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is QUE J Ar 
Te —0 que si l'on Ars) he 


d*® 
de 
relation où f(x, 3) désigne la dérivée de f (x, 3) par rapport à æ. Or, 
c'est bien ce qui aura lieu en prenant f(+ æ, z) — 0, comme il faudra 
le faire pour que, dans (92), la fonction sous le signe f puisse, quand 
æ sera infini, s’'annuler d’une manière continue et donner # —0. 

Déterminons maintenant la fonction f, au moyen de cette condition 
spéciale /(Æ , z) — 0, de la relation non moins évidente 


l'équation indéfinie -i- 


a? 
f(a+T, =) =, 
| d 


sans laquelle © ne s’annulerait pas pour 3 — , de la dernière condi- 


: do 

tion (90), D = F(æx) pour £ et 3 nuls, enfin, surtout, de la seconde 

| JP. ME 2 dv do : 

équation indéfinie (89), devenue 2 L + Ti = 0. Or celle-ci sera sa- 
3? x? 


usfaite de la manière la plus simple, savoir, par chaque élément 


me 2 ; 
f(x se 2 :) d (: ;) da de w, en prenant la fonction f telle, que la 
L: 


somme algébrique de ses deux dérivées secondes directes, par rapport 
2 

à ses deux variables x + — et 3, soit identiquement nulle. Cela re- 
viendra, si l’on considère la fonction de point f(x, 3) dans toute la 
parte du plan des æ3 où 3 est positif, à y annuler son paramètre dif- 
férentiel du second ordre. Quant aux conditions f(Æ, 3) —0, 
f(æ, ©)—0o, elles signifieront que cette même fonction f(æ,z) 
devra, en outre, s’annuler aux distances infinies de l’origine. 

Pour achever de la déterminer au moyen d’une relation la concer- 
nant sur tout le reste z—o du contour de l’espace où elle existe, 
nous avons enfin la dernière condition (90). Cherchons donc ce que 
devient celle-ci avec l'expression (92) de  ; et, à cet effet, évaluons, 
par la règle du n° 346 (p. 179*), la dérivée première en £ du second 
membre de (92). Nous trouverons 


do “ 2 (2 a? 
TD — ae “e = A0 QU EEE 02 
(95) dt IÊ L (x 242? :) fe 202? ) (£) 


16 


et, par conséquent, à la limite £ — 0, 


do AR NG 
(91) (pour £—0o) pars = 2f (8 2) [ d (E) 2. 


Or l'intégrale de 4’ (=) dx s'obtient en observant que, d’après la for- 
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mule de (+) déduite immédiatement de celle, (56) [p. 267*], de 
Y(y), savoir 


| d' (y) = [cos(y — m*)am 


0 
pr VE 
VY L L Ye ; 
CDS cos mm? dm + siny sin n? dm, 
0 0 
on à identiquement 
(02 NE % \ 2 
PA Fute TPE V2 . EU 
(95) Ÿ —) RE vr cos mm? dm | -- sin n°? dm 
2 } V2 dax \e/ 9 v , 


et, par suite, vu, finalement, les formules (32) de la page 127”, 


(96) 


ai _— \( [ cos m? dm) + Eh sin 71? am)" 52e 
V2 0 vs 4 Va 


Donc la relation (94) se réduit à 


do TU RS 
(97) (pour io) = Jo); 

Fo0 2 V2 
et la dernière condition (90), spéciale à 3 = 0, devient, si on la résout 
par rapport à f(x, s), 


2 Vo 


(98) f(x, 0) — F(x). 

En résumé, pour déterminer la fonction f(x, 3) dans toute la parue 
du plan des æ3 où s est positif, l’on a, comme équation indéfinie, 
l'égalité à zéro du paramètre 4, de cette fonction, et comme condi- 


. ; . > Fe DV 
Uons définies, l'égalité de f à 22 F 


-— F(x), sur la partie : — 0 du con- 
IL 

tour de cet espace, avec son annulation (asymptotique) sur tout le 
reste. Or nous avons vu à la fin du n° 357* (p. 222*) que la dérivée 
en z du potentiel logarithmique f (logr) dm d’une traînée f dm de 
matière, alignée le long de l'axe des x, et d’une densité linéaire par- 

ANS 2 V2 Le 

tout exprimée par mm 02r vérifiera toutes ces conditions au con- 
tour. En particulier, cette dérivée du potentiel logarithmique par 
rapport à z sera, pour chaque point de la traînée, celle que nous 
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; do 
appelions (p. 222*) n° QU dont la valeur égale le produit de x par la 


j—= 


ORAN RES RUES x 
densité linéaire, c'est-à-dire, ici, par ENST (æ). Et, de plus, en tous 


IL 
les points (x, ), elle aura bien son paramètre 4, identiquement égal 
à zéro, comme dérivée partielle du paramètre A,, qu’on sait être nul, 
du potentiel f (logr) dm lui-même. 
Appelons & l’abscisse + d’un point quelconque de l'axe des +, et, 


ie 


entre ce su et celui dont l’abscisse est £ + dé. Le potentiel loga- 


par suite, 


F(£) dé, la masse dm de l'élément de traînée compris 


rithmique f(logr) dm sera évidemment 


2 [Genre ae = VF 


./ 


Il viendra donc 


2V2 d £ 
fe,s)= 2 =  Gogr)F(E) 4 
99) RIRES 4 
2 V2 dlogr h: je D VEUT NZ RCE) GE 
Te T8 AN (6) dé = ES | 22+(E— x 2 
| TC “ & e FR (e ) 


Comme la fonction F(£) s’annulera en dehors d’intervalles limités, 
cette valeur de f(x, z), évidemment .de l’ordre de 3-1! aux grandes 
profondeurs 3, se trouvera, de plus, comparable à l'inverse de x? 
aux très grandes distances horizontales + x de l’axe des 3. Or il 
résulte de là que l’expression (92) de © constituera une intégrale finie 
et parfaitement déterminée ; car, si l’on y fait abstraction, sous le 
signe f, du facteur 4, toujours compris entre des limites restreintes, 

à \ % \ 
la fonction f{z + . s) + f(x — — z) sera, pour +? très grand, 
S / 
de l’ordre de 4-*, alors qu'il lui suffirait d’être d’un ordre de peti- 
tesse supérieur à celui de «=! pour assurer au second membre de 
(92) une valeur finie. Ce second membre admettra, d’ailleurs, un 
nombre quelconque de fois, malgré l’étendue infinie de son champ 
d'intégration, la règle de différentiation en £ donnée dans le n° 346* 
(p- 179*), tantôt, à cause des PÉMÉGAQE de plus en plus fréquents 


de signe de (E “)s ou de Ÿ’ (£ 


; k è ; : a? 
à cause du rapide décroissement de la fonction f(æ + = s). ou de 


“> us (£ .. quand x grandit, tantôt, 


ses dérivées partielles, pour ces valeurs croissantes de #. Et elle l’ad- 
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mettra aussi quoique, à partir de la troisième différentiation en &, il 
s’y introduise sous le signe f un facteur Ÿ”, ou 4”, ..., infini à une 
des deux limites ; car, en même temps, il y figurera un autre facteur, 
somme ou différence de fonctions f’, ou /”, ... qui deviendront à 
celte limite incomparablement plus petites que ne sera grand le fac- 
teur 4”, ou 4”, .... On pourra, de même, différentier indéfiniment 
en æet en 5, sous le signe f, l'expression (92) de + ; car de telles dif- 
férentiations y introduiront, au lieu de f, ses dérivées partielles, de 
plus en plus petites pour les grandes valeurs absolues de ses variables. 

Il ne reste plus qu’à s'assurer si, pour æ#, 3 ou £infinis, la fonction & 
et ses dérivées, ainsi obtenues, s’annulent. Cet évanouissement asym- 
ptotique résulte, quand x est très grand, de la petitesse indéfinie que 
présentent alors f ou ses dérivées. Il résulte, lorsque Æ x est très 


; A 
grand, de ce que les deux fonctions f(x F 5°? <), ou les deux fonc- 


LR 


üuons f(x ——; 3), n'ont de valeurs sensibles que pour des valeurs 
D D 42 


2 3 


ANS a? L= , 
modérées de x Æ — ou de x —; lesquelles, existant seulement 
2 DO 


quand il s’agit de celle des deux fonctions considérées où le signe 
est contraire à celui de x, correspondent à des valeurs de x toutes 
comprises, dans le voisinage de la valeur particulière + 2x ou 


(A 
7, à l’intérieur d’un champ d'intégration de plus en plus étroit, 


RSS I o) 1 | fi 
le l’ordre de + 2x ( -—— | — A OU eee ( et, dans 
L V ep An V El ; 


PU | 
ce dernier cas, incomparablement plus petit mème que l’intervalle 


: t 

existant entre Oo et #0 
on 

Enfin, quand { devient infini, les fonctions f, f', ... sous le signe f, 
ne sont sensibles que pour des valeurs de x ou finies ou très grandes, 

: ; ; a? 2 
suivant que ces fonctions ont les variables æ + —, z, ou æ + —, 3; 

> 2 a? 


; 2 : ; {2 a? 
et il suit de là que, dans les deux cas, la variable OUR du facteur 
a? 2 


Y, ou Ÿ', ou Ÿ”, ... est extrêmement grande et incomparablement 
plus vite changeante que x. Par suite, ce facteur passe à tout instant 
du signe positif au signe négatif. L'intégrale est donc une somme de 
termes très pelits, à signes alternés, se décomposant en un nombre 
fini de groupes dans chacun desquels la valeur absolue des termes va 
en croissant ou en décroissant, groupes qui, respectivement compa- 
rables à leur moins faible terme, donnent un total insensible. 
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Ainsi l’expression (92) de # remplit bien toutes les conditions dé- 
sirées, Eliminons-en la fonction /, dont la valeur est représentée par 
le dernier membre de (99); mais, auparavant, simplifions celui-ci en 
substituant à £, sous le signe f, une nouvelle variable d'intégration, 
n, définie par la formule Ë= x + 2n (d'où dé — 3 dn), variable qui 
grandira, comme £, de — à + , car 3 est positif en un point quel- 
conque (+, z) de la partie considérée du plan des +3. Il viendra 


(100) fe s)= 2 f Fr 2e 


2 


: az . S 
Remplaçons-y x par æ + — et substituons enfin dans (92), à la somme 
2 LE 


> LDORER a? : 
f(x MR :) +f(e me :), sa valeurobtenue. Un changement dans 
Ne à 


l’ordre des intégrations donnera l'expression définitive cherchée de » : 


2 a rar 15 ( 42 ù a? a ( 
En —— Be": Hi ne nn Pur (2 


40 


473*. — Équation qui y régit les déformations de la surface libre 
et la marche des ondes. 


Contentons-nous ici d'en déduire l'expression de la quantité particu- 
lièrement importante 2, définie par (91), et dont dépend la forme de 
la surface libre. Pour 3 — 0, l'intégrale double, dans (101), se réduit 
évidemment au produit de deux intégrales simples, dont l’une, 


Le] 

di : +00 CPE . . 

Î  — -, égale (arctangn) our;et, en différentiant d’ailleurs 
1+ 1? — 


e/ 


l’autre par rapport à 4, l’on trouve 


9 Va æ 2 /2 , [a 
MONA 2 Va 1 LE (e+ : :) +F(r— )| (y (£) da, 
LH À 2 a? 2 a? 2 


expression qui, pour {—0, se réduit bien à F(x), vu la valeur (96) de 


æ 2 
Î HN da. 
ÿ > 


0 
Afin d'obtenir la forme naturelle de ses éléments, dédoublons-la en 


°. r . , L 
deux intégrales, ayant sous le signe f, l’une, le facteur Ffx + ); 
D 2 Y o > 4? 


l’autre, le f F F_}; et, dans cl lons Ë, pour 
autre, le facteur Lis > al? et, dans chacune, appelons £, pour en 


faire la variable d'intégration, le binôme x + dont dépend la fonc- 
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tion F. Comme ce binôme varie de + à æ quand « croît de zéro 


à æ, et que, d’ailleurs, si r désigne la distance V(x — Ë)? des deux 


2 


= 


; ; . l 
points de l’axe des x dont les abscisses sont æ, £, la relation + + Ta 0 


donne respectivement, 


il viendra, toutes réductions faites, en appelant finalement dq la dé- 
pression élémentaire où l'impulsion élémentaire F(£) dë produite 
initialement sur chaque bande superficielle comprise entre deux 
abscisses consécutives £, £ + dE, 


11 Too Me le Die ARS ART do 
(103) pe || pie) DS 2 fv(s) La 
me 37 TU Te Cie rVr 


Ainsi, l'élément naturel de la solution en ce qui concerne h, savoir, 


l'expression de À pour le cas d’une simple dépression ou impulsion 
initiale dg localisée sur une bande horizontale mince perpendiculaire 
A k 
rer Vr ir) 

Remplacçons-y la dérivée 4’ soit par son développement en série dé- 
duit de la formule (66) de la page 269*, soit par son expression asym- 
ptotique résultant de la formule (57) de la page 267*; et nous aurons, 


pour ce cas simple, 


( 20 de \ 3: 12 \ 2n+1 
an lache Le CE) 


7 
à Te + SE = Eee ; 
(104) ! T}? I ARS AS) 129.4) 


ou, Si | est très grand / 24 a (e) E |: 
UPSL ETES "à ‘ant M ET COS( — — — , 
4 27 - Vrre Âr 4 7000 


Ces formules, dont la deuxième servira quand le calcul approché 
de A par la première serait trop laborieux, sont précisément celles 
que Poisson et Cauchy avaient obtenues vers le commencement de ce 
siècle, dans leurs grands Mémoires sur les ondes liquides (1), mais par 


aux æ, est, à toute distance sensible 7 de cette bande, 


(*) Publiés aux Tomes I des deux Æecueils de l’Académie des Sciences de 
Paris, savoir, celui de Poisson, au Tome I des Mémoires des Membres, et, celui 
de Cauchy, au Tome I des Mémoires des Savants étrangers. 


LES ÉQUAT. AUX DÉRIV. PART. DES ONDES PAR ÉMERS. ET PAR IMPULS. 5o5* 


des procédés compliqués, très délicats et d’une intelligence difficile. 
L'étude de leurs conséquences et de celles de la relation plus géné- 
rale (101) nous mènerait trop loin : elle appartient d’ailleurs à l'Hy- 
drodynamique (1). 


474*. — Deuxième cas, où devient nécessaire un potentiel sphérique: 
ondes produites dans un bassin et propagées suivant les deux sens 
horizontaux. 


Passons maintenant au cas où, dans’les deux équations indéfinies 
(89) [p. 496* |, complétées par les relations spéciales (90) et les con- 
ditions d’évanouissement asymptotique de » quand une quelconque 
des variables proposées devient infinie, la fonction © dépend des deux 
coordonnées horizontales æ et y. Alors le second membre de (92) 
[p. 498*] a besoin d’être généralisé; car x ne peut évidemment plus 
y figurer d’une manière aussi simple. À cet effet, remplaçons-y æ par 
une variable indépendante auxiliaire T, et, laissant provisoirement 
indéterminée la manière dont f dépendra de x, }, z, écrivons cette 


: : a? 
fonction, sous le signe 1: Le D di) ) :). Prenons, en d’autres 


termes, 


2 é 4 a? \ a? er 
(fo) re fe (T+S er <) ef (T- Lars) Er: 


Il est vrai que, de la sorte, la fonction © dépend d'une variable de 
trop, mais on y obviera, en attribuant finalement, dans (105), à cette 
variable T, une valeur constante, savoir, la valeur zéro, plus propre 
que toute autre à simplifier les formules; ce qui, au fond, revient à 
faire porter les changements de la première variable de la fonction f, 


> : PAS re è 
dans (105), sur la partie + “, à laquelle seule, en définitive, il y aura 
2 


lieu de donner diverses valeurs. Par contre, la forme ainsi conservée 
(105) offrira les avantages qu'avait précédemment (92). D'une part, 
elle satisfera identiquement aux deux premières conditions (90) et 


A \ » e 0 do s . 0 . . 
donnera de plus, d’après (97), à la dérivée ES l'expression initiale 


. T ere , c 
simple —— f(T, x, y, z). D'autre part, elle vérifiera l'équation 
2V 2 


. (*) On la trouve aux pages 608 à 639 et 648 à 651 du Volume intitulé Applica- 
tion des potentiels à l’étude de l'équilibre et du mouvement des solides élas- 
tiques, avec des Notes étendues sur divers points de Physique mathématique 
et d'Analyse. 
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se = — a [si du moins fr(o,æx, y, 5) = fr(— ©, x, y,3)] et per- 
mettra ainsi d’abaisser au second ordre la première des deux équa- 
tions indéfinies proposées (89), en la ramenant à la forme de celle du 
son, intégrable par des potentiels sphériques, 

d?o do do "die 


(At, ou, ICI, — 


dt de dy? 


(106) 


Donc, gräce à la variable en excès T, qui permet d'égaler la dé- 
2 


do d'o 
rivée correspondante T2? successivement, à — nr € à A,®, la dif- 


Jficulté que présentait l'intégration de la première équation (89) se 
trouve divisée au point d’être résolue, car cette intégration se dé- 
double en celles de deux équations déjà traitées. Et, chose digne 
de remarque, le mode de variation de l’inconnue unique © en fonc- 
tion des rois variables z, T, 4, considérées à tour de rôle comme 
principales, se trouve réglé par tout autant d'équations indéfinies, 
dont deux, savoir, la dernière (89) et (106), rattachent, séparément, 
les dérivées secondes de # soit en 3, soit en T, à son paramètre diffé- 
dio LE 4 

rentiel 4, pris en æ et en y, tandis que la troisième, TE = JT? 
relie enfin la quatrième dérivée de w en £ à sa dérivée seconde en T. 
Autrement dit, à chaque variable indépendante autre que les coor- 
données horizontales æ, y, 1l eorrespond une équation distincte où 
elle joue le rôle de variable principale; et ce n’est pas le nombre des 
fonctions inconnues, mais seulement le nombre de ces sortes de va- 
riables, ou des sens suivant lesquels on fait varier © d'une manière 
déterminée, qu’on accroît en introduisant la nouvelle relation (106). 
Quant à la possibilité d'accorder ensemble les trois manières dis- 
tinctes dont + devra changer, avec 3, T et £, d’après les trois équa- 
tions indéfinies posées et les conditions définies qu’on y adjoint, elle 
résultera de la formation même de la fonction e. 

Et d’abord, l'équation (106) sera satisfaite par l’expression adoptée 
(105) de », si elle l’est par chacun de ses éléments; ce qui aura lieu 


d? s a? rue 
en posant ee Le s,)f(T RE ee) :) — 0, c'est-à-dire, 


[ /° da 
Ce —A) (Te, 3)=0, 
(107) HALOU AIG ” 


A fCT 2, V5) SOLE RS T0 d(T, 2,3: 21 
S'HRCSNPET SX ES 


\ LR dx? dy? 
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relations dans lesquelles T désigne la première variable tout entière 


de la fonction /, savoir, ce que nous réduirons finalement, dans (105), 


l a? 
SE 


2 


On voit que, si ® et, par suite, f ne dépendaient pas de y, la ma- 
nière dont æ et T entreraient dans f serait déterminée par l'équation 
FU M LL ER 


€ 


TE = Jos” à laquelle on satisferait le plus simplement possible en pre- 


nant f de la forme f(x + T,:); et il n'y aurait plus qu’à poser en- 
suite, comme 1l a été dit, T — o dans (105) où les fonctions f seraient 


a? : à 
J (x A UNE RE s), pour retomber sur l’expression (92) qui nous à 
* 2 


précédemment suffi. 

Or une telle solution particulière de (103), où ne figurera qu’une 
seule fonction arbitraire des coordonnées, continuera à suffire, car un 
choix convenable de cette fonction permettra encore de faire vérifier 
par l'expression de + obtenue la seconde équation indéfinie (89) 
[ p. 496* ] avec la troisième condition spéciale (90), pour T nul, et 
celles d’évanouissement asymptotique pour æ, y, 3 ou € infinis. Nous 
pourrons donc prendre comme intégrale de (107) un seul des deux 
termes du second membre de (38) [ p. 446* |, où 1l faudra d’ailleurs, 
ainsi qu'on l’a vu à la fin du n° 459* (p. 447*) pour le cas de la der- 
nière équation (107), ne considérer sous les signes ff", dans les fonc- 
tions F et /, que les deux premières variables x + r cos a cos, 
y+rcospsinô, c’est-à-dire réduire la troisième, 3 + rsink, à 3. Le 
terme à garder sera celui qui est une fonction paire de la variable 7, 
dont le nom, ici, est T, savoir, le premier terme, devenu 


| 
(108) JT nf 
[A9 0 


En effet, comme nous devons finalement poser, dans (105), T—0, 


|A 


D 


27H 


cos ado f F(æ+T cosucosh, y +T cosusin0, z) dû 
0 


L 


le binôme entre crochets, sous le signe f, s’y réduit à 


7 


a? : a? 
fer <) +f(-Ler s), 


x ! . a? 
foncuon essentiellement paire de la première variable mt et dans la- 


quelle une partie de f impaire par rapport à cette variable, savoir, le 

dernier terme de (38), s’entre-détruirait identiquement. 
Rappelons-nous d’ailleurs (p. 444*) que, pour T —o, l’expression 

(108) de f(T, x, y, =) se réduit à F(x, 7, 3), de sorte que la fonction 
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arbitraire F(x, y, z) est (0, x, y,s); et, en définitive, vu d'ailleurs 

l'égalité de f l 
NX 


déduite de (105). à adopter pour # sera 


a? 
3 


À a? Ve 
— ) Æ, Ÿ; :) à f ee ST s), la formule utilisable, 
… x 


2 


| ! ca / a? k 12 ’ 
(109) © MN?) va Le T, 12 <) Ÿ qe AX, 


e/ 0 \ \ 


avec l'expression suivante de la fonction f, quant à sa première va- 
riable, 


2T 


LATE e $ 
(110) (2 ae — _. [ l'cosudu [ J(o,æ+T cos ucos0,)+T cos sin 0,s)d0. 
Le 0 0 


Déterminons maintenant f(0,+,y,z) au moyen des conditions non 
encore employées, et, notamment, de la seconde équation indéfinie (89). 


On voit que celle-ci sera satisfaite par chaque élément de l'intégrale 
(1095) et, par suite, de l'intégrale (109), si les trois dérivées secondes 
directes en æ, 7, 3 de la foncti TET, x, 7,3) ou JT, x, 2 

en æ,y,s de la fonction f ra, 7,5 ou JC 2e) 
ont leur somme algébrique nulle; ce qui, d’après (110), aura égale- 
ment lieu, pourvu qu'il en soit de même des trois dérivées secondes 
directes de la fonction 

J(o,æ + Tcosucosh, y + T cosu sin, 3), 

ou, évidemment, de f(0,x,Y,3), par rapport à leurs trois dernières 
variables. 

Ainsi la seconde équation indéfinie (89) se trouvera vérifiée par 
(105), si le paramètre différentiel A,, en x, y, z, de la fonction de 
point f(0,x,7, 3), est identiquement nul. 

: Fr OIREUTS REX 20 : > 

D'ailleurs, la dérivée TH Se réduisant, pout TT = 0MeI MR 


2V2 


dernière condition spéciale (90), qu'il restait à remplir, devient 


f(o,x,y,sz) d'après ce que l’on a vu un peu avant (106), la 


(GAME ae F(x,y). Donc la fonction de point f(0,x, 7,3), 


— 
de 


à paramètre A, nul dans tout l’espace où 3 est positif, devra, à 
la surface z:—o de cet espace, se réduire à la fonction donnée 


2 


2 2 : ‘ . 
— F(x,y); et elle sera enfin tenue de s’évanouir en tous les points 


(æ, y, z) du même espace infiniment éloignés de l’origine, pour y as- 
surer l’annulation asymptotique des expressions (110) de f et (109) 


ET PAR IMPULSION : CAS DE DEUX COORDONNÉES HORIZONTALES æ, Y. 509” 
ou (109) de +. Or, on sait (p. 224*) que le potentiel ordinaire ou in- 
dre TELUS 
verse / —— d'une couche fdm étalée sur le plan des æxy, et dont 
Fa 


la densité superficielle en chaque point (4, n) de ce plan serait 


— — EE 1), aurait, du côté des z positifs, au sortir de la couche, 


, 


sa ne en z égale au produit de cette densité pour — 27, c’est-à- 


dire précisément, en (+,7,0), à 1 


(x, y);°et 
d dm 


comme, d’une part, ia même dérivée 4 bc vérifierait l'équation 


d [dm re Ur dm : 
A, | — —0, équivalente à M | — 0 identiquement sa- 
Chr et : 3 . ; 


AMEN dm a 
tisfaite à cause de A, — —o;comme, d'autre part, elle s’éva- 
” 


e 


nouirait aux distances infinies de la couche fdm, on remplira toutes 
les conditions voulues en prenant effectivement pour f(0,æx,7,3) la 
dérivée dont 1l s’agit, c’est-à-dire en posant 


1 fd l += FE, n) dE d 
Qu) fo2m5=S [= UC 11 , Ë, n) dé da 


rs GC) 


Grâce à cette expression de f(0, x, y, z), qui sera de l’ordre de 
petitesse de 3? aux grandes profondeurs z et de l’ordre encore plus 
’ , 4 a = — 3 . . 
élevé de (Vx?+ y?) ” aux grandes distances horizontales de l'axe des 
3, l'évanouissement de f (T, x, y, z) et de +, pour x, y ou z infinis, se 
trouvera bien assuré. 

De-plus, la valeur (110), pare en T, de f(T, x, y, z), s’évanouira 
si T y croît indéfiniment, et elle tendra ainsi vers une limite détermi- 
née f(X , æ, y, 3), circonstance d’où résultera, en appelant f/ la dé- 
rivée de f(T, x, y, z) par rapport à T, l'égalité 

HR, T, 7,2 ) = Mon ce » LT, Ÿ3 2): 
reconnue indispensable pour la vérification par (105) de l'équation 
do Dour 
rie 0 En effet, quand T est très grand, l'intégrale double 
[4 é 


qui paraît dans le second membre de (110) peut être réduite à ses 
éléments correspondant aux très petites valeurs de cos, ou aux va- 


leurs de & comprises entre — et toute limite fixe y, choisie peu infé- 
D / 


rieure à —; car, pour les autres valeurs de y, la fonction f y est de 
p'é 


l’ordre de /(0, T, T, 5), c’est-à-dire comparable à T-#, et les éléments 
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de l'intégrale double, de champ invariable, où se trouve en outre le 
facteur T, ont en tout leur somme comparable à T?, c’est-à-dire seu- 
lement du second ordre de petitesse. Or, pour les très petites valeurs 
de cosy, la différentielle du, ou, sensiblement, sinudu, revient à 


a} 
velle variable + décroîtra, T étant supposé assez grand, depuis une va- 


— d'cosu5 tel; stlon pose cos" (d'où du = — T) la nou- 


\ ’ , # s ’ . « T 
leur très élevée jusqu’à zéro, pendant que y grandira de 1, à . Donc 


les éléments en question donneront à fort peu près le quotient, par Ÿ, 
de l’intégrale 
27 


[ sa f f(o,æ+Tcost,y+Tsin0, z) db, 
220 


finie et déterminée par suite de ce que 


Tf(0,æx+7Tcos0, y + 7Tsin0, z) 


= 


est de l’ordre de +? quand = devient très grand. Ainsi, pour les fortes 
valeurs absolues de T, l'intégrale dont la dérivée en T figure au second 
membre de (110) se trouve comparable à T1, comme la somme de 
ses éléments les plus influents; d’où il suit que ce second membre 
doit être, lui-même, comparable à T2, et, la fonction jf, dans (105). 
de l’ordre de «-* pour a très grand, ainsi qu'il arrivait (p. do1*) sous 
le signe f de (92), dans le cas précédent d’une seule coordonnée hori- 
zontale. La détermination parfaite des intégrales figurant aux seconds 
membres de (105) et de (109) est donc, de même, assurée, comme 
la légitimité des règles de différentiation suivies, telles qu’elles ont 
été données au n° 346* (p. 179*). 

Enfin, l’annulation du second membre de (105) ou, par suite, de 
(109) pour £ infini s’expliquera par les mêmes raisons que dans ce cas 
précédent (p. 502). 


475* — Équation qui y règle les déformations de la surface libre 
et le transport apparent des ondes. 


Bornons-nous à former complètement l’expression de la dérivée 
de ven £ à la limite 3 — 0, fonction de æ, y, t dont dépendent les dé- 
formations de la surface libre et la marche des ondes superficielles. 
La dérivée du second membre de (109) par rapport à £ étant, pour 


AF=n nf 


eo 12 À a? 
(112) » [ (5 T, rs o) (y (£) da, 


* 
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il suffira de prendre aussi 3 — 0 dans la formule (111), qui donnera 


209 D ri 
Si LE au D = ee F(x,7); après quoi il résultera, de (110), 
= E 
Dr 2 
rer LT f T cos u du 1 F(x+T cosu cost, y + T cospsin6) db, 
12 
ou, en posant T — — , 
214% 
2. ie 
2 ; 2 d 2 f? 
# 2 Et — ïl - cCoSu du 
2 Te , LA Jp 120 
UFR É ol 


a F(a+ * cos0, y + TE sind) db. 


Or, le temps { n'entre dans l'intégrale double du second membre 
- - €? 
que par la première des trois variables nl dd dont dépend cette 
« le 42 


2 : 
en faisant 


intégrale, et l’on peut obtenir sa dérivée relative à 


croître £ de dt sans que z, æ, ni y varient, puis, en divisant l’accrois- 
2 


Autrement dit, le 


‘Ton t 
sement obtenu par celui, ——- ou — d£, 
2 a? a? 


‘ PA Mis d 
signe de différentiation — y revient à — . + Alors, le facteur 4° 
d (E 


: ; a ; RS 
pouvant même passer sous le signe »E et sous le suivant, f, d’intégra- 


tion, qui ne s'y rapportent pas, on trouve 


w% | A 


(MR « 
me 5 LiŸ; Dr OT €? cos du 


27 
{COS 2 cosu k 
>< F(x+ ———— cosô, y + Ste d. 
\ ; DA QUE 


Donc l'expression (112) de 2 devient, en groupant sous le dernier 
signe f tous les facteurs variables de la fonction à intégrer, 


ss 


æ Rx t2cos y JCos ur. 
_ 2 cosu.d'{—) F{x + ——— cos0, y + ——— sin0 ) da. 
0 : D Rte 
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Pour simplifier cette expression, adoptons, au lieu de «, comme 
2 + RAS : ets CDS 
variable de la première intégration, la quantité —, 3 ? que nous ap- 


pellerons 7, et qui décroît de l'infini à zéro quand « grandit de 


») 


/ ER 1 
RL er ; , NE: (2cosu 2 COS —> 
zéro à l'infini. L'égalité r = — É, ou a — Ve r °,donnant 
108 ») 


Ve NPEREE 


2r oryor 


PAR D 2 \ 
(116) 1 ds f ee . er 


10 F0 \ 


dr = — , l'intégrale en 0 et «, dans (115), prend Ja forme 


1 
nt 


2 
( SRE )F (æ+ rcosô, y + rsin0) dr. 


On voit que, si 7, sur le plan des xy, désigne la droite de jonction 
du point considéré (+, y) aux divers autres points, dont j'appellerai £, 
n les coordonnées, et si 0 désigne l'angle de cette droite r avec l’axe 
des x, l'intégrale double 


> HE 7} 3 2 7 \ > 
l l CE 2 y{E cosu\ F(Ë, n) dé dn 
(117 — U REP 
7) ‘ DA 1 AT Fr 
— © 


e Q \ 


où { et y: seraient deux constantes, deviendra précisément (116) par la 
substitution, aux coordonnées rectangles Ë, n, de coordonnées polaires 
r, 0 comptées à partir du point (x, y) comme pôle. Donc cette inté- 
grale double (117) peut remplacer (116) dans (115); et, en appelant dg 
la dépression élémentaire où l'impulsion élémentaire F(E,n) dé dn 
produite initialement en chaque endroit (£,%) de la surface, la for- 
mule (115) de À sera enfin, sous une forme aussi réduite que possible, 


3 
dy {2 cos re FAT LNTOSNL 
“Fr Le 5 Î . es “) à d (SRE di, 


où le premier signe f de sommation s'étend à toutes les dépressions 


(118) h= 


ou impulsions élémentaires, dg, produites initialement (c’est-à-dire 
pour { —o) sur la surface libre, aux diverses distances 7 du point 
quelconque (x, y) de celle-ci. | 

Ainsi, l'élément naturel de la solution cherchée, expression de 
pour le cas d’une seule dépression ou impulsion initiale dg localisée 
à l’origine des distances 7, est | 


|A 


, 4 da d A. Æ 
(110) 1 7; die [2 Ÿ'(y) du, si l’on pose Y= ne cos p. 
L Q 0 


Développons-la suivant les puissances impaires de £?, et, dans ce 
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but, remplaçons Ÿ'(+), sous le signe f, par sa valeur déduite de la 
formule (66) de la page 269*. IL viendra 


a, MRCTOLERN CT 2L (2y)22+2 
v?24 "| = — —  ——— RE £ EE 
FF #Cn) : || RE nee A Es ll 


2 


Substituons-y 57. COS à 27, puis multiplions par dy et intégrons en 


nous souvenant (p. 60) que 


SE 
: (1 AS AN +1 
1 Cost du = — +. 2 é 
SA 2 214 Ale 
Nous aurons 
Tr 42 \2 £2\% 
2 S NE EU 
L,, T 27 r 
A, # " d — — Lt HR Ces à, fa nee 
bh | d'(4) H S > 2.4 5 


( 12 \2n+2 
2x 


= N 
1 a 


PR Corte 2) at) D) AE) 


série dont la dérivée en £, portée dans (119), donne finalement 


(2) 


D 


( 12 \2n+1 
or 


__ (2.4.6...2n)(2n+3)(2n+5).(4n+:) 1. 


Cette formule est, comme la première (104) [p. 504*]|, d'un calcul 
- LAN es ar ë 
laborieux quand lerapport — devient considérable. Mais alors y, sous 
PA 
le signe f de la première (119), le devient lui-même, sauf près de la 


3 
limite supérieure où la fonction y*4'(7) cesse d’être grande et finit 


même par s’annuler. Or, eu égard surtout à la forte valeur de linté- 
crale, on peut bien négliger ces éléments, voisins de la limite 


=, et dont le champ total est très faible. Quant aux autres, le facteur 
2 


Y'(+), exprimé, d’après la formule (57) de la page 267*, par 


VT T 
CDS C — =) 


y change de signe à chaque instant, et de plus en plus souvent à me- 
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sure que & grandit ou que cosy varie plus vite. Comme d’ailleurs y 
décroît en même temps, ces éléments forment une série de termes à 
signes alternés, dont la valeur absolue diminue, de l’un à l’autre, très 
graduellement, dès que x devient sensible, et dont ceux d’un ordre un 
peu élevé sont absolument négligeables devant les premiers. 

On peut donc se borner à ceux-ci, c'est-à-dire aux éléments cor- 
respondant aux petites valeurs de p, qui font varier cosu et Y'(7) 
avec une rapidité bien moindre que les autres. Or ces valeurs rendent 


pe 


; : re ue? EUR: 122 - 
sensiblement é8alà Tr" }ou a -— ; expression dont 
54 5 P 

ar 2 


2 


A 


le second terme acquerra, si g7 st assez grand, des valeurs sensibles 
pu 
(4 


quelconques, malgré la petitesse de . De plus d 


L'(y) y est réduc- 
tible à 


1e À r VO MEET 

| Vr 2 Fra) ue tip? SS in ( 2 T\e ARTE 
= COS | — — — sin — — — } sin . 

\ 2 ar 4 87 VV 4 87 


Par suite, l'intégrale paraissant dans la première (119) devient, à une 
, 3 2 3 
faible erreur relative près, vu que le facteur y? ou (Æ cosy)? se con- 
ar 


re) 


8rVr 
8 ÿr LR TANT NIUE A CAT en 
PVR cos (- 2) f cos — du +sin( + — 2 fl sin du. |, 
16r ÿr Ar VAE 8r ar 472 Br 


ou bien, par l'emploi des formules (32) de la page 127*, dans lesquelles 
12 
Sr’ 


rt? cos (= T Le t2 T\ T LE TURETE 
—— — — — Sin{ — — —)|— —— | sin — }). 
167 4 ina) rues 


Et la dérivée de cette fonction par rapport à £ sera sensiblement, à 


fond presque avec pour les éléments principaux considérés, 


on fear nu 0 — 


: : t? T &? £? l 
cause de la très grande valeur supposée de —;, —— | -— cos -— ) —. 
CEE V2 ar ar 


On aura donc, en définitive, comme forme asymptotique de l’expres- 
sion (119) de 2, 


2 
(121) (pour _ très grand) h= — Gé (cos a) 
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Telle est la formule qui, analogue à la seconde (104) [p. 504*], 
tiendra lieu de la série (120) quand celle-ci sera trop lentement con- 
vergente. 

Les deux expressions (120) et (121) de À concordent avec celles que 
Poisson et Cauchy avaient obtenues par des méthodes bien plus lon- 
gues et très difficiles à comprendre. La première, (120), est due à 
Poisson, qui l’a établie (!) en supposant l'expression initiale de b, 
du second degré en x et y dans la petite étendue où on la donne 
différente de zéro ; on voit qu’elle s'applique au cas d’une dépression 
ou d’une impulsion élémentaires dg quelconques. La seconde, (121), 
est précisément celle dont Cauchy, après y être parvenu, a déduit, 
par voie de superposition (2), les lois des ondes d’émersion circulaires, 
ou autres à profil horizontal également courbe, pour diverses formes 
du solide immergé et, en particulier, pour celle d’un paraboloïde 
ayant son axe vertical, qu'avait déjà considérée Poisson. 


= 


(:) A la page 153 de son Memoire sur les ondes (t. I du Recueil de l’Aca- 
démie). 

(2) Voir les pages 242 à 279 de son Mémoire sur les ondes (dans le t. I du 
Recueil des Savants étrangers) ou les pages 247 à 285 du t. I des Œuvres com- 
plètes de Cauchy, éditées par MM. Gauthier-Villars et fils. 


à 


QUARANTE-NEUVIÈME LECON. 


RÉSULTATS GÉNÉRAUX CONCERNANT LA NATURE DES INTÉGRALES, 
DANS LES PROBLÈMES DE PHYSIQUE MATHÉMATIQUE RELATIFS AUX 
CORPS OÙ MILIEUX INDÉFINIS; EMPLOI DE LA FORMULE DE FOURIER 
POUR RÉSOUDRE CES PROBLÈMES. 


476*. — Des solutions simples naturelles, dans les problèmes 
relatifs aux corps ou milieux indéfinis. 


Jetons maintenant un coup d'œil d'ensemble sur les nombreux pro- 
blèmes traités dans les trois dernières Lecons, afin de dégager le ca- 
ractère le plus général des solutions obtenues. Si l’on excepte les cas 
de potentiels sphériques, où figurent des intégrations s'étendant à 
une surface mobile et variable, ces solutions, exprimées par des po- 
tentiels ou par d’autres intégrales définies, se sont trouvées soit dès 
abord, soit finalement (après des calculs plus ou moins longs), d’un 
degré de multiplicité égal au nombre des variables indépendantes 
non principales du problème, qui sont, par exemple, les coordon- 
nées æ, y parallèles à un plan, ou même les trois coordonnées +, y, 3, 
dans l’étude d'états permanents se réglant à partir soit de ce plan 
z— 0 (pp. 429* à 441+), soit d’un espace triplement étendu (pp. 441* 
à 443*). Mais une plus grande variété de cas se produit dans l'étude 
d'états non permanents; car les variables non principales y sont, tan- 
tôt, les coordonnées des divers points de l’espace comprenant et en- 
tourant une région assignée d’émanation (pp. 478* à 495*), tantôt 
seulement, même dans un espace triplement étendu, les coordonnées 
æ, y parallèles à un plan 3 — 0, quand la région d’émanation se trouve 
toute sur ce plan (n° 452*, pp. 430*, 444*; et n° 471* à 475%, 
pp. 496* à 515*), cas où z a autant que / le rôle de variable princi- 
pale, tantôt enfin le temps £ lui-même (pp. 460* à 438"), lorsque les 
faits dont il s’agit dépendent d’une succession donnée de circon- 
stances produites en un seul endroit. 

D'ailleurs, dans tous ces cas, les variables indépendantes non prin- 
cipales sont celles qui définissent, par diverses de leurs valeurs, les 
différentes parties de la région d’émanation ou de la durée de 
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création du phénomène; mais, supposées ici variables de — à o, 
elles peuvent sortir et, d'ordinaire, sortent en effet du champ géné- 
ralement restreint de cette région ou de cette durée. C’est donc 
des variables non principales, en nombre égal au degré de multi- 
plicité des intégrales fournissant la solution, que dépendent les fonc- 
ons arbitraires par lesquelles s'exprime, pour la valeur zéro des 
variables principales 3, £ ou r (quand il y en a de telles), l’état 
initial, c’est-à-dire relatif à l’instant ou au lieu de départ, état que 
l’on peut regarder comme la cause et la source du phénomène. Seu- 
lement, il nous a fallu leur donner, dans les fonctions arbitraires 
dont il s’agit, des désignations spéciales, telles que &, n, €, +, à la 
place de æ, y, z, t, pour éviter de confondre les circonstances pri- 
mitives, censées connues @a priori et susceptibles d’être choisies à 
volonté, avec les circonstances dérivées où consécutives, qui consti- 
tuent les faits cherchés à l'expression desquels on consacre les lettres 
æ, y, Z, Lt. Et nous avons reconnu que l’on pouvait prendre justement 
comme variables d'intégration les quantités 6, n. ..., ou +; après quoi 
chaque terme infiniment petit de la solution était le produit d’une va- 
leur F(£, n,...), ou F(+), de l’une des fonctions arbitraires, par le 
champ élémentaire dé dn...,ou dr, où cette valeur se réalise, et par une 
certaine fonction, déterminée pour chaque problème, des variables 
principales, z, €, ou r, et des différences æ — &, y— n,...,ou &é—+. La 
solution se compose ainsi d'autant de ces solutions élémentaires, qu’il 
y à de fonctions arbitraires, et que la région totale d’émanation 
[S...d£dn ..., ou la durée totale de création fd, comprend d’élé- 
ments où les fonctions arbitraires diffèrent de zéro (1). 


(:) Exemple d’un problème d'état non permanent ou il n'y a pas de variable 
principale : températures d’un milieu sillonné par une source calorifique. 


Certains problèmes d'état non permanent où, comme dans la plupart de ceux 
d’état permanent, aucune variable principale ne figure, offrent ce caractère, 
qu’une seule des variables indépendantes s’y trouve non principale au sens où 
nous l’entendons ici, toutes pouvant, il est vrai, se suppléer dans ce rôle, quoique 
l’une d’elles, le temps £ par exemple, le remplisse plus naturellement que les 
autres, qui sont alors les coordonnées æ, y, .... Le seul exemple de ce cas ren- 
contré plus haut, et que même nous avons seulement indiqué (n° 468*, p. 458*), 
est le problème des températures dans un milieu indéfini à m dimensions, sillonné 
par une source calorifique, mobile suivant une trajectoire donnée. Alors, en effet, 
si £, n,..., fonctions connues de r, désignent les coordonnées qu'avait cêtte source 
à l’époque +, alors que son débit par unité de temps, également connu, était F(+), 
la solution se forme, comme on a dit, en superposant des solutions élémentaires 
successives (74) [p.475* |, après y avoir remplacé £ par £ — + et dq par F(t)dr. 
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C’est naturellement chacun de ces éléments de l’intégrale générale 
qu’il conviendra d'appeler une solution simple de la question. On voit 


On obtient ainsi une intégrale de la forme (73), savoir 


+ 8 7". F(r)dr 
(a) 9 — ER MENT 
(2Vx) Re (V4) 


mais où l’origine des rayons vecteurs r, au lieu d’être fixe, a maintenant ses Coor- 
données Ë, n,... fonctions de +. Dans la fraction négative affectant l’exponen- 
tielle, le rayon r, exprimé par 


(8) r= VC) CNE n) ee, 


ne peut donc plus se substituer à æ, y,... comme variable indépendante et cesse 
par conséquent d’être variable principale, sans qu'aucune coordonnée le de- 
vienne, la fonction arbitraire F(7T)ne se rapportant à une valeur initiale constante 
d’aucune. D'autre part, le temps £, qui joue le rôle de variable indépendante 
non principale, puisqu'il paraît seul (sous le nom de +) dans la fonction arbi- 
traire du problème, pourrait céder ce rôle à l’une quelconque des coordonnées Ë, 
n,... de la source, qui lui sont liées. Donc la question n’admet aucune variable 
principale et comporte une seule variable non principale, qui peut être l’une 
quelconque des coordonnées ou le temps, mais est de préférence ce dernier. 

Il faut s'assurer toutefois, par une vérification directe, si le second membre 
de (a) constitue bien une intégrale simple déterminée, et satisfaisant aux condi- 
tions du problème. D'une part, ce second membre est déterminé et fini, malgré 


le dénominateur (ÿ/£— +)" nul à la limite supérieure x — #; car l’exponentielle 
à exposant négatif qui figure au numérateur s’y annule aussi, et nous savons 
qu’elle devient alors infiniment plus petite que tout dénominateur algébrique. Il 
ne reste donc qu’à voir si la même intégrale définie exprime bien la tempéra- 
ture, primitivement égale à zéro, d’un milieu où se trouve créée à chaque instant t, 
par unité de temps, la quantité de chaleur F(#7), à l'endroit alors défini par les 
coordonnées Ë, n,.... 

Pour le reconnaître, nous aurons à différentier le second membre de (a); et il 
sera utile d'introduire dans ce second membre une continuité parfaite, en rem- 
plaçant provisoirement, à la limite supérieure, l’époque actuelle £ par une autre 
un peu antérieure { — €, afin d'éviter la valeur critique + = t qui rend la fonction 
sous le signe f infinie au point (æ =Ë, y —n,...) présentement occupé par la 
source. Nous appellerons, à l’occasion, T cette nouvelle limite supérieure £ — &, 
caractéristique d’une époque infiniment récente par rapport à l’époque actuelle 
t, et, R, la distance du point quelconque (x,7,...) de l’espace à la situation cor- 
respondante (Ë,n,...) que vient de quitter la source, ou que celle-ci occupait pour 
T—{—e. Ayant ainsi posé provisoirement, au lieu de (a), 


tops : 
2/7) 2" — [Ur SE) 
nous obtiendrons évidemment le paramètre différentiel A,® par la différentiation 
d? 


sous le signe f; et, vu l'équation A,9 — FT que vérifie la solution élémentaire 
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qu'il constituerait, à lui seul, la véritable solution du problème, si 
toutes les fonctions arbitraires à considérer s’annulaient identique- 
ment à l’exception de celle, F, qui y figure, et si, même, celle-ci se 


(74) employée dans (a'), ce paramètre A,w égalera le résultat de la diffé- 
rentiation de % par rapport à £ effectuée également sous le signe f, c’est- 
de 


àa-dire la dérivée ST diminuée du terme aux limites qu'y ajoute la variation de 
la limite supérieure { — e. Comme ce terme est évidemment, en supposant € in- 
- 2 
F(£—e) Er 


dépendant de t, 


————e %, la fonction + définie par (a') satisfait en réalité, 
(2V%e) | 
dans tout l’espace, à l'équation 


d 7 
CA AU 2 Re CRE COURTE EE). 


2 


C = 
(ce) UP EEE 


Or c’est l’équation aux dérivées partielles de la température quand on suppose 
créée sans cesse par unités d'espace et de temps, en chaque endroit (x, y, .…), 
une quantité de chaleur égale au second membre, dans lequel R désigne la dis- 
tance du point jixe (&,y,...) au point mobile (E, n, ...) considéré à l’époque 
récente t = { — :. D'ailleurs cette chaleur, ainsi produite actuellement dans le 
milieu en couches concentriques de rayon R, d'épaisseur dR et d’étendue 


c _ ie 
(= jrr-"ar, a comme valeur totale par unité de temps, si l’on pose finale- 


pr 1 


ment 2 — Ÿ; 
2VE 


h R \m co 

() F(T). FF —-{ — RER DaT FE 

( . L à f £ (3) Aa sfr? ( +1 —1 : / AT NE do. 
‘ (ÿz)" 0 2 V/€ QE NT (ÿ7)” o 

Et elle se trouve, avec une erreur relative évanouissante, infiniment condensée 

autour du point (Ë,n,...), considéré, comme on vient de dire, à l’époque ré- 


R ee 
cente T; car, pour € assez petit, la valeur —— de p dépasse déjà toute grandeur 
2VE 
assignable dès que les distances R sont même à peine sensibles. Ainsi, on peut 
admettre que la chaleur créée à l’époque t l’est tout entière à l'endroit que quitte 
à l'instant le point mobile; et vu d’ailleurs, d’une part, les trois valeurs respec- 


- ris I TU 
LINE Ne 


AP TANT 


dans les cas m—1, m—2, m—3, d'autre part, les trois valeurs corres- 


Le) 
ue _es 
trouvées au bas de la page 475* pour l’intégrale Fa et pr dp 
0 


(o] er En 
pondantes 2, 27%, 47, du rapport ET 0 cette chaleur totale créée par unité de 


temps égale bien F(T) ou, à la limite, F(£), c’est-à-dire, comme il s'agissait de 
le démontrer, le débit même que la source déverse à chaque instant dans le mi- 
lieu à l'endroit qu’elle occupe momentanément. 

En quittant les applications des solutions élémentaires, telles que les secondes 
(74) [p. 475*] et (63) [p. 470* ], de l’équation de Ia chaleur # — À, pour les 
milieux indéfinis, je remarquerai que la présence, dans ces solutions relatives à 
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trouvait nulle sauf dans une infiniment petite partie dé dn ..., ou dr, 
de son champ de variation. 

Le produit F(Ë,n,...) dé dn ..., ou F(<) dx, auquel une telle solu- 
tion simple est proportionnelle, produit que nous avons appelé (sauf 
parfois un facteur constant) dm quand il était représenté par une 
masse potentiante (pp. 430", 433*, 435*, 436*, 442*, etc.), dq dans les 
autres cas (pp. 470", 475*, 481*, 504*, etc.), mesure, en quelque sorte, 
l'importance des phénomènes émanés de l'élément de champ dé dn … 
ou dr dont il s’agit. Ce produit, que l’on pourra toujours désigner 
par dq, constilue pour ainsi dire l’élément de la quantité totale fdq 
d'action en jeu dans l’espace et la durée où se déroule le phénomène, 
action dont les effets totaux, calculables (vu la forme linéaire des 
équations) en superposant algébriquement des solutions simples, va- 
rient suivant son mode de répartition aux divers points (£, n, ...) 
ou 7 de la région ou de la durée qui la manifestent. Et l’on s'explique 
d’ailleurs que ces effets soient exprimés par une même fonction de £, 
t,our,etde æ —Ë, y —n,-.., ou { — =, pour chaque action élémen- 
taire dg, quels que soient l'endroit (£, n, ...) de la région d’émana- 
tion et l'instant + du temps où elle se révèle; car tous ces endroits ou 
instants se trouvent dans les mêmes conditions et jouissent des mêmes 
propriétés, tous étant pareillement, c’est-à-dire (par hypothèse) in- 
finiment, éloignés des limites du corps ou du temps à considérer. 
Donc, si l'on prend pour origine des espaces ou des temps l'endroit 
ou l'instant d’une action élémentaire quelconque dgq, la fonction qui 
représentera ses effets, c’est-à-dire la solution élémentaire, aura bien 
une expression indépendante de cet endroit ou de cet instant. 

On s'explique également que cette fonction soit assez simple et 
d'une interprétation abordable, même dans des cas difficiles, comme 


t>0, et sauf au point d’origine 7 — 0, d’une exponentielle dont l’exposant né- 
gatif est proportionnel à l'inverse de #, leur procure, dans leurs rapports avec la 
solution © — o propre aux époques antérieures, un de ces contacts d’ordre infini, 
ou de ces raccordements parfaits entre les deux parties d’un phénomène régies 
par deux lois différentes, qui s'étaient offerts à notre attention dès le n° 92 (t. I, 
p.148). Nous les y avions, en effet, reconnus sur des exponentielles à exposant 
affecté de l’inverse d’une puissance de la variable, exponentielles que peut évidem- 
ment multiplier, sans rendre fini l’ordre du contact, un facteur algébrique quel- 
conque. Il est d’ailleurs aisé de voir, par la différentiation, relative à £, des for- 
mules (65) [p. 469*] et (52*) [p.474*], que celles-ci jouissent, encore pour 
l’époque £ = o, de la mème propriété; ce qui montre que les solutions élémen- 
taires (67) et (74) la communiquent à certaines, tout au moins, des intégrales 
plus ou moins complexes formées par leur superposition en nombre infini. 
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celui des ondes liquides [formules (104), (120) et (121), pp. 504", 513* 
et 514*]; car elle exprime, pour ainsi dire, la propagation, dans des 
espaces ou des temps de plus en plus étendus mais toujours sembla- 
bles à eux-mêmes, de faits issus d’un endroit ou d’un instant uniques. 
Or on sent quelle puissante cause de simplification doit être l’absence 
de toute hétérogénéité, de toute limite, qui, inégalement distante des 
diverses parties du champ d’action, établirait entre elles des diffé- 
rences et modifierait à son approche les phénomènes. 

Ces considérations, évidemment générales dans le cas d’un corps à 
dimensions indéfinies, s'appliquent même aux phénomènes régis par 
l'équation du son ou par d’autres analogues, quoique alors les inté- 
grales exprimant la solution ne concernent, à chaque instant, qu’une 
section, sans cesse variable, de La région d’émanation, c’est-à-dire 
d’ébranlement, et non toute son étendue. En effet, quand on veut s’y 
rendre nettement compte de la signification des formules, l’on ne peut 
s'empêcher, comme on a vu (pp. 448* et 450*), d’y supposer d’abord 
la région d’ébranlement infiniment petite en tous sens, pour passer de 
là, par superposition de solutions analogues, au cas d’une région d’é- 
branlement quelconque. 

C’est ce que l’on fait même dans les problèmes dont les équations 
aux dérivées partielles s’intègrent sous forme finie, comme celui des 
cordes vibrantes (p. 363*). On y considère, en effet, comment se dé- 
place d’un instant à l’autre chaque valeur de l’une quelconque, 
f(æÆ at), etc., des fonctions arbitraires de point introduites par 
l'intégration; ce qui revient à abstraire, pour un moment, les autres 
valeurs, comme si celle-là était la seule différente de zéro, pour s’oc- 
cuper ensuite de ces autres valeurs à leur tour etsuperposer enfin toutes 
lessolutions élémentaires qu’elles fournissent en étant ainsi prises à part. 

Seulement, dans ces cas où il n’y a pas, sur le chemin suivi par le 
phénomène, dissémination des effets, chaque solution simple reste in- 
définiment discontinue, puisque la fonction qui la représente ne 
diffère à chaque instant de zéro que dans une étendue infiniment 
petite où elle passe brusquement à ses plus grandes valeurs ; et la 
superposition d’une infinité de solutions simples est nécessaire, pour 
établir, dans les formules, une continuité que supposent toujours les 
équations aux dérivées partielles et même les circonstances physiques. 

Au contraire, dans tous les autres cas étudiés ici, où la solution 
générale se trouve exprimée par des intégrales à limites constantes 
s'étendant à la totalité de la région d’émanation ou de la durée de pro- 
duction du phénomène, la solution simple constitue une fonction bien 
continue, sauf au premier moment ou au point de départ, quelquefois 
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aussi aux grandes distances ou aux époques éloignées (comme on 
verra ci-après). En d’autres termes, elle ne s’annule pas identique- 
ment, dès que l’on sort de régions restreintes; et elle implique, par le 
fait même, une dissémination à tout instant infinie du phénomène 
primitivement localisé en un point. Ce n’est donc qu’au début et 
aussi, parfois, au loin dans l’espace ou dans la durée, qu’elle a besoin 
d’être unie à d’autres pour donner une solution continue réalisable. 
Cette circonstance, remarquons-le, facilite la formation de la solution 
générale pour un état primitif quelconque : elle permet de l'obtenir en 
superposant des solutions simples dont la somme ne corresponde pas à 
l’état initial proposé, mais seulement à un autre dont les écarts d'avec 
le proposé ne s’annulent qu’en moyenne dans toute petite partie de la 
région d’émanation ou de la durée de création du phénomène. En effet, 
srâce à la dissémination, infiniment active au début ou au départ, 1l 
arrivera que les inégalités d’état initial, même très grandes, mais de 
signes contraires pour des points ou des instants voisins, s’effaceront 
pour ainsi dire en un clin d'œil, par neutralisation mutuelle ; ce qui 
n'aurait pas lieu, comme on sait (p. 449"), dans les phénomènes de pro- 
pagation régis par l’équation du son ou par d’autres du même genre. 
Toutefois, cette remarque, pleinement applicable quand les solu- 
tions simples sont affectées, comme dans la théorie de la chaleur, 
d’exponentielles décroissantes, sans intérêt au-dessous d’un cer- 
ain degré de petitesse, est sujette à quelques restrictions, pour 
les fortes valeurs des variables, quand ces solutions simples con- 


è : TU 1- LE? % 
tiennent des fonctions, comme sin re (p.492*), cos Fe (p'5r4teree 
r : 


à variations rapides lorsque 7 ou £ deviennent très grands. Alors, en 
effet, de légers écarts sur 7 ou £{ qui sont élevés au carré, c’est-à- 
dire de petites erreurs sur la situation (dans l’espace ou dans le temps) 
du point origine de chaque solution simple et, par conséquent, sur 
celle des inégalités de l’état initial, modifient notablement le résultat 
et finiraient même, sans les neutralisations mutuelles dues aux solu- 
tions simples superposées, par le rendre pratiquement discontinu, à 
moins que, en réalité, des circonstances négligées dans les équations 
admises (telles que frottements, etc.) n’éteignent ou n’altèrent aupa- 
ravant le phénomène. 


471*. — Double raison de la différence de nature existant entre ces solu- 
tions simples et celles des problèmes relatifs aux corps limités. 


On comprend aisément pourquoi les solutions simples dont il vient 
d'être parlé, ou qui figurent naturellement et utilement dans les solu- 
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tions générales des problèmes relatifs aux corps indéfinis, ne convien- 
nent pas pour des corps limités. Dans ceux-ci, en effet, les différents 
points de la région dite d’émanation sont inégalement distants des 
surfaces qui la bornent ou qui terminent le corps dans les diverssens. 
Par suite, les phénomènes produits à partir de ces points n’évoluent 
pas de la même manière, influencés qu’ils sont par le voisinage plus 
ou moins grand de la surface, par sa forme et par les circonstances 
extérieures. Il n’y a donc plus de formule commune pour exprimer 
les faits issus d’une région infiniment petite quelconque. 

On s'explique avec une facilité égale que les solutions simples 
convenant aux corps limités perdent leur importance quand il s'agit 
de corps indéfinis. Ces solutions simples représentent, au moins dans 
les questions assez peu complexes (pp. 389° et 403), des cas où 
les fonctions qui expriment l’état initial, c'est-à-dire relatif à la 
valeur zéro de la variable principale { ou z, ne s’annulent sur aucune 
fraction finie de toute la région possible d'émanation, mais se trouvent 
choisies, d’après la forme du corps et les conditions régissant sa sur- 
face, de manière que les rapports de leurs valeurs respectives aux 
divers points (+, y, z) ou (x, y) de cette région, soient gardés par 
les valeurs correspondantes mêmes des fonctions inconnues à des 
distances £ ou 3 quelconques, dans le temps ou dans l’espace, de 
l’époque ou de la surface prises pour origine de la variable princi- 
pale £ ou 5 : en d’autres termes, les effets étudiés s’y transforment, 
à partir de l'instant initial £— 0, ou s’y propagent, à partir du plan 
3— 0, sans que leurs rapports pour les divers systèmes de valeurs des 
variables non principales æ, y, 3, ou æ, y, s’altèrent jamais. Or, quand 
le corps devient indéfini, ses limites et celles de la région possible 
d’émanation perdent, en s’évanouissant, toute forme distincte. Donc 
les solutions simples appropriées à chaque forme déterminée de la 
surface, et à des conditions définies telles que l’annulation, sur cette 
surface, de chaque fonction inconnue, cessent d’avoir aucun rapport 
spécial avec le phénomène, qui, pour ainsi dire, les accepte indiffé- 
remment toutes, 

On ne peut pas même, en superposant un nombre très grand, mais 
fixé, de pareilles solutions simples formées pour un corps de dimen- 
sions finies, espérer reproduire avec quelque approximation la solu- 
tion simple qui convient au cas du corps indéfini. Car celle-ciimplique, 
pour la valeur zéro de la variable principale £ ou z, l'annulation de 
chaque fonction inconnue, en tous les points (x, y, z)ou(x,7y), hor- 
mis un seul, d’un réseau à mailles étroites et uniformes s'étendant à 
tout l’espace solide ou plan: condition à laquelle, évidemment, on ne 
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satisfera, même d’une manière approximative, quesi l’on dispose d’un 
nombre illimité de constantes arbitraires ou d’une infinité de solutions 
particulières convenablement choisies. 

Toutefois, si les solutions simples propres aux corps indéfinis sont 
ainsi irréductibles à celles qui concernent les corps limités, jusqu’à ne 
pouvoir pas s’y ramener, par approximation, au sens où la somme limite 
de toute série sensiblement convergente se ramène à un nombre assi- 
gnable de ses termes, il n’en est pas de même quand on les compose 
de telles solutions simples, mais infiniment petites et ayant leur forme 
sraduellement variable de l’une à l’autre; ce qui en fait, à volonté, soit 
des intégrales définies, soit des séries dont la convergence est infini- 
ment faible et ne commence, en général, qu'après une infinité de 
termes. En effet, comme il revient au même (p. 427*) de supposer 
le milieu indéfini, et les phénomènes, émanés d’une région finie, 
avec extinction asymptotique aux grandes distances de cette région, 
ou, au contraire, le corps de dimensions finies, et les phénomènes 
localisés, soit à son intérieur, soit près de sa surface 3 — 0, dans une 
étendue infiniment restreinte, la solution simple pour le milieu indé- 
fini n’est pas autre chose qu’un cas limite de l’intégrale générale 
relative au corps de dimensions finies, savoir, le cas où les fonctions 
arbitraires qui y expriment l’état initial sont nulles partout, sauf en 
un point (6,n,6) de l’intérieur ou (£,n) de la surface. Or, un état ini- 
tial aussi discontinu, surtout aussi localisé, s’éloignant infiniment de 
tous ceux qu'expriment une solution simple quelconque et même la 
somme, essentiellement continue, de tout ensemble fini de solutions 
simples rangées suivant l’ordre des valeurs croissantes de leur para- 
mètre caractéristique 8 (pp. 391* et 404*), l'intégrale correspon- 
dante, supposée formée d’abord dans l'hypothèse d’une localisation 
moins grande de l’état initial, ne fera, à mesure que se complétera 
cette localisation, qu'emprunter de plus en plus ses éléments aux so- 
lutions simples rapidement variables dont le rang est infiniment élevé, 
et les répartir sur un nombre aussi de plus en plus grand de ces solu- 
üons; ce qui la transformera bien, à la limite, en séries d’une conver- 
gence infiniment peu accusée et à termes infiniment petits. 


478*. — Leur formation possible, par la formule de Fourier, au moyen 
de certaines des solutions simples convenant aux corps limités. 


La possibilité d'attribuer au milieu que l’on veut rendre indéfini 
une forme quelconque et de choisir, pour les conditions concernant 
les parties éloignées de sa surface, toute relation susceptible d’en- 
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traîner l’'évanouissement asymptotique des fonctions inconnues, permet 
souvent d'y faire servir la formule de Fourier (pp. 169* et 175*) à 
l'expression de l’état initial et à la recherche des solutions simples 
naturelles. 

Supposons, par exemple, que, les variables non principales étant , 
y, ... et la variable principale s’appelant £, il y ait à déterminer une 
seule fonction inconnue, », et que l'équation indéfinie en », linéaire à 
coefficients constants, contienne, dans tous ses termes, soit la fonc- 
tion ©, soit un de ses paramètres différentiels d'ordre pair, Av, ou 
A, A,9, ..., soit enfin des dérivées, en £, de w ou de ces paramètres: 
Si nous appelons æ toute fonction des variables non principales +, 
J', ... à laquelle soit proportionnel son paramètre différentiel A,, ou 
telle que A,v vaille le produit d’une constante — X par , nous 
pourrons vérifier l'équation indéfinie au moyen de solutions simples 
de la forme © —T+, où T désignera certaines fonctions de £ et de Æ 
ayant soit leur valeur initiale (pour £ nul) égale à r, soit leur dérivée 
première en {, ou telle autre dérivée en £ qu’on voudra, initialement 


égale à 1. En effet, vu la relation A, —— £% (d’où A,4,P—%4?%,...), 
ARTE dn As A... : dnT 

toute dérivée de la forme 2?" devient —— (-— #)(— #)... 
dt dt 


par la substitution de T® à ©; et l’équation indéfinie, après qu’on en a 
supprimé le facteur commun ®, se réduit à une équation linéaire en T, 
sans second membre, dont les coefficients dépendent de £. D'ailleurs 
les solutions simples de celle-ci étant généralement soit de la forme 
et, soit de la forme double et (cosL£ ou sin Lt) avec K, L fonctions de 


i K£ 
; ; : 4 e 

k, il suffira de prendre tantôt T — ef ou T — eff cos Lt, tantôt T — Fe 

DONS ; eKt cos LE 

ou JL ekt CT etc tantôt Ke DUÈLE eKt Re La eic., Fe. Où 
MES : RE SAIS ORAT AE , 

pour que, initialement, T, ou sa dérivée première T'— TT? OU Sa dé- 

va PT 12 08 0 NE 
rivée seconde T” — DE PT PES réduisent à l’unité. 
(4 


Cela posé, attribuons au corps la forme rectangulaire, avec des 
limites dont les équations s’obtiennent en égalant æ, y, ... à des 
constantes d’une très grande valeur absolue : et, d’une part, la rela- 
tion A,P—— Æ% se trouvera identiquement satisfaite, quelles que 
soient les constantes «, B, ...,6, n, ..., par l’expression 


(122) D—cosa(æ—Et)cosf(y —n)..., pourvu quel’onprenne Æ=a?+f62+...; 


d'autre part, nous pourrons, au moins provisoirement, regarder la 
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même expression (122) comme vérifiant la condition ®—o aux li- 
mites æ —= + co, y — + æ,..., soit parce que les facteurs cosa(æ—€), 
ou cos8(y—"n), ... s'y annuleront en moyenne, soit parce qu'il 
suffirait de modifier infiniment peu « et £, ou 8 et n, ..., tout en les 
laissant indépendants de x, y, ..., pour rendre, à ces très grandes 
limites respectives, les produits «(æ—%),ouB(y—1"),..., des multi- 


. . T CENT , . . 
ples impairs exacts de -: Une telle manière de procéder se justifie 
2 


par cette circonstance, que les solutions simples à introduire en 
nombre infini sont tenues, non pas de vérifier elles-mêmes la con- 
dition & — 0 aux limites du corps infiniment éloignées, mais seule- 
ment de fournir des sommes qui y satisfassent ; ce que suffisent à 
faire augurer les considérations précédentes, en. attendant, dans 
chaque cas, une vérification directe, qui semble indispensable (1). 


(:) Sur l’intégration générale, en séries d’exponentielles et par la formule 
de Fourier, de certains systèmes d'équations aux dérivées partielles. 


Ces sortes de solutions, dont les facteurs sont des exponentielles, cosinus ou 
sinus de fonctions linéaires des variables, s’obtiennent de la manière la plus gé- 
nérale, pour un système quelconque d'équations aux dérivées partielles à coeffi- 
cients constants et sans seconds membres, en égalant les diverses fonctions incon- 
nues ®, 7,..., qui y figurent, au produit de tout autant de constantes imaginaires 
M, N,... par une même exponentielle, e*+b+::+kt, dont l’exposant soit une fonc- 
tion linéaire, à coefficients a, b,...,k imaginaires aussi, des variables indépen- 
dantes proposées æ, y,...,t. Cette exponentielle s’élimine, comme facteur com- 
mun, de toutes les équations, qui deviennent de simples relations algébriques 
(en M,N,...,a,;b,...,k) propres généralement à déterminer Æ et les rapports 
mutuels de M,N,..., en fonction de a, b,... restés arbitraires. Si alors on sépare 
dans vw, y,... les parties réelles et les parties imaginaires, les premières vérifient 
séparément les équations, et les secondes les vérifient de même après suppression 
du facteur ÿ—1: car il est évident que chaque équation du système prendra 
la forme U + Vy—:1= 0, le terme U se trouvant fourni par les premières seules, 
le terme Vy—1, par les secondes seules; et l’on sait d’ailleurs que l'équation 
U+Vy—1=0o implique, par définition, celles-ci, U —0, V=—o. Or les parties 
soit réelles, soit affectées de ÿ—1, dans #, y,..., constituent justement les solu- 
tions cherchées, à facteurs exponentiels ou trigonométriques. 

Bornons-nous au cas de deux variables indépendantes x, £, et admettons que 
l’une d’elles, £, puisse jouer le rôle de variable principale; ce qui aura permis 
d’abaisser au premier ordre, par rapport à t, toutes les équations du système, 
en introduisant au besoin des fonctions inconnues auxiliaires, égales aux dérivées 
les moins hautes (en £) des inconnues proposées. Le coefficient «a de æ, dans l’ex- 
ponentielle, étant arbitraire, prenons-le de la forme &ÿ/—1, avec a réel, et sub- 
stituons d’ailleurs æ — £ à æ, par un déplacement d’origine qui ne modifie pas 
les équations aux dérivées partielles, ou par un changement de M, N,... dans un 
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Cela posé, si £, n, ... désignent les coordonnées des divers points 
d’une région limitée d'émanation et F(Ë£,n,...) une fonction arbi- 
traire à l’intérieur de cette région, mais nulle au dehors, il sera pos- 
sible, grâce à la formule de Fourier, de composer avec les solutions 
simples précédentes T æ une solution plus complète, soit égale initia- 
lement à F(x,7,...), soit ayant ou sa dérivée première en £, ou sa 
dérivécrséconde, etc. .céoale defmème a Fix," .), pour 4-0 
Appelons, en effet, c la constante arbitraire infiniment petite (fonc- 
tion de a, 8, ... et de Ë, n, ...) que nous attribuerons à chaque so- 
lution élémentaire T®; et, d’après le choix que nous aurons fait de T, 
ou bien la solution plus complète obtenue © — 2cT se réduira, 


pour {— 0, à Ec, ou bien ce sera soit sa dérivée première en £, soit 
sa dérivée seconde, etc., qui alors deviendra £c®. Dans tous les cas, 


même rapport quelconque. Les parties soit réelles, soit imaginaires, de +, y, .. 
se réduiront évidemment, pour la valeur initiale zéro de t, à des binômes ayant 
comme termes les produits respectifs de cosa(æ — £) et de sina(æ—£#) par des 
coefficients tous proporlionnels à une constante arbitraire commune c; et les unes 
ou les autres de ces parties, à volonté, composeront une solution simple du système. 

Or, si p désigne le nombre des équations du système ou le nombre des fonc- 
tions w©, 7, ..., on conçoit qu’en ajoutant les 2p solutions analogues, formées 
avec mêmes valeurs de x et de £, mais avec les différentes racines Æ de l’équa- 
tion caractéristique, du degré p, qui donnera ce paramètre, on disposera pré- 
cisément des 2p constantes arbitraires généralement indispensables pour pouvoir 
annuler initialement les deux termes en cosa(æ —£) et sina(æx — £) de toutes les 
fonctions inconnues ©, y,..., à l'exception d’une seule d’entre elles, désignée à 
volonté, © par exemple, et pour y réduire mème celle-ci à la forme ccosa(æ —Ë). 
Alors il suffira de superposer une infinité de telles solutions où, successivement, 
£ recevra toutes les valeurs de — æ à + et à toutes les valeurs positives, pour 
F(£) dE 

ua 

dans cette solution plus générale, à l’inconnue choisie ©, la valeur initiale arbi- 
traire F(æ), celle des autres, y, ..., étant encore nulle. Et, après en avoir formé 
d’analogues où 7, ..., à leur tour, soient initialement arbitraires, il ne restera 
évidemment qu’à les ajouter toutes, pour obtenir la solution générale du système, 
savoir celle où les fonctions inconnues +, y, ... se réduisent, pour £ = 0, à tout 
autant de fonctions quelconques données de æ. Mais les intégrales doubles expri- 
mant ces solutions devront, quand £ différera de zéro, admettre des valeurs finies, 
bien déterminées; sans quoi les formules obtenues de +, y, ... seraient illusoires. 

Nous jetterons ci-après, dans une seconde note (p. 528*), un coup d’œil sur le 
cas particulièrement important où le système se réduit, par l'élimination de p —1 
fonctions inconnues, à une seule équation, en #, aux dérivées partielles, d'ordre p : 
c’est précisément le cas dont traite le numéro actuel 478* du texte, mais en supposant 
plus de deux variables x, £ et seulement au point de vue de la formation d'in- 
tégrales qui ne sont pas toujours générales, quoique pourvues d’une fonction arbi- 
trairc. 


que l'attribution, à c, de l'expression (124) ci-après, c'est-à-dire dax, assigne 
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il s'agira donc de déterminer c, de manière qu’on ait 


CODE AVS 
ou 


(1252 Sccosa(æ—E#©)cosf(y—n). = Ft, 9) 


Or la formule de Fourier (pp.168*et175*), toujours applicable quand 
la fonction finie F(£,n, ...) ne diffère, comme ici, de zéro que dans 
une certaine étendue, montre qu'on y parviendra si, faisant, avec 
continuité, croître &, mn, ... de —o à +, mais «, 8, ... depuis 
zéro jusqu'à des valeurs infinies constantes (c'est-à-dire indépen- 
dantes, chacune, des autres variables), l’on prend, pour tout système 
de valeurs de x, B,..., En, 


r(£.: E d: 
LS o— Fm.) dé dn TO 


Tr 


où m HSE un exposant égal au nombre des variables non princi- 
palés ry, 2 ME Lesrenez ACTE d’ailleurs l'équivalent du système 


A—=% É=e N=© 
de 2m signes f, f ‘fre fe ii ral .., indiquant que 
AA 0 LA es —=— 00 


l'expression cT& est alors l'élément d’une intégrale de l'ordre de 
multiplicité 272 00) 


(*) Plaçons ici quelques réflexions analogues à celles qui terminent la note 
précédente (p. 523*), et propres à les éclaircir en les spécifiant, quoique la pré- 
sence, dans l’équation unique actuellement considérée, de plusieurs variables non 
principales æ,y,... (qui, il est vrai, y figurent seulement par le symbole A,) 
doive les rendre à un certain point de vue plus générales. 

Si p désigne l’ordre, par rapport à #, de l’équation proposée aux dérivées par- 
tielles, et, par suite, de l’équation différentielle en T obtenue, on pourra évi- 
demment, en choisissant pour T une solution non pas toujours simple, mais plus 
ou moins complexe, de cette équation différentielle, réduire initialement à zéro 
p —1 quelconques des quantités T, T', T”, ..., T@-1), et à l’unité la pi”. Alors la 
solution correspondante, en intégrale définie 2m", de l’équation aux dérivées 
partielles, avec fonction arbitraire F(Ë,n,...), jouira évidemment, quand elle 
ne sera pas illusoire, de la propriété d'annuler, pour £ = 0, p — 1 des fonctions 9, 
_ >.) ee et d'y rendre la p'è®e égale à F(æ,7,...). Donc la super- 
position des p solutions formées de la sorte, si elles sont toutes bien détermi- 
nées et finies, constituera l'intégrale générale de l’équation aux dérivées par- 
tielles, dans l’hypothèse que le temps # joue le rôle de variable principale. 

Mais il est des cas, par exemple celui du numéro suivant (479*), où la seule so- 
lution (avec fonction arbitraire), utile à former, n’annule, pour {= 0, aucune 


dy -d'o 


des fonctions », Pr TA PSS tandis que des solutions où s’annulerait initiale- 
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Ce mode de formation d’une solution » affectée d’une fonction arbi- 
traire à été découvert par Fourier. Mais comme le résultat y con- 
stitue une intégrale très complexe, d’une signification difficile à saisir 
et souvent même douteuse tant qu'on n’en a pas notablement abaissé 
l'ordre, son emploi devra être spécialement justifié sur chaque ré- 
sultat. 

C’est ce qu'il sera facile de faire quand l'intégrale deviendra acces- 
sible dans le cas de la solution simple propre au corps indéfini, savoir, 
dans l’hypothèse que la fonction F(£,1n, ...) s’annule hors d’un élé- 
ment dédn... de la région d’émanation. Alors, en appelant dg, 
comme il a été convenu (p. 520*), le produit F(Ë, n, ...) dé dr, ... de 
cette valeur par l'élément d’espace dé dn ... où elle existe initiale- 
ment, et en choisissant celui-ci comme origine des coordonnées afin 
de réduire à æ,y,... les différences x —Ë,y— n, ..., l'expression 
2cTdeo se réduira elle-même, évidemment, à l'intégrale du mième 
degré de multiplicité, 


= oo 


mL Heosar cos rar aire 


= 9 


7. da 
(125) o— ET 
, brel 3 


Il faudra donc pouvoir ellectuer les 7» intégrations en «, 6, ... pour 
rendre réellement utilisable la solution simple ainsi formée. Alors on 
s’assurera si, pour { quelconque, & s’annule bien aux limites x — +, 
y = Lo, etc.; ce que l’on n’a pu faire, grâce à la formule de Fourier, 
que pour { — 0. 

Voici quatre exemples, relatifs, le premier, à un état permanent, 
les trois autres, à des états variables, où les intégrations dont il s’agit 
sont assez faciles. Elles n’y conduisent d’ailleurs qu’à des solutions 
simples auxquelles nous étions parvenus plus directement par les po- 
tentiels ou par les intégrales définies de la XXXIIIe Lecon. 


4179*. — Exemple de cette formation dans le problème de températures 
P 
stationnaires résolu au n° 452*. 


Notre premier exemple aura pour sujet la question du n° 452*, où 
les variables non principales sont les deux coordonnées +, y, la variable 
principale, que nous appelons ici £, une ordonnée positive 3 normale 


ment l’une de celles-ci, exigeraient l’emploi, sous les signes f, d’exponentielles 
croissantes de nature à rendre illusoires, ou du moins bien difficiles à interpré- 
ter, les intégrales définies introduites. 


B. — II. Partie complémentaire. 


O2 
+ 


HID Va SOLUTIONS SIMPLES NATURELLES POUR LES MILIEUX INDÉFINIS : 


au plan des xy, sur toute l'étendue duquel £, n désigneront les coor- 
données æ, y, et où, enfin, l'équation indéfinie étant avec nos nota- 
do 


à-dire en z) égale de plus, initialement, une fonction donnée 
a 
Ve n). 
SEA À "u NT PUR Se d2T 
La substitution de T# à # dans l'équation indéfinie donne TE = KT: 
[4 L4 
équation dont les solutions simples, à dérivée initialement égale à 1, 
ke ab TRES 
e ; n : SR 
ont la forme TK > vec K=+HVk=+E Va +$. Mais les valeurs de 
K' positives sont exclues par une des conditions du problème, savoir, 


tions actuelles + A9 — 0, la dérivée première de v en £ (c'est-à- 


par la relation  — o pour £ = « (c’est-à-dire pour 3 =), non moins 


obligée que les conditions # — o pour + ou y infinis. En effet, le pro- 

duit Tæ, nul asymptotiquement quand l’exposant K£ devient infini 

négatif, croît, au contraire, sans limite (en valeur absolue), quand le 

même exposant devient infini positif. Il faudra donc prendre, dans 
0 VÆ an Var +p? 


(125), T= >: Si l'on y remplace d’ailleurs l’ex- 
VX — Var + f? 


posant 7» par 2, et dq, ou F(Ë,n) dë dn, c'est-à-dire — f(E, n) dé dn, 
par — dm, en faisant ainsi f(6,n) dé dn — dm, il viendra, comme 
solution simple cherchée, 


Er De NU 
(126) Die lé IL 7 cosax cosByda dB. 
3 F CRUE B2 


Assimilant les variables d'intégration « et 6 aux deux coordonnées 
rectangles d’un plan, étendons, à tout le plan, lintégration qui n’est 
indiquée que pour l'angle des coordonnées positives; ce qui, vu lex- 
pression, paire en « et B, de la fonction sous les signes f, reviendra à 
multiplier l'intégrale par 4. Puis dédoublons-la en deux, par la substi- 


: ‘ il 
tution, à cosax cosf y, de = cos(ax +By) + : cos(ax—f6y); et, dans 


chacune, remplaéons tant les coordonnées rectangles x, y, que celles 
d'intégration 4, 8, par des coordonnées polaires R et 0, p et w, don- 
nant 


æ= RCos0t; y = Rsin6; 4 = p COS, 8 — psinw. 


Il faudra donc substituer p do ds à dadf,p à Va? +f?, enfin, 
pRcos(w T0) à «x E By. D'ailleurs, comme l’exponentielle décrois- 
sante placée sous les signes f y assure la convergence de la somme des 
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éléments même pris en valeur absolue, la forme du champ infini d'in 
tégration est indifférente, et l’on peut y remplacer les côtés rectilignes 


Ne CONTE co D Con, = patine circontéréence 
a? + 62 — une consL. p? =>; 


ce qui donnera comme nouvelles limites, aussi constantes, 0 —o et 
0— 27%, p — 0 etp — 0. Enfin, les intégrations, relatives à w, d’expres- 
sions périodiques par rapport à w = 6, et dans toute l'étendue d’une 
période 27, pourront se faire de w —0 à w—6+ 27, dans la pre- 
mière intégrale, où figurera le facteur cos(w — 6), et de w —— 0 à 
w——0+27 dans la seconde, où paraîtra, au contraire, le facteur 
cos(w +0); de manière à permettre, en posant w Æ 0 — w/et do — dw’, 
d'intégrer, dans les deux cas, depuis w'— o jusqu’à w/— 27. Si l’on ob- 
serve alors que les fonctions sous les signes f seront paires par rapport 
à cos w’, ou que le quart de chaque intégrale, entre les limites zéro et 


AT, 


= F. : ; a TC . 
obtiendra en faisant varier w/ seulement de zéro à c£ lexpression 


s’ 
(126) de » sera, en définitive, 


OF] de ef du [| e74p cos(p R cosw') do. 
Te 0 0 


ae] 
L'intégrale relative à p s’y trouve de la forme Î eT% cos bp dp, 
0 
avec a = 3, b—R cosw/, et sa valeur [p.68, formules (20)] est PU Le 
Le: « : Z ° 
c'est-à-dire —- + On a donc, au lieu de (12 
z? + R?2 cos? w' Ô (27), 


EU dm dw’ 
(128) ren HONTE SSP DATE 
0 


dm ‘ { z tang w' 1 DE 
ou ———— |arctang [| ——2— = — —. 
à T2 VR? 72 | \VR? + 2? AR T2 VAE + 32. 2 
Et si, enfin, l’on observe que VR2? + 2 exprime la distance r du point 
quelconque (æ, y, z) du corps à l'élément plan d£ dn choisi comme ori- 
sine des coordonnées, il vient | 


POGNL, 


Dan SOLUTIONS SIMPLES NATURELLES, POUR LES MILIEUX INDÉFINIS : 


ce qui est bien l'élément du potentiel inverse employé au n° 452* 
[formule (1), p. 430*]. 


480*. — Exemples de la même formation, dans les problèmes du refroi- 
dissement des milieux et de la dissémination du mouvement transversal 
le long d'une barre ou à la surface d’une plaque. 


Fourier lui-même a obtenu, par le procédé indiqué ici et qu'il a 
découvert à cette occasion (1), les intégrales de trois problèmes d'états 
variables, traités dans les n° 468* (p. 479*), k69*, #70*, auxquels nous 
nous proposons encore d'appliquer la formule (125). 

Le premier est celui de la diffusion de la chaleur à l’intérieur d’un 
milieu de une, deux ou trois dimensions. On y a comme équation in- 


i 


Mt dé 6 , NE 
définie A — À,® et, comme relation d'état initial, 9 —F(6,1, 
pour { — 0. Donc la substitution de T® à © donne 


adT 


re =—KT=—-(a2+f$82+...)T; 


et, afin que, de plus, T se réduise à 1 pour £ — 0; il faut prendre 
T—e-t+fæ. — ete... La formule (125) devient immédia- 
tement 


(130) D 22 e-t#(cosæa) da f etP(cosy B) dB... 
0 0 


T/r 


Le second membre se décompose ainsi, de lui-même, en facteurs 
qui sont des intégrales simples. Appliquons à chacune d’elles la seconde 
formule (37) du n° 328*[ p. 131*], après avoir, dans celle-ci, introduit 
un paramètre positif a, d’ailleurs quelconque, et un second para- 


mètre, b, entièrement arbitraire, grâce aux substitutions æ = u Va, 


b : 
a — ———; qui la changent en cette autre 
2Va 


a Vz _bt 
(131) JL eau cos bu du = ———e +4, 
0 


Ne 
2 Va 
Nous aurons, en nous rappelant finalement que x?+ y?+... est le 
carré de la distance 7° du point quelconque (x, 7, ...) à l'élément 


(:) Théorie analytique de la chaleur; 1822. Voir notamment les n° 397 et 
398, 405 et 406, 411 et 412 (pp. 463, 476, 487 de l’édition de 1888). 


LEUR FORMATION AU MOYEN DE LA FORMULE DE FOURIER ; EXEMPLES. 539? 


d'espace d dn... pris pour origine, 


d Be PAIE SAS nr 
HOUSE — . (Æ e à Ve cri vt 
At 


= C GITE = 
2 Vt 2 Vt 2 Vrt)” 


résultat bien identique à celui que donne la seconde formule (74) 
[p- 475*]. 

Notre second exemple d’état variable concernera la dissémination, 
le long d’une barre s'étendant à l'infini suivant l’axe des, du mouve- 
ment transversal que provoquent, sans l’adjonction d'aucune vitesse 
initiale, des déplacements initiaux donnés © — f(£) s'étendant à une 
région de longueur finie dont £ désigne les abscisses. L'équation indé- 


Ur d? te 
finie étant rs + À, A0 — 0 avec m —1, la substitution de TE à y 


d2T JR tel . Re 
donne PTT LT — 0 ; d’où résulte pour T l'expression, initialement 
égale à 1 et tenue d’ailleurs (vu l’absence supposée de vitesses ini- 
tiales) d’avoir sa dérivée première en £ nulle, T — cos ff — cosa?£. 
Donc la formule (12) se réduit à 


co 
(133) D= —< jh costa? cosæ a da, 


40) 


Q ’ = Là , Q Q , » td , 
où dg désigne l'élément d'action, différent de zéro, f(£) dé, supposé 
avoir eu son champ dé choisi pour origine des +. 

L'intégrale définie s'y évalue par l’une des deux formules (42) de la 


page 134*, qui, en posant, comme quand on a obtenu (131), x= « Va 


et «x — , deviennent 


2Vd 


UP b? b? 

(134) (cosau? ou sinau?) cosbu du = - —\(.COs-—,=E sin 7): 
4 2 24 fa 4a 
CE . , . » \ 9 

La première de celles-ci réduit, en effet, la formule (133), où l’on 


peut finalement remplacer æ par Æ 47°, à 


(135) © — ITA (cos “k + sin 2). 
MORE T 4t 4t 


Or cette expression de » est identique à la solution simple résultant 


de la formule (83) [p. 485*], où, en vertu de (85) et (85 bis) [p. 486*T, 
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l'annulation des vitesses initiales /,(£) conduit à prendre 


F(E) = F1(6) = 2 (6), 
et, par suite, grâce à la substitution de &, sous les signes f de (83), à 


- de (x —ËY r? 
2 + oayi] d'où Aire, == à | 


2 VE At at 
l è 72 AI TENTE Re 
— cos— + sin 7 )/E & 
36 > Vaté CAP « at 
136 | 
= { —— {cos — + sin — ): 
| . 2 V2rt at “4 4t, 


somme d'éléments qui ont bien la forme (135). 

Après avoir ainsi obtenu, pour une barre, l'intégrale (136), Fourier 
a traité la question analogue pour une plaque élastique couvrant tout 
le plan horizontal des xy et mise transversalement en vibration par 
des déplacements initiaux © — f(Ë,n), connus en fonction des coor- 
données horizontales £, n de la région d’ébranlement. Comme l'expres- 
sion de T, encore égale à cosk£, est alors cos(a?£ + 824), la relation 
(125) y devient, en appelant dg le produit f(£, n) d£ dn, 


if 1h cos(ta?+ 4162) cosxa cosy $ da df. 


Te), 
0 


(137) o — 


En vertu de la formule même de Fourier, qui a conduit à cette 
expression (137) de », l’intégrale double doit s’y évaluer dans l’hypo- 
thèse d’une forme rectangulaire du champ f f dx dB, c’est-à-dire en 
attribuant, aux limites supérieures, des valeurs x, 8 constantes, que 
l’on fait croître à l'infini. Alors, vu, d’une part, la réduction de l’in- 
tégrale double à la différence de deux autres par la substitution de 
cos £a? cos {8?— sin£a? sin{8? à cos(ta? + 482), d'autre part, la décom- 
position immédiate de chacune de celles-ci en un produit d’intégrales 
simples évaluables par les formules (134), il vient, tous calculs faits, 


Le k : Tee TNT 
our l'intégrale double dont il s’agit, — sin ——— ou — sin —: va- 
P 3 CRDP 4t 4 t ODA TE 


leur d’où résulte, d’après (137), la solution simple 


T2 +.)/2 


AVES RT 
138 TRS 1e ke 
( ) ® Er 41? 


bien d’accord avec celle qu’implique la première formule (86) 
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[p: 488*] où l’on a vu qu'il fallait faire F(E,n) —=/f(Ë,n). En effet, la 


substitution, à «et à 8, des deux variables d'intégration £—x+924 4, 


n—y +284, donne à la première (86), en observant que p? y devient 


dé dr 
et, do', — + la forme 


2 


r 


| 


t 


FN 


I Tr nu : fs re 
D = —— Sin n) dé dn = sin — dg. 
è nt a7 LEE ATL. 4 D 


composée d'éléments tout pareils à (138). 


COMPLÉMENT A LA CINQUANTIÈME LECON. 


APPLICATION DU CALCUL DES VARIATIONS AUX PROBLÈMES DES 
SURFACES A AIRE MINIMA, DES COURBES DOUÉES DE DIVERSES 
PROPRIÉTÉS DE MAXIMUM OÙ DE MINIMUM ET A EXTRÉMITÉS MO- 
BILES, DES LIGNES GÉODÉSIQUES, DE LA MOINDRE ACTION, DE LA 
STABILITÉ DE FORME DE L'ONDE SOLITAIRE, DES TEMPÉRATURES 
PERMANENTES D'UN SOLIDE, ETC. 


483*. — Justification directe de la méthode des variations (!). 


Toutefois, l'application, ainsi faite, de la règle usuelle des maxima 
et minima démontrée pour les fonctions d’un nombre finit de variables 
entièrement indépendantes, à une fonction d’une én/inité de variables 
qui, sans être liées par aucune relation précise, sont les valeurs suc- 
cessives d’une même fonction continue, peut laisser quelques doutes 
dans l'esprit. Il suffirait, pour les lever, de considérer d’abord, au 


b 
lieu de l'intégrale / f(x, y,7') dx, une des sommes, de la forme 
RETE 


A : Sr 
ÿ f(a, 2 4) Ax, dont elle constitue la limite, somme pour laquelle 
1 AT 


on formerait sans difficulté des conditions de maximum ou de mi- 
nimum finalement confondues avec l’équation différentielle (7) ou (8) 
[p. 251] que nous avons trouvée. Mais on peut aussi justifier comme 
il suit ce résultat, 
Et d’abord, la manière même dont on a obtenu la formule (6) du chan- 
b 
gement élémentaire que font éprouver à l’intégrale fe 1 (LYS RE 


CL 
les très petites variations quelconques y de la fonction y dé- 
montre l'exactitude de cette formule, quant à la partie du change- 
ment en question qui est du premier ordre de petitesse, c’est-à-dire 


LD 
comparable à f Ôy. Or il n’est pas moins aisé de reconnaître di- 


D = À 4 / 


rectement que l'annulation du coefficient de ày, dans (6), est néces- 


(‘) Voir la Partie élémentaire, p. 25r. 
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saire {out le long de la courbe cherchée AMB ;'sans quoi l'intégrale 
b à é 
correspondante f. f(æ,y,7y') dx ne serait ni un maximum ni un mi- 
«a f 


nimum. En effet, si, entre certaines valeurs de +, ce coefficient dif- 
férait de zéro, il suffirait d'y prendre les ày, qui sont arbitraires, une 
première fois, partout de même signe que lui, puis, une seconde fois, 
partout de signe contraire, pour que le second membre de (6) se com- 
posät d'éléments tous positifs dans le premier cas, tous négatifs dans 
le second, et eût ainsi des valeurs totales de signes variés, expri- 


mant à très peu près les changements correspondants de l'intégrale 
l 


7 0 
| J(x, y,7y')dæx. En conséquence, celle-ci, dans son état actuel, 
dr: 


ne se trouverait pas soit constamment plus grande, soit constamment 
plus petite, que dans tous ses états infiniment voisins : elle ne serait ni 
maximum, ni MINIMUM. 

La règle ordinaire des maxima et des minima n’est donc rendue 
nullement inapplicable par cette circonstance, que la fonction, de- 
venue à la limite une intégrale définie, à besoin, pour y conserver un 
sens précis malgré l’infinité du nombre de ses variables PM, QN, ... 
(p. 248), que leur ensemble forme sans cesse une série bien continue 
et même graduellement variable au passage d’un terme à l’autre. Or 
une telle continuité apporte, 1l est bon de le voir, une restriction 
à l'indépendance des variables PM, QN, ..., supposée absolue dans 
la règle ordinaire des maxima ou des minima; et cette restric- 
ion a d’ailleurs les plus heureuses conséquences sur les résultats, par 
la graduelle variation qu’elle y introduit et qui condense en une équa- 
ion différentielle unique (7) [p. 251] une infinité de conditions de 
maximum ou de minimum, dont la complexité serait, sans cela, géné- 
ralement inextricable. 

Nous avons vu au n° 440* (p. 339*) comment une condition de 
continuité analogue s’introduit dans les systèmes d’une infinité 
d'équations différentielles qu’on peut, à la limite, changer en un 
nombre fini d'équations aux dérivées partielles. 

On conçoit aisément que de pareilles restrictions ou conditions de 
continuité, assez larges pour n’introduire aucune relation précise et 
pour permettre, ici, l’annulation des variations partout, sauf dans 
telle petite région que l’on veut, n'empèchent pas d'appliquer, à ces 
cas d’une infinité de variables, une propriété qui, pour le cas d’un 
nombre fini de variables, avait été justement démontrée (t. I, p. 172) 
en annulant toutes leurs différentielles, sauf une seule. Aussi ver- 
rons-nous bientôt que la règle usuelle des maxima et minima relatifs 
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(Lt. I, p. 180) ne s'applique pas moins que celle des maxima et mi- 
nima absolus aux intégrales définies, quand les fonctions dont celles- 
ci dépendent cessent d’être arbitraires (au moins entre certaines 
limites), pour s’astreindre à vérifier certaines relations. 


485*. — Extension de la méthode au cas d'une intégrale multiple; 
problème général des surfaces à aire minima, reliant un contour 
donné. 


Pour montrer comment le calcul des variations, exposé au n° 482 
sur une intégrale simple, s'étend de lui-même au cas d’une intégrale 
multiple et à la recherche de ses maxima ou minima, généralisons la 
question précédente (1), en cessant de nous borner aux surfaces de 
révolution ; et proposons-nous le problème, célèbre depuis que La- 
grange l’a abordé vers 1560, de faire passer par un contour fermé 
quelconque la surface continue dont l’aire, à l’intérieur de ce contour, 
est la plus petite possible. 

Une telle surface d’aire minimum existe évidemment ou, du moins, 
il y a toujours une surface, reliant les diverses parties du contour 
proposé, telle, que nulle autre terminée au même contour n’a une aire 
moindre ; et il est clair aussi que toute portion de cette surface con- 
stitue également la superficie la plus restreinte qui joigne ses bords. 
Si donc, afin de simplifier et de fixer les idées, nous considérons seu- 
lement une de ces parties, choisie, autour d’un point quelconque de 
la surface, assez petite dans tous les sens pour que chacune de ses 
ordonnées z, construite par rapport à un système d’axes rectangles des 
x, Y, z et prolongée indéfiniment, ne la rencontre qu’en un seul 
point, celte partie aura l’aire la moins étendue possible terminée à 
son contour. D'ailleurs son expression, en appelant ds un élément 


quelconque de sa projection totale os sur le plan des xy et f une 
G 


somme relative à toute cette projection, sera l'intégrale double 
(100) vip gras . 
(e] 


où p et g désignent les deux dérivées premières en x et y de l’or- 

donnée 3 qui est la fonction inconnue, à déterminer, de x et de y. 
Or, si l’on allonge ( positivement ou négativement) chaque ordonnée 

z, d’une variation arbitraire infiniment petite Ôz, qui changera, 


(') Voir le n° 484 de la Partie élémentaire, p. 254. 
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comme s, avec æ et y, les dérivées partielles p et 4 s’accroîtront des 
N Ni 
cu RM Done dùz nr RE DEEE 
vartalions ôp = > 0q = Cut et l’élément, V1 + p?+ q? ds, de la 


surface aura lui-même pour accroissement ou pour variation 


SRE Er 
d 


dp 0P En q 0q 


| = ( PERS ne —— D) 


| Virpirqg de  ÿiprg 


. (== — 6 ) . . 
Comme, d’ailleurs, Pr T7. sont les cosinus des angles x, 8 faits 
fem pee.g2 
avec les x et les Y positifs par la normale menée à la surface du 


côté des = positifs, cette variation d'un élément de l'aire pourra 


TUE ICT d oz A d'O8) 
s'écrire, un peu plus brièvement, — {cosa-,— + cosÿ do; et 
\ dx dy 


l’on aura, pour la variation de l'intégrale (12), la formule 


dùz n Az 
COSA —— + cos Ê do. 
dx dy 


NO: 


az) SfVirprgid-- 
60 


Il manque au second membre, comme plus haut à la dernière partie 
de (2) [p. 249 |, pour être une différentielle totale réduite à sa forme 
la plus simple, de ne contenir explicitement que des variations ar'bi- 
traires, savoir, les diverses valeurs de ô3 seules. Il y a donc lieu de 
transformer chaque partie de ce second membre de (13), comme on 
l’a fait pour le dernier terme de (2), de manière à en éliminer la déri- 
vée partielle de ès qui y figure. À cet effet, on emploiera encore, soit, 
après avoir remplacé ds par dx dy, le procédé intuitif suivi (p.250) 
pour le dernier terme de (2), soit plus simplement celui de lintégra- 


tion par parties, que nous avons vu revenir au même, et qui consistera 


dùz dôz 
ici à dédoubler — 9 — re 
ici à dédoubler — (cos a) rs (cosB) ce en 


d(cosx.03) deos a « d(cosB.6z) dcoss \ 
Sd ar-07000 et en — CR + : OZ, 
UT dx dy dy 
puis à intégrer séparément, dans chaque cas, les deux termes ainsi 
3 d(cosa.d3) d(cos8.0z 
obtenus. Or le premier, — ——— ds ou — ERP OS) ds, se 
dx dy 


trouve exactement intégrable une fois après la substitution de dx dy 
à ds et donne, par le procédé du n° 313* (p. 92*), une intégrale simple 
prise tout le long du contour de 5. 

Appliquons, pour plus de simplicité, cette méthode de l'intégration 
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par parties; et comme, sur tout le contour de 5, le terme exactement 
intégré une fois, savoir, — (cosz.0z) dy ou —(cosB.ûz) dx, se trou- 
vera nul à raison de la fixité admise, dans l’espace, du bord donné qui 
s’y projette et pour tout lequel on a ainsi 3 — 0, il ne restera que les 


d cos « * dcos NA: 
deux termes f ———— 05 do, ne 03 ds. Donc la variation cher- 
z 
G 


dx 


A ey 
chée de (12) sera, sous sa forme définitive où le coefficient de chaque 
variation arbitraire è3 est mis en évidence, 


He. d'cos8\, 
—— + —,— |) 03 do. 
Ë dx dy 


\ 


(14) ù ICTETENTE 
e/ [X e/ 
La règle générale des maxima et des minima, ou bien le raisonne- 
ment direct exposé au n° 483* (p. 537*), montrent qu'il faut annuler ce 
coefficient de àz dans tout l'intérieur du champ 5, c’est-à-dire en tous 
les points de la surface. L’équation éndéfinie de celle-ci sera donc 
d'cosa  dcos8 


gi) s —— + ——— = 0 


dx “y i 


ou encore, après substitution des valeurs ———{" à cosz, cosf, 


suivie du calcul de leurs dérivées respectives en x et y et de la multi- 
3 
plication du résultat par le facteur — (1 + p? + g?)*, toujours diffé- 


rent de zéro, 
(16) (+ g®)r — 2pgs+(1+p?)t=0, 


r, $, t désignant, suivant l'usage, les trois dérivées partielles se- 
condes de z, ou les quatre dérivées partielles premières respectives de 
D EL Ge REC 

Telle est l'équation aux dérivées partielles du second ordre obtenue 
par Lagrange pour caractériser les surfaces à aire minima. Æ{le ex- 
prime, comme l’a remarqué Meusnier, l’annulation, partout, de la 
courbure moyenne, c'est-à-dire, l’égalité, en valeur absolue, avec 
signes contraires, des deux rayons principaux de courbure de la 
surface en tous ses points. I suffit, pour le reconnaître, de se repor- 
ter aux expressions de la somme des deux courbures principales que 
nous avons obtenues dans le tome [* (p. 262*), et dont l'une se con- 
fond, au signe près, avec le premier membre de (15). 

Les considérations exposées au n° kk0* (p. 378*) font d’ailleurs 
comprendre comment, cette équation érdéfinie (16) aux dérivées par- 
tielles étant du second ordre en æ et y, l'on n’aura, pour déterminer 


LEUR COURBURE MOYENNE EST NULLE. hat 


les deux fonctions arbitraires introduites par son intégration, qu’à lui 
adjoindre une relation définie concernant tout le contour du champ 5, 
comme sera, par exemple, de s’y donner directement la fonction z 
elle-même. Or, celle-ci, en effet, s’y trouve bien connue, quand le 
contour de s est justement la projection, sur le plan des æy, de la 
courbe fermée dont la surface minima en question doit relier les di- 
verses parties. 

Malheureusement, l’intégration générale de (16) sous forme finie, 
que Monge, Legendre, etc., ont effectuée au moyen des procédés ex- 
posés dans la XLIIT° Leçon (n°° 431* et #34*), n’a pu aboutir qu’à la 
manière de celle de l'équation très simple 7 + £—0o par des termes 
empruntés à l'expression symbolique HOME æ—:1) [p. 368*]. Son 
résultat se trouve, de même, compliqué d'imaginaires dont l’élimina- 
tion n'est possible qu'après spécification de la forme des fonctions 
arbitraires ; ce qui contribue à en rendre l'usage difficile, vu surtout 
la condition au contour (où l’on doit se donner à volonté 3), qui, 
même avec des intégrales indéfinies beaucoup plus simples, serait 
encore d’une vérification embarrassante (1). 

Aussi me bornerai-je à signaler les deux cas particuliers les plus 
simples de surfaces minima, cas d’ailleurs évidents tous les deux, du 
moins après la détermination (p.252) de la courbe plane qui engendre 
la surface de révolution minimum. 

Le premier est Le cas où l’on se donne un contour situé tout entier 
dans un même plan et où la surface, pouvant avoir par suite ses deux 
courbures principales nulles, se réduit à la partie de ce plan com- 
prise à l’intérieur du contour. 

Le deuxième est celui où le contour proposé se compose de deux 
cercles parallèles dont les centres soient sur un axe perpendiculaire à 
leurs plans; cas où, le contour donné étant une figure de révolution 
autour de cet axe, la surface l’est elle-même, par raison de symétrie. 
Choisissons-le pour axe des y, et prenons un plan méridien pour plan 
des xy. Alors les deux rayons principaux de courbure égaux et con- 
traires seront évidemment, pour un point quelconque de la généra- 


(*) On conçoit, du reste, aisément que l’équation (16) ne comporte pas plus 
d’intégrale générale réelle en termes Jinis que l'équation même r+{—0o; car 
celle-ci n’en est qu’un cas particulier, savoir, le cas limite qui se produit quand 
la surface minima s’écarte peu d’un plan et a par rapport à ce plan, supposé 
choisi pour celui des æy, des pentes Vp° + q° infiniment faibles, rendant négli- 
geables dans (16), à côté des deux termes 7, €, les trois autres g°7, — 2pqs, IR 
affectés des très petits coefficients g°, — 2pq; p°. 


542? CALCUL DES VARIATIONS : SURFACES A AIRE MINIMA; 


trice comprise dans ce plan, lun, le rayon même de courbure de la 


w ALL, (I1+ VOTE : 
sénératrice, exprimé par la valeur absolue de DRE ST l'équation 


inconnue de cette courbe est supposée mise sous la forme y = f(x), 
l’autre, le segment de normale compris entre le même point (x,y) et 
l'axe de révolution ou des y, segment égal en valeur absolue à 


st TT 
LATE ) , ; : ne 
“12, car sa projection sur l'axe des x est l’abscisse positive æ et 
EN 
. . T . 
se fait sous l’angle aigu ayant pour tangente — —; ou pour cosinus 
EL — | à 
Mens 


— » le signe supérieur correspondant au cas de y’ négauf et le 
V1 + V'? 

signe inférieur au cas de y" positif. Comme, d’ailleurs, les sens de ces 
deux rayons principaux se trouvent opposés, la courbe y = f(x) 
tourne sa concavité vers les æ positifs, et les valeurs positives de y" 
sont visiblement décroissantes quand + croît, les valeurs négatives vi- 
siblement croissantes; en sorte que y’ et y” ont signes contraires (ce 
que nous avons indiqué, sur les formules des deux rayons de cour- 
bures, par les doubles signes alternés + et mis devant les déri- 
vées y” et y’ pour exprimer leurs valeurs absolues). Il vient donc, en 
égalant à zéro l'excédent, sur la seconde courbure, de la première, 
que nous compterons positivement, et en multipliant par Æ x dx, 


re ’ ! ! ! 
y" dx V V 4 
Le = AT 0, ou TA —— + 222 AL 


lk 
; pe Qu UE dy 
On est bien, ainsi, conduit à poser d{ —=7 | —6 ou d (x +. | = 0} 
1+ y’? + ds 


c'est-à-dire, précisément, l'équation différentielle du second ordre 
déjà obtenue au n° #84 (p. 253) comme caractérisant la courbe géné- 
ratrice de la surface minima de révolution. En conséquence, la chat- 
netle, que nous avons reconnu au même numéro être cette courbe, 
a son rayon de courbure partout égal et contraire à sa normale, pro- 
longée jusqu'à la perpendiculaire à son axe de symétrie, dite sa base 
ou sa directrice, et dont les distances à la courbe, mesurées parallè- 
lement à l’axe de symétrie, s'expriment par le cosinus hyperbolique 
des distances relatives de la courbe au même axe. 

158*. — Maxima ou minima des intégrales à champ d'intégration variable, 

et qui dépendent de fonctions variables aussi aux limites de ce champ. 


b 
La variation de l'intégrale proposée fl Î(2;: Y, Y') dr saccront 
ar < 
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naturellement de quelques termes nouveaux, quand la courbe AMB 
(p. 248) représentative de la fonction déformable y, a ses extrémités 
À, B non plus fixes, mais mobiles soit arbitrairement, soit d’après des 
conditions désignées, comme, par exemple, le long de deux certaines 
directrices EE’, FF’ (Jig. 50). Alors, en effet, les transformations ou 
variations y — MM de la fonction, corrélatives au changement de: 
AMB en A’M'B’, entraînent en général un déplacement des limites 
Oz, OB, que nous appellerons x, et x,, au lieu de a et b, ici où elles 
sont variables et deviennent O%, Of. 

Nous emploierons, en général, l'indice o pour désigner les valeurs 
prises par les variables ou par les fonctions à la limite inférieure de 
l'intégrale, c’est-à-dire en À, et l'indice 1 pour désigner leurs valeurs 
à la limite supérieure, c’est-à-dire en B. 

D'une part, il y aura ainsi accroissement algébrique des limites, sa- 
voir, pour l’une, æ&,, la variation Ôx,— ax’, pour l’autre, +,, la varia- 
tion analogue dx, — 88'; et, en conséquence, un élément correspon - 


Fi#250- 


dant au champ acquis àx,, savoir, très sensiblement, 


(20) Par Mr a) or: 


l'y 
sera gagné par l'intégrale proposée jf f(x, y,7')dx, tandis que 
x 
l'élément 
! pa 
(21) ACOPAP AE 


qui correspondait au champ Ôx,, sera perdu par elle. 
D'autre part, entre les primitives limites, les éléments de l'intégrale 
les plus voisins de celles-ci varieront incomparablement plus que dans 


Q1 
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le cas où les extrémités À, B étaient fixes; car l'allongement y de 
chaque ordonnée aura cessé d’être nul pour les abscisses extrêmes ,, 
æ,. À la limite x — x, — Ov, cet allongement Al, très sensiblement 
pareil à l'accroissement analogue voisin ['A’, sera l'excès, JA’ — JI', 
de la variation totale JA'—x'A'— aÀ, que j'appellerai ôy,, de la 
première ordonnée y,— A (devenue 4'A’) figurant dans l'intégrale, 
sur la différentielle correspondante JT'— (tangJAT) x 2x = y,0x, 
de la même ordonnée. On aura donc 


N N r ; 
(20) dY = 0Yo —Y9 00 (pour a = #0), 
et, à la limite supérieure +, — Of, on trouvera de même, pour l’al- 
longement 5y, BK ou K'B'— LB' — LK', c’est-à-dire 


9 N n OS 
re OV = Yi — Yy0Ti (poërr =/71); 


y désignant pareillement la variation totale $'B'— BB de la der- 
nière ordonnée, y,, de la courbe considérée dans ses divers états suc- 
cessifs. À 


Dan 
Par suite, attribuons à l'intégrale 1. fa; y, 71) dxsles themes 


ces 
fixes O x et OB, sauf à lui ajouter ensuite la différence de l’élément 
gagné (20) à l'élément perdu (21); et, comme cette intégrale devra 
être prise, dans son nouvel état, le long de l’arc IK, au lieu de l’être le 
long de AB, sa variation se calculera de la même manière qu’au n° 482 
dans l'hypothèse d’extrémités À, B fixes, c’est-à-dire, d’abord, au 
moyen de la formule (2) [p. 249 |. Mais quand, par le raisonnement 
direct exposé à la page 250 ou en recourant à l'intégration par parties 
employée ensuite, on transformera le dernier terme de (2), afin d’en 
éliminer la variation ôy' dont le produit par dx n’est pas autre chose 
que la différentielle essentiellement dépendante ou non arbitraire d ôy, 


\ l=Xs 
Ni] 


ar df ; 
le terme aux limites obtenu (SL dy , le premier du second 


Le 
membre de (5), ne sera plus nul; car le facteur Ôy y aura les deux 
valeurs respectives (23) et (22), au lieu de zéro. Ce double terme se 
trouvera donc en plus, dans le second membre de (6). 

En y joignant l'excédent de (20) sur (21), puis groupant les parties 


: . ni à i a 
affectées soit de Ôx,, soit de Ôx,, et affectant les fonctions D 


d EUR ; 
Î — y! 5e des deux accents o ou 1 pour signifier qu’on les prend à la 
. dy O 


limite inférieure ou à la limite supérieure, il viendra, comme expres- 
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sion à la fois simple et explicite de la variation complète de l'intégrale 
EE 


à ren [{rr 8) an + (1) 


ÉD L(/ Ta D) Br + (25) | 
CR te 
4e TR re A LE NN RE 
LENS ( dy dy A 


Quand on demande un minimum ou maximum aussi absolu que 
possible, c'est-à-dire quand la valeur de l’intégrale doit, prise le long 
de AMB, être ou plus petite, ou plus grande que prise le long de toute 
autre courbe A'M'B' du plan, x, et èyo, æ, et Ôy, ne sont pas moins 
arbitraires que ne l’est y dans l'intervalle des limites; et l’on peut 
aussi bien annuler ôy partout sauf dans le voisinage de chaque 
limite, de manière à réduire très sensiblement le pra membre de 
(24) aux termes en Ôx,, ôyo, Ô&, et Ôy,, qu'annuler, au contraire, ces 
quatre variations et réduire le second membre à son dernier terme ou 
même aux éléments de ce dernier terme compris dans telle petite par- 
tie que l’on veut du champ de l'intégrale. Ainsi, tout le second mem- 
bre de (24) est assimilable à la différentielle totale d’une fonction de 
variables indépendantes. Etles solutions maxima ou minima cherchées 
en annuleront séparément chaque partie; sans quoi les éléments dif- 
férents de zéro suffiraient, en y affectant de signes convenables les va- 
riations 0L5; dL1, 0Yo, dY1s 9), pour faire, à volonté, tantôt croître et 
tantôl décroitre l'intégrale à partr de sa valeur actuelle. 

On aura donc encore, comme dans le cas d’extrémités À, B fixes, 


; . “rç, . Are  œb d : 
l'équation différentielle ou indéfinie ar — d É — 0; mais les deux 


constantes introduites par l'intégration, au lieu de se calculer par les 
conditions que, pour deux valeurs données æ—=a et x —b, ou 
æ = 9 et & = 1, la fonction y prenne deux valeurs connues y, — 

et y, —8BB, se détermineront en annulant dans (24) les coefficients 
de 225, do, dÆ1, 21, C'est-à-dire en choisissant pour Îles quatre con- 
stantes Z5, Yo» 1 J'1 Celles qui vérifieront les équations ainsi ob- 
tenues, 


Abstraction faite du cas singulier où la pente dE serait infinie à une 
limite, ces conditions expriment évidemment que la fonction f et sa 


B. — II, Partie complémentaire. 35 
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dérivée particlle relative à y’ devront s’annuler à chaque bout de la 
courbe. 

Si, au contraire, les extrémités À, B, ou seulement l’une d'elles, 
cessaient d’être soit complètement fixées, soit complètement libres, 
pour se trouver, par exemple, sur certaines courbes EE/, FF' du plan 
des æy, l'équation de ces courbes, de la forme D(x9, yo) — 0 ou 
P(X1, V1) — 0, donnerait évidemment ô — 0, c'est-à-dire | 

db \ dp | db \ ad 
0Vo —= 0 ou 01 + 


dr, dy dæ; dy 


Q 
Ye 0 


et l’on voit que l’une des variations ôæ5, Yo, Où Ôx,, Ôÿ1, Savoir, par 
“exemple, ày, où y,, cesserait d’être arbitraire, pour devenir fonction 
de l’autre. Après avoir ainsi éliminé Ôy, ou Ôy,, on n’aurait à annuler 
que le coefficient total des variations restées arbitraires; ce qui don- 
nerait, en Lo, Lys Vos Ja, Un Système insuffisant d'équations, mais 
exactement complété par les relations D? — o admises. 

Et si d’autres relations comme celles dont il a été parlé à un numéro 
précédent (p. 256), telles que la constance d’une certaine intégrale 


li 
F(x, y, y!) dx, s’adjoignaient aux conditions de liberté ou d’as- 
To 


sujettissement concernant les limites, le maximum ou minimum 
cherché, devenu dès lors ou relatif, ou plus relatif encore qu'il 
n'était déjà, permettrait de nouvelles éliminations de variations dé- 
sormais dépendantes, avec suppression de tout autant d'équations de 
maximum ou de minimum dont tiendraient lieu ces relations mêmes, 
En effectuant d'ailleurs les éliminations, ou du moins les dernières, 
par la méthode des facteurs indéterminés (mais constants) À, a, ..., 


sn 
on serait conduit, si, par exemple, l'intégrale F(x, y, y) dædes 
To 
vait garder une valeur donnée K, à considérer la somme 


jp [fr VV) +AF (x, y,7')] de 


et à annuler sa variation, dont la formule, sauf la substitution de 
J+XF à f, serait toute pareille à (24) et se traiterait de même. 
Enfin, il peut arriver que la fonction sous le signe f dépende 
aussi de certaines valeurs particulières, changeantes, des varia- 
bles æ, y, ..., comme, par exemple, de la limite inférieure æ,, ou 
qu'elle soit de la forme f(x, y, y', x). Il est clair que chaque élément 


cs ro) di 


ir de linteeral 128 STE ee ; û 
J dx de l'intégrale a alors sa variation propre accrue de ] 
ax 


\ 
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en sorte que le second membre de (24) comprend en plus le terme 


li 7; 
_ c & 
(26) f à dx |9%o, 
CAE dx 
\ 0 


qui s’y Joint à celui où figurait déjà ôx, et change, par exemple, la 
première équation (25) en celle-ci, 


25 à RUN MNT LÉ 
(27) (/ Je No di 1E=—"0, 


\ 


Il resterait maintenant à donner des applications de ces principes. 
Mais, pour les plus intéressantes d’entre elles, où le rôle de la variable 
indépendante n’est, naturellement, pas plus dévolu à æ qu'à y, les 
formules gagnent sous les rapports tant de la symétrie que de la faci- 
lité d'interprétation géométrique à être obtenues et présentées d'une 
autre manière, un peu moins simple théoriquement, à laquelle nous 
nous bornerons. 


489*. — Autre méthode, impliquant le choix de variables indépendantes 
qui assurent l'invariabilité du champ d'intégration; application à l’in- 
tégrale f F(x, y, 3) ds prise le long d’une courbe. 


La méthode dont il s’agit, la plus élégante quand lintégration 
s'étend à tout un espace continu comme ligne, surface ou solide, sans 
qu'aucune des coordonnées paraisse désignée de préférence aux autres 
pour les rôles de variable indépendante ou de fonction, se rattache au 
procédé de différentiation des intégrales qui consiste (p. 159) à con- 
sidérer celles-ci comme formées sans cesse d’un même nombre d’élé- 
ments et, pour ainsi dire, des mêmes éléments, mais graduellement 
transformables par variation et déplacement de leur champ non 
moins que par changement de la fonction sous les signes f. On a vu 
(p. 114*) que cela revient, au fond, à introduire de nouvelles varia- 
bles d'intégration, généralement différentes de coordonnées géomé- 
triques actuelles comme x, y, 3, et à valeurs limites toujours les 
mêmes quand l'intégrale change. 

Si l’on étudie, par exemple, une intégrale se rapportant soit à une 
courbe, soit à une surface, soit à un volume qui se déforment, et que 
ses éléments aient leurs champs respectifs bornés par divers points de 
ces figures, on pourra toujours attribuer son changement, en tant 
qu’il dépendra de circonstances géométriques, à des déplacements 
continus des points dont il s’agit. Alors, on adoptera, par exemple, 
comme variables indépendantes propres à définir ceux-ci et à distin- 
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guer, avec eux, les uns des autres, les espaces élémentaires intercalés, 
tout en échappant elles-mêmes aux transformations, soit les trois 
coordonnées primitives s’il est question d’un volume, soit une ou 
deux d’entre elles si la figure se réduit à une ligne ou à une surface, 
ces coordonnées primitives étant celles des points, dans un certain 
état (pris comme {ype ou comme repère) du lieu géométrique qu'ils 
jalonnent ensemble. On concevra, d'ordinaire, choisi pour cet état 
primitif, celui même qu’on cherche, c’est-à-dire qui correspond au 
maximum ou minimum proposé, et les variables propres à définir un 
champ d'intégration fixe seront ainsi, en définitive, des coordonnées 
actuelles de la figure que l’on veut finalement considérer, mais 
actuelles pour elle seule et non pour ses transformées successives. 

Ilest clair d’ailleurs que l’on pourra substituer à ces coordonnées d’au- 
tres variables corrélatives, en même nombre et plus commodes ; que, 
par exemple, s’il s’agit d’une courbe plane ou gauche, son arc, compté 
à partir de sa première extrémité et dans l’état primitif, tiendra lieu 
avantageusement de l’abscisse æ relative au même état et assurera 
aux formules plus de symétrie, en laissant à æ un rôle pareil à ceux 
de y et 3. En d’autres termes, les variables indépendantes choisies 
seront des quantités propres à caractériser les divers points de la 
figure dans son état primitif et pourront, au sens large du mot, 
s'appeler des coordonnées de cette figure; mais elles différeront 
généralement de celles qui se prennent par rapport à des axes rec- 
tulignes. 

Dès lors, les trois coordonnées x, y, 3 seront, au même titre, pen- 
dant les déformations de la figure, des fonctions pourvues tout à la 
fois : 1° de différentielles dx, dy, dz relatives à chaque variable d'in- 
tégration, différentielles, pour ainsi dire actuelles, représentant à tout 
instant, dans la figure telle qu'elle est alors, les accroissements élé- 
mentaires de æ, y, = le long du chemin où cette variable change 
seule, et aussi, 2°, de variations Ôx, ôy, 03, accroissements corré- 
latifs à la déformation élémentaire de la figure et qu'on peut 
regarder encore comme des différentielles partielles, mais relatives à 
un paramètre tout différent des variables d'intégration, tel qu'est, par 
exemple, le temps, si les déformations sont supposées se succéder 
pendant que la durée s'écoule. 

D'ailleurs, lorsque les suites de points (x,y,3) ne se trouvent 
astreintes, par les conditions du problème, qu’à la loi de continuité, 
les coordonnées +, y, 3 constituent évidemment trois fonctions arbi- 
traires des variables d'intégration, et il en est de même de leurs va- 
riations, ou des déplacements élémentaires èx, dy, ds, du moins dans 
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leurs rapports mutuels, c’est-à-dire abstraction faite de leur infinie 
petitesse. 

Cela posé, chaque élément de l'intégrale dépendra, quant à son 
champ, des distances mutuelles des points mobiles (+,y,2) qui en 
marqueront les sommets. Si, de plus, la fonction qui y multiplie ce 
champ ne varie qu'avec des circonstances géométriques, ou réduc- 
tibles à des conditions de situation (x, y, z), comme, par exemple, 
avec les coordonnées d’un des sommets du champ élémentaire dont il 
s’agit, la variation de l'intégrale, évaluée par la même méthode des 
numéros précédents que dans les cas d’une fonction inconnue unique, 
admettra évidemment une expression linéaire par rapport aux varia- 
uons dx, dy, ès des coordonnées de tous les sommets infiniment voi- 
sins ainsi considérés. On devra donc, quand le maximum ou le 
minimum cherchés seront absolus, annuler les coefficients de toutes 
ces variations ; ce qui donnera, en particulier, autant d'équations 
indéfinies (contenant +, y, z et leurs différentielles ou dérivées pre- 
mières, secondes, etc.) qu'il y a de fonctions inconnues x, y, z des 
variables indépendantes adoptées. 

Mais ces équations ne sauraient être toutes distinctes. En effet, les 
variables indépendantes dont il s’agit, assujetties uniquement à garder 
leurs valeurs ou systèmes de valeurs aux limites de l'intégrale, et 
dès lors susceptibles d’être remplacées, dans leurs rôles, par telles 
qu'on voudra de leurs fonctions, sans modifier en rien l’expression 
de l'intégrale, sont, au fond, très indéterminées; et les équations 
fournies par l’annulation des coefficients de ôx, dy, ds ne peuvent, 
par suite, définir æ, y, = en tant que fonctions de variables si peu 
spécifiées, mais uniquement quant à leurs relations mutuelles cher- 
chées, indépendantes du choix de ces variables. Donc les équations 
indéfinies qu’on obtiendra se trouveront assez peu distinctes, pour 
qu'on puisse y en Joindre d’autres en nombre égal à celui des va- 
riables indépendantes et destinées à définir presque arbitrairement 
celles-ci dans leurs rapports avec æ, y, 3. 

Fixons les idées en nous bornant au cas d’une seule variable indé- 
pendante, c’est-à-dire à celui d’une intégrale prise le long d’un arc 
f ds. Généralisons, par exemple, le problème du n° #84 (p. 252), où 
l'expression considérée revenait à f x ds, et, dans ce but, remplacons 
l'abscisse æ par une fonction continue quelconque F(x,7,z) des 
coordonnées de chaque élément de l'arc f ds, devenu Iui-même 
quelconque, c’est-à-dire gauche. Nous aurons donc à former la varia- 
tion de l'intégrale ainsi obtenue fF(x, y, z) ds, dont le champ f ds 
comprendra toujours un même nombre de parties ds, droites de jonc- 


550" CALCUL DES VARIATIONS : INTÉGRALES PRISES LE LONG D'UN ARC; 


tion de sommets successifs infiniment voisins (æ,y,z) formant une 
file continue. Ceux-ci, tous mobiles, auront leurs déplacements dx, 
dy, èz astreints uniquement à varier d’une manière graduelle le long 
de la file, dont on pourra, afin d'introduire une variable d'intégration & 
à limites fixes, définir ou distinguer les sommets les uns des autres de 
la manière suivante. On imaginera un premier état de la courbe f ds 
où ils soient tous équidistants, et on les caractérisera désormais par 
des numéros d’ordre égaux à leurs distances mêmes, que j’appellerai 6, 
mesurées pour cet état et le long de la file ou de la courbe, à partir 
d’un premier sommet arbitraire pris comme origine. Il est clair que 
les coordonnées x, y, 3 seront, après des déformations quelconques, 
pour les divers points de la file, trois fonctions continues arbitraires 
de leur numéro d'ordre 5, et que, par suite, leurs changements élé- 
mentaires dx, y, 3 égaleront, à un facteur infiniment petit près, des 
fonctions non moins arbitraires de 6. 

De ces fonctions dépendra immédiatement, pour chaque élément 
F(x, y, 3) ds de l'intégrale, le changement 
(28) NN A EAN LE 

dx dy 
de son premier facteur. Quant au second facteur, ds, distance des 
deux sommets, à numéros 5, 5 -+ do, dont les coordonnées sont pré- 
sentement 
15 HV IUS et æ+dx, y+dy, 3 + dz, 


pour devenir dans un instant 


Et 

(x+dx)+ d(x+ôx), (y +ôy)+d(y +Ôdy), (z+02)+d(3+03), 
sa valeur actuelle résulte de l'équation 

(29) ds? = dx?+ dy? + dz:?, 


et, ensuite, son accroissement ou vartalion à ds, de l'équation ana- 
logue 


(ds + èds} = (dx + div} + (dy + dèy} + (dz+ dèz}, 


dont la différence à (29), qui revient à différentier celle-ci en à, donne, 
sauf erreur relative évidemment négligeable, après division finale 
par 2 ds, 

dx 


LS ; dy dz 
(30) dds=— — ddr + < ddy + — 
; ls 


ds d ds 


d Ôz. 
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Chaque élément F ds de l'intégrale, devenu (F + 3F)(ds +0 ds), 

aura ainsi grandi de dsèF + F3ds (à un terme près d'ordre supé- 

rieur), et la variation de l'intégrale tout entière sera f'dsiF + fFôds. 
On aura donc, vu les valeurs (28) et (30) de F et de à ds, 


. É ps dE 2e dE OR dF à 
à [ F(æ,, 4 (> ds 0x + Pre ds 0y + a ds ès) 


(31) 
[4 À Ps AVR SP , ds Pc 
| + [F Tdèe+ [FT dy+ [ FHaès. 


Intégrons, par parties, les trois derniers termes, afin d'éliminer 
D 2 ) y ) 
comme 1l a été indiqué (p. 250), des différentielles non arbitraires 
de variations; et, en affectant encore des indices 0, 1 les résultats que 
l’on devra prendre à la limite inférieure 5, ou à la limite supérieure 5, 
0 Ï 1 

il viendra la formule définitive 


ES 2 19 dy'< He 
DCE Dee + Paye ès) 


À dx dE fe 
(32) { — [4 (F )-X | TG 
dy" dF 4 
= [| (re 7. | MCE ds | 2 
| [a lE FE) de. 
\ 3 


Si donc il s’agit de considérer la courbe au moment où l'intégrale 
JFds est un maximum ou minimum absolu, et que l’on se borne 
d’abord, pour simplifier, au cas d’extrémités (%5, Yo; 30); (Æ1, Y1 &1) 
fixes, de manière à avoir d(%o, Yo Zo) — 0, Ô(%1, V1 F1) — 0, Ou à ré- 
duire le second membre de (32) à ses trois derniers termes, l’annula- 
tion obligée des coefficients de ôx, dy, ds donnera les érors équations 


indéfinies 
( dr FAN 
d (F T) TT a ds — O, 
dy \ dE 
(33) a (F mn) T0 
dz\ dE 
a(FT)-S de 0 


Cependant, l’état primitif dans lequel a été choisie la variable in- 
dépendante s se trouvant arbitraire, il est impossible, comme nous 
l'avions prévu (p. 549"), que ces trois équations relient à 5, d’une ma- 
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nière précise, les fonctions x, y, =; ce qu’elles feraient, à quelques 
constantes près introduites par leur intégration, si elles étaient toutes 
les trois distinctes. Donc elles ne le sont pas. Et, en effet, après avoir 
d(æ, y; 3) 


substitué aux trois termes al r + 


dr, 4e) TRUST TES 1155) 
ds ds 


I d D, Z . » . 1 1 
: ( _ à puis ajoutons les résultats : il viendra, vu 


| leurs développements 
» multiplions respectivement ces trois 


équations par 


(29), l'identité 


; AE LIL AVE LES LEARN 
(31) De Gide Coca dE 


à laquelle conduit la différentiation de la somme 


ol Ve dy \? / dz\? 
(rene AC 
constamment égale à 1 quelle que soit la variable c. 

Ainsi deux quelconques des trois équations (33) entraînent la troi- 
sième; ce qui permettra de choisir, dans chaque cas, les deux plus 
faciles à intégrer. Si, par exemple, z — o et que F dénende seulement 
de æ, comme dans le problème du n° 48% (p. 252) où F — x, l’équa- 
tion (dès lors unique) à considérer sera la seconde (33), réduite à 


l ; td F27"2 
a(F 2) — o et qui donne F T une const, C, ou Mie" = CON 


ds Ip 2 
formément à (9) [p. 253]. 

Dans tous les cas, les deux équations du second ordre (33) choisies, 
où ç ne figure pas explicitement et d’où ds s’élimine par (29), consti- 
tueront bien, entre æ, y et 5, les deux relations propres à définir la 
courbe; car les quatre constantes arbitraires que leur intégration intro- 
duira se détermineront, si æ, par exemple, y est pris comme variable, 
en exprimant que, pour æ —æ+,et pour æ—%;, les deux fonctions 
y et z de æ doivent recevoir les valeurs respectives données y = yo, 
3 = 29 A VY—= Yi, 2 231. 

Pour plus de symétrie, on pourra encore garder la variable indé- 
pendante ç choisie en premier lieu, mais en imaginant que l’état pri- 
mitlif de la courbe dans lequel o désignait son arc s soit justement 
l'état cherché. Cela permettra de faire os — s et aussi, pour caractériser 
un tel choix en reliant s à +, y, 3, de joindre la troisième équation 


x’? + y?+ 32 I 


MAXIMUM OU MINIMUM DE fF(&,Yy,3z)ds; CONDITIONS AUX LIMITES. 5 


CITES EST | 
ets CCTITONL(UES 
ds ds ds 


à deux quelconques des précédentes (33) où 
LE RE EU NEA 

Le cas de maximum ou de minimum le plus simple que l’on puisse 
avoir à traiter, pour une intégrale de la forme f F(x, y,z)ds, s'ob- 
Uent en posant F — 7, ou en cherchant le trajet minimum fds entre 
deux points donnés. Les équations (33) s’y trouvent réduites à 


dx dy HAVE 
0 0L = — 0 d=—=0o ou à dr'=0o dy' = 0 dz'=0 
ds , ds ) , , 4 4 9 ed ) 


et conduisent immédiatement à prendre des valeurs constantes pour 
les trois cosinus directeurs x’, y’, 3! de la tangente à la ligne cherchée. 


Celle-ci n’est donc autre que la droite joignant les deux points, comme 
on le savait. 


490*. — Conditions de maximum ou de minimum relatives aux limites, 
pour des intégrales prises le long de lignes ayant leurs extrémités 
mobiles sur des courbes ou des surfaces données. 


Afin de donner des exemples de maximum ou minimum d’intégrales 
à limites variables, rendons maintenant mobiles les deux extrémités 
(Los Vos So)» (Li: 1, 31) de la courbe fds le long de laquelle nous 
prenons la somme f F(x, 7,2) ds, mais en astreignant chacune d’elles 
à se trouver ou sur une ligne donnée, ou sur une surface donnée, 
c’est-à-dire à vérifier les relations, de la forme &(x,, Yo, 0) — 0 ou 
D(L;, Vis 1) — 0, qui définissent ces figures, et qui se réduisent à une 
seule dans le cas d’une surface, mais sont au nombre de deux dans 
celui d’une courbe, 

Nous aurons toujours les équations indéfinies (33). Mais les condi- 
tions aux limites ne consisteront plus à se donner ,, Yo; Zo et Zi, Vis 21; 
c'est-à-dire à annuler leurs six variations. Car elles obligeront seule- 
ment les trois premières de celles-ci à vérifier, pour chaque équation 
correspondante assignée &(%o, Y95 50) — 0, la relation 5 #(&o, Yo: So) — 0, 
c'est-à-dire 


do \ ÉLUS one 
Lot — 0Vo-r 203) = 0 
Den Ep, J d39 


et, les trois dernières, à vérifier une ou deux équations linéaires ana- 
logues en dx,, Ôy1, d5,; ce qui laissera subsister autant de variations 
arbitraires, à chaque extrémité, qu'il manquera d'équations pour la 
fixer elle-même pleinement. Donc l’annulation, dans le second membre 
de (32), du coefficient total de chaque variation indépendante, après 
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élimination des autres, complétera le nombre des relations nécessaires 
à cetelfet. 

On voit, avant toute élimination, que les deux premiers termes 
triples du second membre de (32) seront séparément nuls, chacun 
d'eux n'étant relatif qu'à une extrémité; et comme, généralement, le 
facteur F y différera de zéro, les conditions aux limites deviendront, 
en supposant d’ailleurs Parc s de la courbe cherchée pris pour 
variable indépendante, 


9- 1 LUN ' FRS (CS LD) ; (HAN E 
(35) To0%o + Yo 0Yo + 30 020 = 0; Li 0Ty + V1 V1 + 31 031 = 0: 


Orèrs, V5 020; Où Ôæ,, 071,031, Sont les trois projections, sur les axes, de 
tout déplacement élémentaire, qu’on peut appeler ès, ou Ôs,, de l’extré- 
mILÉ (Lo, Vos 30) OÙ (%1, 13 &1) Sur la figure où elle est mobile à partir de 
sa position cherchée; et la somme respective de leurs produits par les 
trois cosinus directeurs, &,,Y6: 70 OUT,,Y:, 3,, de la premiereou 
dernière tangente à la courbe, exprime la projection, sur cette tan- 
gente, du déplacement Ôs, ou ôs,, projection nulle en vertu de (35), 
ou impliquant la perpendicularité, à la tangente, de tous les déplace- 
ments respectifs Ôs, ou ès, possibles. 

Donc, la courbe [ ds, qui rend maxima ou minima l'intégrale 
JF(x, y, z)ds, se trouve, en chacun de ses deux points extrémes, 
normale à la figure (ligne ou surface) sur laquelle ce point est as- 
treint à se mouvoir. On le savait déjà, par le Calcul différentiel (t. I, 
pp. 166 et 177), dans le cas particulier de la ligne fds minima. 

Cette condition serait profondément modifiée pour une extrémité, 
(os Yo So) par exemple, si chaque élément F(x, y, 5) ds de linté= 
grale devenait fonction des coordonnées #5, yo, Z9 de cette extrémité 
mobile et, par suite, fournissait dans le second membre de (32) un 
élément au terme triple affecté des variations de ces coordonnées, con- 
formément à l’indication donnée plus haut (p. 347*), lors de l’établis- 
sement de la formule (23) consacrée au cas le plus simple offrant cette 
particularité remarquable. 

Supposons, pour fixer les idées, que l’intégrale soit de la forme 


(36) SEL, F6 Jde 


et que, par suite, la fonction sous le signe f, dépendant seulement 
des différences æ — x, y — y5, 3 — 3%, ait ses dérivées en x, Yo; Zo 


, « dF . . ’ , A 
égales à PTE NE" La variation de chaque élément F ds s’accroîtra 
NES CR 
évidemment de 
F4 À Le AE? dE 
— — Ô0%0 ds — 0Vo ds — —— 030 ds 
dx dy da 


ba! 

[SA 

QG: 
+ 


MAXIMUM OU MINIMUM DE fF(æ, y,2=) ds ; CONDITIONS AUX LIMITES. 


et, par suite, celle de l'intégrale tout entière, de 


dF À dE dF \ 
— (ÎS te (fa) ds 0V de (ÎZ ds) OZ). 


Donc, dans le second membre de (32), le terme total en xs, dy, 
030 sera 


De AT mr dE porn dE ,\ 
—— COTE dé) 0To — (rit fT ds)? 0)°0 — (Fo +- A) 


e 


Or les équations (33), que l’on peut écrire 


é tF ? + 
(38) se disd(E Tr), gi ARTE HE) 2 ds = 0(F 2), 
ax dy ds 


intégrées d’une limite à l’autre, donnent 


DEC bye Er, 


dr : 


IF 
[= ds Fe Fr), 
2142 


ETS 
2 

<O 

ser 


et transforment finalement la condition fournie par l’annulation de 
(37) en celle-ci, 


(40) — Fi (24 00 + Yi do + 31 020) = 0. 


Puisqu’on admet que F, diffère de zéro, il vient donc, à la place de 
la première (35), 


\ PON ; (4 NS . 
(41) Li 00 + V1 0Vo + Z10Z3 = 0; 


et tout déplacement élémentaire ôs, de la première extrémité a sa pro- 
jection nulle sur la dernière tangente (à cosinus directeurs æ,, y, 3) 
de la ligne qu'il s’agit de construire. Ainsi, /e maximum ou le mint- 
mum de l'intégrale exigent que la courbe soit, à son extrémité 
(Xi, Y1, 31) dont les coordonnées ne paraissent pas dans l’élémentF ds, 
tout à la fois normale à la figure qui contient cette extrémité, et 
parallèle à une normale menée, par l’autre extrémité, à la figure 
sur laquelle se meut celle-ci. 

De là résulte, entre les deux points de départ et d’arrivée de la 
courbe, une corrélation (exprimée par le parallélisme de deux nor- 
males respectives aux deux figures) qui trouve à s'appliquer, notam- 
ment, dans le problème de la brachistochrone reliant deux courbes 
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ou surfaces données. Ce problème, dont on verra, pour le cas d’extré- 
mités fixes, la solution au n° 493 (p. 259) par une méthode plus élé- 
mentaire que le calcul des variations, consiste à rechercher le mi- 
il 


nimum de l'intégrale f F ds, quand F = -—— 
RS à. 

La même corrélation se trouve bien vérifiée dans le cas F=71, qui 
est celui de la ligne minima entre deux figures; car la droite consti- 


tuant cette ligne doit bien être tout à la fois normale aux deux. 


191%. — Cas ou ces lignes sont astreintes à ne pas quitter une surface 
donnée; démonstration, par l'analyse, des propriétés générales des 
lignes géodésiques. 


Ce ne sont pas seulement les deux points extrèmes de la courbe 
fds qui peuvent se trouver assujettis à des conditions regardant en 
particulier chacun d'eux, mais aussi tous les points intermédiaires 
(x, y, z). Quelquefois, par exemple, on demandera le maximum ou 
minimum relatif de l'intégrale fF(x,7,3)ds, pour des lignes fds 
non pas quelconques, mais situées sur une surface donnée f(æ,y,z)=0 
el y reliant un point à une courbe ou deux certaines courbes entre 
elles. Les déplacements ôx, ôy, ôs de chaque point (x, y, s) se feront 
donc alors de manière que f(x + 0x, y + dy, 3+ 03) —=0o, c'est-à-dire 
en vérifiant la relation 


(42) dx + = Ô + + 03—0; 


et l’on ne devra annuler séparément, dans les trois derniers termes de 
(32) réunis en une seule intégrale, que les coefficients totaux de deux 
des variations ôx, èy, 3, après élimination de la troisième au moyen 
de (42). Comme le terme tout entier où figurent, sous le signe f, ces 
trois variations sera encore nul, il viendra néanmoins 


PES) LT ET : dy AFETE 
E (! Sr = Aer ds | DES E (F a.) = dy ds| OY 
dz dE Æ 
+ E (re Æ) EN as| 02 = 0 


et la vérification de cette équation pour chaque point (x, y, s), quels 
qu'y soient les rapports mutuels de dx, dy, èz compatibles avec (42), 
reviendra évidemment à y écrire la proportionnalité des coefficients de 
df 
dit, 954) 


(43) | 
| 


or, èy, èz aux trois dérivées figurant dans (42). Ainsi les 


MAXIMUM OU MINIMUM DE fF(x,7,z)@ds SUR UNE SURFACE DONNÉE.  55-* 
équations (33) feront place à la double proportion 


ail dF d À Z\ T 
a(e ds a(e a) ds dr) ds 


” ds dy 
df x df de df 
dx dy dz 


que l’on reconnaît d’ailleurs aisément, en procédant presque comme 
après (33), ne constituer, grâce à l'équation évidente 


pr Lay up 


A5 — — — (I = 
(45) dr AMP T Fan 
qu’une seule relation distincte. Si, en effet, l’on multiplie les deux 
dy 


dx I 
——, ceux du second par = — ;, 
Forts 


. [ : 
termes du premier rapport (44) par F 7 
CLS 


æ 


+ Dear ; : ; : Fa 
ceux du troisième par Ter puis qu on ajoute terme à terme, 1l vient 


. . - ; O . : 
identiquement, vu aussi (34), le résultat si Ce qui prouve que l’un des 


trois rapports égaux (44) s’obtiendrait bien par l'addition terme àterme 
des deux autres après y avoir introduit haut et bas les facteurs indi- 
qués. 

Ainsi l’on pourra extraire de (44) l'équation différentielle, en æ 
et y par exemple, de la courbe cherchée sur la surface f(x, 7,3) —0. 
Et les constantes qu'introduira son intégration se détermineront, à 
moins qu'on ne fixe les points de départ ou d’arrivée, au moyen des 
conditions (35) ou (41), toujours subsistantes, dont les premières, no- 
tamment, exprimeront la normalité de la courbe aux lignes de la sur- 
face qui doivent contenir ces extrémités respectives. 

L’élimination au second membre de (32), ou dans (43), de la varia- 
tion, x ou èy, ou às, non indépendante pour chaque point (æ,y,2), 
se serait faite encore (p. 256) en opérant comme si l'on cherchait le 
maximum ou minimum absolu d’une fonction égale à la proposée 
SF (x, y, 2) ds plus la somme des produits de facteurs constants indéter- 
minés par les premiers membres des équations de condition, mises sous 
la forme e — 0. Ici les conditions dont il s’agit, en nombre aussi grand 
que les points (x, y, 3), sont toutes exprimées par f(x, y,3) = 0, où 
æ, Y, 3 se rapportent successivement à tous ces points mobiles qui 
définissent la courbe considérée ; et, afin de donner à la fonction 
totale qu'il s’agit de composer la forme d’une intégrale, il y a lieu 
d'appeler dX, plutôt que X, les facteurs indéterminés, variables 
comme æ, y, z avec le numéro d'ordre 5 des points, mais constants 
en ce sens qu’on ne leur attribue pas de variations à. Le maximum 
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ou minimum absolu à chercher sera dès lors celui de la somme 
SEF(x,7,2) ds + Sf f(x, 7,3) dX, si, pour simplifier, nous supposons 
les deux extrémités fixes, afin de n’avoir pas à ajouter encore deux 
termes comme 5 f(Æos Yos 20) + À1 f(Lis Vis 51) 3 et la variation à 
annuler sera 


LEA sie CS CIRE dfs TU 
(46) > [1 ce 2) ds + f(x + Vas HR >), 


c'est-à-dire le second membre de (32), diminué de ses termes en îx,, 
Vos dos Lis ÔYas 021, que l’on fait nuls, mais accru de la seconde 
intégrale (46), à trois termes sous le signe f. L'annulation, sous ce 
signe, des trois coefficients totaux de ôx, dy, 03, donnera donc les 
trois équations indéfinies 
| a(r Te) - Gi ds La À 0, 


ds 


dy dF don È 
( 17) | a(r ) DE dy ds an dy A0" 
LE dE dd p Abel 
gt er ad 10; 


et il suffit, pour en déduire les relations définitives (44), d'y éliminer 
d}, en égalant entre elles les trois valeurs de ce facteur indéterminé 
qui se tirent respectivement de la première, de la deuxième et de la 
troisième (47). 

Bornons-nous, comme application, au cas très simple où, la fonc- 
uon donnée F se réduisant à l’unité, 1l s’agit de mener sur une sur- 
face f — 0 la ligne f ds minima, soit entre deux points, soit d’un point 
à une courbe, soit entre deux courbes. Alors la RE proportion (44) 


l 
devient celle des différentielles d ce. die, de » dont les rapporis 


mutuels en chaque point (æx,7y,z) de la Date y définissent (Lt. I, 
df .df: df 
dx dy’ ds 
qui y définissent de même la direction de la normale à la surface. 


p. 241) la direction de la normale principale, aux dérivées = 


Ainsi la ligne minima menée entre deux points, sur une surface, a 
partout sa normale principale perpendiculaire à la surface même, 
ou son plan osculateur normal à celle-ci; et, d’ailleurs, d’après (35), 
une telle ligne coupe normalement toute courbe qu’elle doit, sur la 
surface, relier par le chemin le plus court à un point ou à une autre 
courbe donnée. Ainsi se démontrent par le calcul des variations les 
premières propriétés des lignes géodésiques établies géométriquement 
vers la fin du tome [ (pp. 304* et 310*). 


SUR UNE SURFACE DONNÉE; LIGNES GÉODÉSIQUES. 259* 


Le même calcul des variations conduit avec une aussi grande faci- 
lité aux propriétés concernant les rayons géodésiques et les perpen- 
diculaires géodésiques communes (t. 1, pp. 311* et 312*). Il suffit, à 
cet effet, de remarquer que si l’on tire une ligne géodésique, va- 
riable, c’est-à-dire mobile à volonté sur la surface, soit à partir d’un 
point fixe (Zo, Yo So) de celle-ci, soit à partir d’un point (&5, Yo; 56) 
quelconque sur une courbe donnée v(x,, Yo; 39) — 0 de la surface, 
mais en l’astreignant alors sans cesse à être, au départ, normale à 
cette courbe, la variation à f ds qu’éprouvera la longueur de cette 
ligne d’un instant à l’autre, et qui sera calculable dans l'hypothèse 
F— 1 par le second membre de (32) [p. 551" ], se réduira au premier 
terme (trinôme) de ce second membre. En effet, d’une part, l’en- 
semble des trois derniers termes de (32) y sera nul, élément par élé- 
ment, car la ligne considérée ne cessera pas d’être géodésique, c’est- 
à-dire tracée d’après les relations (44) qu'a fournies l’annulation de 
ces trois derniers termes; et, d'autre part, la fixité du point (x,,7,, 20), 
ou la perpendicularité, sur la courbe &(x,, Yo, 30) = 0, de la tangente 
en (Lo; Yor Z) à la ligne géodésique mobile, tangente définie en 
direction par les cosinus directeurs æ°, y,, 5, entraîne la première 
condition (35) et annule le terme de (32) affecté des variations èx,, 
dYo» 930. Il vient donc simplement, en représentant par æ,, y,, 3 les 
cosinus directeurs de la dernière tangente à la ligne géodésique ainsi 
mobile, 


, A NN : n : er (ed 
(48) dS ds = ri0ri+Y10Y1+ 31 031. 


Or cette relation montre que, si la ligne géodésique conserve sa 
longueur ou a sa variation à f ds nulle, sa seconde extrémité (æ,71,3:) 
vérifiera la seconde équation (35), exprimant la constante normalité 
de sa tangente en ce point (241, Y1, 31) à la trajectoire de celui-ci. 
Donc les lignes géodésiques équivalentes émanées, sur une sur- 
face, soit d’un même point et dans tous les sens possibles, soit des 
divers points d’une même courbe quelconque et alors normale- 
ment à celle-ci, se terminent à une courbe qui les coupe toutes à 
angle droit. On reconnaît bien là les propriétés, découvertes par 
Gauss, des cercles géodésiques et des parallèles géodésiques. 


492*, — Minimum d'une intégrale plus générale que SF(x,7,z)ds; 
principe de la moindre action. 
L'intégrale fF(x,y,z)ds, quand on y suppose les trois coordon- 
nées æ, y, 3 simultanément variables avec continuité, mais d’ailleurs 
arbitrairement, depuis un premier système assigné æo, Yo, 3 de va- 
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leurs jusqu’à un dernier système, donné aussi, æ;, Ji, 31, revient à 
sommer la suite des valeurs de l’expression 


Rx AK, 3) Var? + dy? + dz?; 


car s désigne Justement une variable auxiliaire définie de proche en 
proche par la formule même, ds — Vdx? + dy? + ds, de ses petits 
accroissements. Or on peut généraliser cette expression, d’abord en y 
supposant quelconque le nombre des variables æ, y, ... de la fonc- 
tion F, puis en définissant la variable auxiliaire par la condition 
d’avoir sans cesse sa différentielle non de la forme Vdx?+ dy?+..., 


TIC | 
des coefficients positifs constants, et f(x, y, ...) une fonction égale- 


ment positive, du moins dans les intervalles où se trouveront compris 
æ,Y,.... Alors appelons {, au lieu de s, la variable auxiliaire, à dif- 
Jférentielle essentiellement positive, ainsi définie par l'équation 


mais de la forme plus complexe V4 où a; b,-#s0n! 


(49) 2f(æ%,7,...) dt? = a dx?+ b dy?+...; 
et l'intégrale dont nous voulons nous occuper, plus générale que 


SEC, 2has, 
sera 


(50) HECTARES 


Elle admettra un minimum, si nous supposons le facteur F(æ,7,...) 
positif comme dt, et sensiblement différent de zéro au moins dans 
d'assez grandes régions de l’étendue où évolueront +, y, ...; car, de 
quelque manière que æ, y, ... varient simultanément, en allant des 
valeurs initiales données &,, 3, ... aux valeurs /inales, aussi don- 
nées, Æj, J1, ---, la somme des éléments ne pourra évidemment pas 
s'abaisser jusqu’à la limite zéro, tandis qu’elle grandira sans mesure 
quand +, y, ... s'écarteront beaucoup, en quelque sens que ce soit, 
des intervalles respectifs compris entre x, et æ,, y, et ÿ1, . Ily 
a donc lieu de chercher comment ces variables æ, y, ... devront 
changer en fonction de l’une d’elles, ou plutôt en fonction de la va- 
riable auxiliaire {, pour que la somme (50) soit le plus faible possible. 

Supposant ce mode de variation réalisé, nous imaginerons qu’on y 
apporte de petits changements arbitraires, ou que chacun des sys- 
tèmes successifs de valeurs par lesquels y passent les variables x, 
J; :.., éprouve des modifications élémentaires quelconques èx, 
y, ...; el nous aurons à écrire que ces changements ne produiront 
sur l'intégrale (50) qu’une altération totale du second ordre de peti- 
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tesse, Dans chaque élément F(x,7,...)dt, le facteur F deviendra 
F + ©F ou 


Quant au facteur dé, il croîtra de la quantité à dé qui se déduit de 
(49) en y substituant de même, à chaque système x, y, ... de 
valeurs des variables arbitraires, les nouvelles valeurs x + dx, 
HOPÔy, "el, par suite, aux accroissements dx, dy, ... de ces 
variables entre deux systèmes consécutifs, les nouveaux accroisse- 
ments 


dx + dôx, dy + dèy, 

La variation du premier membre de (49), où dt? devient 
(dt + 0 dt}? = dt? + » dt 3 dt, 

est ainsi, évidemment, 


| 2(f + 0f)(dt2 + > dt à dt) — sf de? 

FA dis | 

| = if did di + aa8 (Tr + DE ul 

dx 

et si on l’égale à la variation analogue du second membre de (49), 

savoir, à 24 dx dèx + 2b dy dôy +..., il vient, en isolant finale- 

ment à dé, 
ENT lt à d. b d 

(51) 0 dt —-- f (He les RAS A 


AE c++. id + PPT | Le 


Donc, chaque élément F d£, dans (50), variant de 


dtdF+FO di= «(Te Sæ+...) bte 


/ 
/ 


la variation tout entière de l'intégrale sera, après substitution à © dt 
de sa valeur (51), 


| APN ET af. DER 
D LEE, A. — — — OMAN l 
lez 2f de) 2 + . 2f 2) à 4 J4 


Fe A ES LE DF dy 
LA dy +... 
| LE dt Ft +f 7 PT CE 


Il ne reste plus qu’à y intégrer par parties les derniers termes, 
affectés de dèx, dôy, ..., afin d’en éliminer ces différentielles, (non 
arbitraires) de variations. Nous aurons, en indiquant toujours par les 
indices 0, 1 les quantités prises respectivement aux deux limites infé- 


(52) 


B. — II. Partie complémentaire. 36 
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rieure et supérieure, 


1 


.. ; 
à [Fra = | v (cr e+ 6 +.) | 


Are HR A 
rs fr 2) 2f dx)" |" 
F dy dF F df 
| =Jla6 4) Gr 4/6ie 
Le terme aux limites disparaît à cause de la fixité des valeurs 
extrêmes Ti! Pos ie. CÉ di, Ya 3, QUI r'évient à LYATAITENENRS 


0) .; et les conditions du minimum prévu se réduisent à an- 
Rep sous les signes f du second membre de (53), les coefficients 
totaux de Ôx, ôy, .... Les formules cherchées reliant 2/90 
seront donc, après division par dé, les équations différentielles du 
second ordre simultanées 

ALES UP li Dot 
DEEE ES SALES HE 
21. Eee 


Elles se simplifient, non seulement quand on prend 
ATEN A D 


, par suite, dt —\/dx° Es +..., ce qui (sauf le changement 
Fe sentet le nombre actuellement ee des variables æ,y,...) 
les réduit à la forme déjà obtenue (33) [p. 551*], mais, encore, 
lorsqu'on pose f(x, y,:..) =F{(x,7,.,.),tce quiles’chansen 


(5 de dE dF dE 
Le ae — dx’ de — dy 


Alors l'intégrale (50) rendue minimum est, d’après la valeur de 


Jt&, me houtde fe y" 2)dedtiteide (noi 


‘ nes. dx? , dy? ; 
(56) free f(e EE + bd Pr +...) 


Supposons que æ, y, ... y désignent les coordonnées respectives, 
LT, Y, 2, &', ÿ sl, æ@, y’, 27): des! divers points Œunee 
matériel; que, de plus, on ait pris les masses mêmes 72, m!, m', ..…. 
de ces points pour les coefficients a, b, ..., lesquels seront dès lors, 
respectivement, les trois premiers, m, les trois suivants, m', elc., 


ET AU PRINCIPE DE LA MOINDRE ACTION. 563* 


enfin, que la variable auxiliaire 4 soit le temps, à éléments succes- 
sifs dé liés aux éléments de chemin 


(ad = Vdx? + dy?+ dz?, ds! — Vadx" et dy”? Eden ds = DLL 


parcourus durant leur écoulement, par une équation dite de conser- 
ation des forces vives ou de l’énergie, de la forme 


$ m ds? m' ds’? m' ds"? 
58 RE tr + = Fir EI 
Si Dole 2 di? > dt? (2,7; ) 


et, dès lors, identique à 2f(x, y, ...) d— m ds? + m'ds'? +... ou 
à (49). On voit que le double de (56), savoir, 


n an n' go + 
D - 7 4e 
DH dt à 
NS 


ds MAS Re die | 
(59) flmaas + m Ts rm de, 


/ 


ou 


sera minimum si le mouvement des masses mn, mm! TS N eniréiles 
v 2 y] 
situations initiales données 


1] 1} 


à 0 DRE LIRE 
(Tor Vos 20), (Lo 0 So) (Lo3Y 03 0), 
et les situations finales, assignées également, 


4 


(T1, Y15 31); (Ti, Vis 21); ÉRE HR RETO RE ce 


est régi par les équations (55), devenues, sous une forme plus con- 
densée, 


| TN el er ts Por AL. dE 
M RE mr UT de | Gays) 


1 


Or il se trouve que ces équations (60) sont précisément celles du 
mouvement effectif de tout système matériel soumis aux seules ac- 
tions mutuelles de ses divers points, la fonction F y désignant la 
demi-force vive totale dans chaque situation, conformément au prin- 
cipe physique de la conservation de l'énergie. On peut les déduire 
justement de ce principe, combiné avec une autre loi physique capi- 
tale, d’après laquelle les accélérations, ou dérivées secondes des coor- 
données æ, y, z, æ!, y', ... par rapport au temps £, sont fonction 
UNIOUCRENL TE AY ES 0 Me (0). 


(!) Voir, par exemple, les seconde et troisième de mes Leçons synthétiques 
de Mécanique générale (pp. 12 et 235). 
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Cette dernière loi revient donc à admettre que la nature rend mi- 
nima l'intégrale (59) dans tout passage d’une situation du système à 
une autre, puisque l'hypothèse du minimum implique également les 
véritables équations (60) du mouvement. On appelle action dé- 
pensée, lors d’un tel passage, l'expression même (59), somme des 


produits des masses déplacées m, m', m", ... par leurs déplace- 

ro ; , ASS 
ments élémentaires ds, ds’, ds”, ... et par les vitesses PO — 
d 


—_,... avec lesquelles ces déplacements s'opèrent. Aussi la loi phy- 


sique en vertu de laquelle l’intégrale (59) est ainsi rendue minimum 
a-t-elle recu le nom de Principe de la moindre action. 

Vers le milieu du xvirt siècle, Maupertuis, puis Euler et Lagrange 
l'ont mis en vue, savoir Maupertuis et Euler dans des cas particu- 
liers, Lagrange d’une manière générale. Il constitue l'application, au 
problème des changements de situation des systèmes matériels, de 
cette loi suprême d'épargne (t. 1, p. 170), encore inconnue dans son 
énoncé complet, dont le principe de l’économie du temps, posé par 
Fermat pour la théorie de la lumière, fournit une autre application, 
savoir, celle qui concerne les chemins suivant lesquels se fait (du moins 
en quantité sensible), entre deux points donnés, la communication suc- 
cessive des petits mouvements émanés d’une source lumineuse. Cette 
seconde application est parfaitement distincte de la précédente; car 
on n’y considère pas des mouvements simultanés pour l’ensemble 
d'un système, mais, au contraire, des mouvements qui atteignent 
successivement diverses de ses parties, ou qui, à chaque instant, 
présentent en ses différents points toutes les différences possibles de 


phase. 


497*, — Sur des cas où, pour distinguer entre un minimum, un maxi- 
mum et l’absence tant de l’un que de l’autre, il convient d'attribuer, 
aux variations, des valeurs sensibles, au lieu de valeurs infiniment 


; ANS AToe AE dy das 
petites; application à l'integrale il F (Z dre R) ds, prise entre deux 


points fixes. 


Dans les applications que nous avons faites jusqu'ici du caleul des 
variations, la nature de la question indiquait & priori l'existence 
d’un maximum où d’un minimum ; en sorte qu'il nous suffisait, pour 
déterminer ce maximum ou ce minimum, d'appliquer le principe de 
Fermat revenant à annuler, dans la variation de l'intégrale, l’ensemble 
des termes du premier ordre de petitesse. Nous pouvions donc négliger 


des dy D) ds. 565* 


ET D’AVEC L’ABSENCE DES DEUX; APPLICATION à fr(Te =) 

AS EAST TS 
ceux d'ordre supérieur. Il n’en sera plus toujours ainsi; et il y aura 
lieu, alors, d'évaluer ces derniers termes, principalement ceux du 
second ordre dont dépend en général le signe, toujours positif 
dans le cas du minimum, toujours négatif dans le cas du maxi- 
mum, changeant dans les autres cas, des petites variations effectives de 


l'intégrale à partir de sa valeur déterminée par le principe de Fermat. 


Quand cette intégrale, de la forme | f(x, y, y’) dx par exemple 
dt à 


(avec a et b constants), est assez simple, il peut y avoir avantage à 
supposer quelconque et non plusinfiniment petite lavariation indépen- 
dante, que nous appellerons alors Ay, éprouvée par chaque valeur 
de la fonction y de x, variation qui sera, comme y, une fonction 
finie de +, et à former dans cette hypothèse l'expression exacte ou 


b 
complète, f (2, Y + AY, y! + _s — f(L, y, ')| dx, de la va- 


dx 
b 
riation correspondante s f(x, 7,7") dx de l'intégrale: En y déve- 
«a 


loppant, s’il est nécessaire, la fonction sous le signe f suivant les 


; d'A : 
puissances de Ay et de “7, mais surtout en tenant compte de la 


dx 
forme imposée à y par l’annulation identique de l’ensemble des 
termes du premier degré, on pourra parfois, très facilement, mettre 
en évidence le signe de la variation de l’intégrale et reconnaître ainsi 
la nature du résultat obtenu. 

Prenons pour exemple toute somme relative aux divers arcs infi- 
niment petits ds d’une courbe, et dont les éléments soient les pro- 
duits F ds de ces arcs respectifs ds par une fonction donnée quel- 
conque F de leur direction, fonction qu’on peut, en y introduisant 
comme variables les cosinus directeurs de ds, dérivées des coordon- 
nées rectangulaires +, y, z de la courbe par rapport à l'arc s, écrire 

dEUUy,  dz 

(2 ® ds ds 
trémités de la courbe, et, choisissant pour axe des x la droite qui les 
joint, adoptons l’abscisse æ comme variable indépendante; ce qui 
nous donnera, dans le problème, deux fonctions y et z, de æ, à va- 
riations arbitraires entre deux limites constantes a et b, mais nulles 
à ces limites mêmes. Chaque arc ds devenant 


}: Supposons d’ailleurs fixes ou connues les deux ex- 


l'élément F ds prendra la forme &(y’, 3!) dx, où © sera une fonction 
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connue ; et l’on devra ainsi considérer l'intégrale 


b 
3 o(y", 3') dx. 


Comme les dérivées Y° z! y auront pour variations #n/finiment peliles 
dèy , dôz 


respectives AU DE la propre variation, infiniment petite aussi, 


MD L=—0 
LS: RE do do 
de cette intégrale, sera évidemment f 2 doy a Tai dèz, 
l—=a y 


== 7 (/ 


(63) 


ou bien, en intégrant par parties et observant que y, àz s’annulent 
aux deux limites, 
0 


64) 12\s Te de 
we fr) 


LEE rm à À 


On voit que son annulation identique donne comme équations indé- 


: L ec do d (4 
finies de maximum ou de minimum, Gr 0 do, c'est-à-dire, 


après une intégration immédiate qui introduit deux constantes arbi- 


; dore do(y',2 k e 
iraires cet c’, er ne La At $ — c'. Ce sont deux équations 


finies entre y' et z', de sorte que, résolues par rapport à y’ et à z;, 
elles impliquent pour y! et pour z' deux valeurs constantes OC, C!, 
évidemment arbitraires comme c, c'. Donc y, z seront deux fonctions 
linéaires de +, et la courbe propre à rendre maximum ou minimum 
l'intégrale proposée (63) se réduira à une droite, savoir, à l’axe des +, 
puisqu'elle devra le joindre pour les deux valeurs a, b de labscisse. 

Ainsi les deux fonctions y, z de æ à partir desquelles on veut main- 
tenant considérer des variations /éntes arbitraires Ay, A3, sont y =0 
3 — 0; d’où il suit que, sur la courbe déformée, à laquelle se rap- 
porteront ces variations, les ordonnées dans les sens des y et des 


auront les valeurs Ay, As et, leurs dérivées premières en x, les valeurs 
dAy dAz 
"CT RCRTS: 
dx dx 


La variation finie de l'intégrale (63) sera donc 


b b 
; ES 1 A Lx 
(G5) sf bar = f FC ges 2(0,0)] dx. 


On voit que tous ses éléments, d ins en supposant TAY EEE 
L éléments, du moin u ni 

; PP dr” dx 

assez peu différents de zéro, seront essentiellement positifs, si la fonc- 


tion © est minimum pour les valeurs 0, o de ses deux variables, 


TS ; ; CL ay. dz RES 
ET D’AVEC L’ABSENCE DES DEUX: APPLICATION A PQ AE ds. 567 
ds 


essentiellement négatifs, si, au contraire, #(0,0) est un maximum. 
Donc la droite y —0, z—0o rendra l'intégrale (63) minima dans le 
premier cas et maxima dans le second. 

este le cas ordinaire, plus complexe, où #(0,0) n’est ni un 
maximum, ni un minimum. Alors attribuons d'assez petites valeurs 
dy. dAz 
dx” dx 
le second membre de (65), prendra très sensiblement, d’après la 
série de Mac Laurin, la forme 


absolues aux quantités ; et la fonction sous le signe f, dans 


d Ay , 4Az d'Ay\? dAy dAz d Az \? 
ds c{ dx ) AVE RE im B(Se 


Les deux premiers termes de cette expression ne donneront rien dans 
le second membre de (65); car les intégrales auxquelles ils conduisent, 


He (A) xd) 


T0 LE 0 
A f. dAY, EUR ds; ou Afay) k B(a<) , S'annulent 
LC —=4A RE T A LUL 


comme les valeurs mêmes de Ay, As aux deux limites. Ainsi, la for- 
mule (65) deviendra 


b 


b 
6 AG (diAp\? d'Ay d Az d Az\? 
( - O(V , 3 =— C Ets ca VA 
(66) sf 2H } da de af a) D) 7. DR E( de) le 


at 


Alors, si le trinôme homogène et du second degré placé sous le 
signé f est ou essentiellement positif, ou essentiellement négatif, il en 
sera de même du changement (66) éprouvé par l'intégrale proposée 
(63) dans le passage de la droite y —0, 3 — 0 à la courbe de forme 
quelconque ayant les ordonnées Ay, Az suivant les y et les z; la va- 
leur de (63), #9(0,0)(b — a), relative à la ligne droite, représentera 
donc respectivement ou un minimum, où un maximum. Si, au Con- 
traire, ce trinôme est susceptible de prendre des signes divers suivant 
dAy dAz 
dr NC die 
comme il arrivera quand le carré D? de son demi-coefficient moyen 
surpassera le produit CE de ses deux coefficients extrêmes, la ligne 
droite y — 0, 5: — o ne rendra l'intégrale ni minimum, ni maximum. 
En effet, il suffira d'établir entre Ay et Az, variations arbitraires dans 
l'intervalle des limites, un rapport constant, qui sera, par suite, celui 
dAy , dAz 
“de “ dx 
le second membre de (66), dans tous ses éléments, ou positif, ou 
négatif ; d’où 1l suit bien que l'intégrale (63) tantôt croîtra, et tantôt 


les valeurs données au rapport de ses deux variables 


même de —-- >» pour rendre, à volonté, le trinôme et, par suite, 
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décroîtra, dans le passage de la droite y —o0, = —o aux courbes 
voisines. | 

Le cas le plus simple est celui où l'expression proposée [F ds se 
réduit à la longueur même f ds de la courbe et où l’on a, par consé- 


quent, o(y',3')=Vi+ y?+ 23%. On voit qu’alors la fonction sous le 
signe f, au second membre de (65), est essentiellement positive. La 
droite fournit donc non seulement un minimum, mais même la valeur 
la plus petite possible qui existe pour l'intégrale f ds, comme il était 
évident. 


198*. — Application de la même méthode à des problèmes de maximum 
ou de minimum relatif; propriétés de minimum dont jouit la forme de 
l'onde solitaire. 


La même méthode pour trouver et distinguer les maxima ou les 
minima des intégrales s'applique aisément à certains problèmes de 


maximum ou minimum relatif, à ceu notamment d’intégrales de la 
b 
forme f. o(y,y'") dæ, quand la fonction y de x dont elles dépendent 
a 


n’est arbitraire entre les deux limites a, b qu'avec la restriction de 


faire acquérir une valeur constante donnée K à une seconde intégrale 
A D 

| (y) dx, sous le signe f de laquelle figure comme facteur de dx 

a / 


une fonction L(7y) que l’on sait devoir être constamment de même 
signe (positive par exemple) depuis æ = a jusqu’à x — b. 


de 
Alors, en appelant w l'expression f (y) dx, croissante de zéro à 
«a 


K lorsque + grandit de a à b, les deux quantités u, x peuvent évi- 
demment se suppléer dans le rôle de variable indépendante ; car, 
pour chaque fonction y à considérer, ces quantités æ et w sont liées 
de manière qu’une seule valeur de l’une quelconque des deux corres- 
ponde à chaque valeur de l'autre. De plus, la condition spéciale dis- 
tinguant les fonctions y à considérer, de celles qu’on veut exclure, 
sera que w, partie de la valeur zéro pour + = à, atteigne chez toutes 
la valeur unique K à l'instant où æ deviendra b ; de sorte que le 
choix de # comme variable de la fonction y et comme variable d'in- 


b 
tégration aura pour effet de transformer la condition f. V(y)dr =K 
« 


en une simple constante de la nouvelle limite supérieure K, et de 
changer, par conséquent, le problème de maximum ou minimum 
relatif en un problème de maximum ou minimum absolu. 
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Comme l’équation de transformation « = f (y) dx donne iden- 
J ; l : 
uquement du = 4(y) dx [d'où  — (y) al l'intégrale proposée 


dx 
b 
d w(Yy, y’) dx deviendra 


K 


(67) jh “ Lr, PE 


0 


| du. 
du | Y(y)° 


et c'est dans celle-ci que l’on aura à faire croître y, pour chaque va- 
leur de w, d’une variation Ay fonction arbitraire de w, sauf aux 
limites o et K, où l’on aura Ay — 0 s’il est entendu que la fonction Y 
s’y trouve donnée. 

Soit, comme exemple, l'intégrale, où c désigne l'inverse du cube 
d’une certaine longueur constante, 


(68) ÿà (y?— cy3) dx, 


intégrale prise, ainsi qu’on le voit, pour toute la suite des points (x, y) 
d’une courbe infinie y — f(x) asymptote des deux côtés à l'axe 
des +, l’'ordonnée y, nulle aux deux limites avec toutes ses dérivées, 
devant d’ailleurs satisfaire à la condition 


(69) 1 2 die KR 


La constante c peut être supposée positive ; car, si elle était néga- 
tive, un simple changement du sens de l’axe des y réduirait la fonc- 
tion placée sous le signe f de (68), alors de la forme y'?+ cy, à 
yY'?— cy, sans rien changer à (69). 

Cela posé, on aura ici e(y, y'}= y"? — cy°, (y) = y? et l'expres- 


K/ dy? É Fr /d.y?\2 
sion (67) sera (y _. —cy) du ou f É (5) —cy| du. Ap- 


pelons A.y? la variation 2y Ay + (Ay})? qu'éprouvera y? quand, pour 
chaque valeur de w, y croîtra de Ay; et, vu que, par suite, la variation 


du 
CHARIOT CIS AE dy dAyrs (aie 2 
di UN (SZ) HN EC DEP TS du 


36. 
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nous aurons, pour celle de l’intégrale proposée, 


HR 
dy .y2\2 
70) sf y dA.y?— 1 c(Ay) du +f: (= + ) du. 


2/0 
Intégrons enfin par parties le premier terme, en observant que la 
GR dy AY dy y\ dy 
artie intégrée, y == A.y?, ou [2 + -—) y? —= A a 
PERS RSEEREe pou (2 +2) pay = (222) 


tend vers zéro aux deux limites x — =, à cause de ses deux fac- 
4 
« . dy AY 
teurs évanouissants 2 , Ay, tandis que le troisième 2 + 
T 
et si nous remplaçons, sous le nouveau signe f,'A.y? par 2y "1 + (Ay}?, 


nous trouverons, comme expression définitive de la variation cherchée, 
k | 
1 /d.y?\? 
| A Te AN AS A Le 
| 3 (3 2) ex | au 
kK 

d dy RER 
/ — — “l : DA L%) Fr c [ea du 

mi d 7 (Ay AE ) | SAN 

J'au \ du 2 4 K SOU 


Le coefficient de Ay dans le premier terme du second membre de- 
vant être nul pour la courbe demandée, l'équation différentielle de 


K 


est fini; 


, 
NI 
cer 


celle-ci sera, en isolant c et divisant par 2, 


; as 2 
K22ÿ Tu du) es: 


après quoi la formule (71), si l’on remplace, dans son dernier terme, 


d d AS ; ; 
l'expression — y ——- ( æ) par sa valeur tirée de (72), deviendra sim- 
plement 


du du 
Le ; K 
1 /d.y?\? Ayÿ? 1/dA.y?\? 
(Fi sf re ) —cy|du= fl Fe 4 2) |au. 
4\ du ” 2 AN ONETE 
Il suffira donc que l'équation (72) nous conduise à une expression 
de y partout positive, pour que cette formule (73) représente une 


variation essentiellement positive elle-même, ou pour que la courbe 
obtenue rende l’intégrale proposée (68) minimum. 

Or c’est justement ce qui arrive. L’équation (72) s'intègre de suite 
en introduisant comme variable indépendante, au lieu de la quantité 


dl LA 


ue [ y* dx, Vaire o— | ydx, comprise entre la courbe et son 


/ — — © 
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asymptote depuis l’abscisse æ = — % jusqu’à l’abscisse quelconque x, 

‘aire qui, nulle avec y et w pour æ ——, varie sans cesse, 

comme w, dans un même sens quand x croît, du moins tant que l’or- 

donnée y ne s’est pas annulée de nouveau, et qui peut bien ainsi, 

jusqu'à production d’une pareille circonstance, se substituer à &w ou 

à æ comme variable indépendante. Alors, des deux formules évidentes 
I 


| Rp I : 
du= y? dx, do — y dx, il résulte __ 7. = 7-3 et l'équation (72) 


se réduit À 


(74) SOA RATS 


do? n | 


REA 7 : d C 
Intégrée une première fois, elle donne _ = = (À — 6), en appelant À 
u » € 5, 2 | . 
une constante arbitraire, qui devra être positive pour que y et 5, 


d’abord nuls, prennent même signe (comme l'indique l’expression 
à 


4 * 
ÎÉ y dæ de 5) quand x croîtra à partir de — «. Par une deuxième 


(re) 


intégration, encore effectuée en partant de l’abscisse x —— où 
s’annulent à la fois y et o, il viendra 


Es ) 4 — 


EPA 


Comme l’ordonnée y doit, aux deux limites, se réduire à zéro, 
cette formule (75) montre que toutes les valeurs effectives de os se 
trouveront comprises entre les deux seules, 5 — 0 et o-—2A, qui 


annulent l'expression (75) de y, et qui correspondent bien, en effet, 


: do 
aux deux absoisses HE ; car la formule ds — y dx donne dx — — 
| MA 


ds L : : 
et montre que # | dx ou +fT devient infinie quand, s tendant vers 
7 


l’une des deux valeurs zéro, 2A, l’'ordonnée y devient de l’ordre de peti- 
tesse même de « ou de 2 À — 6. Or, entre les limites 5 — 0, 5 —2A, 
l'expression (75) de cette ordonnée y est positive, comme on l'avait 
annoncé après la formule (73). Donc, la courbe représentée par l’équa- 
tion (55) quand on fait varier o de zéro à 2 A, sera la seule qui puisse, 
tout en vérifiant la relation (69), rendre l'intégrale (68) maximum 
ou minimum ; et elle la rend effectivement minimum. 

La constante posilive arbitraire À devra se déterminer par la con- 
dition (69) qui, en v substituant dos à y dx. devient évidemment 
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A 
f yds=-K, ou, à cause de l’expression de y donnée par le second 
220 


Al I ,\?24 I s 5 nr 
membre de (75), -c (as — > s) — -cA$ —=K, Aïnsi, l'oneura 
4 U4 0 


3 Fa 
31 
(76) a 17 ee 
k C 


Enfin, appelant A la plus grande ordonnée y, qui correspond, d’après 
le troisième membre de (75), à 5 — À, et dont la valeur est 


Co! 


(77) fre 
divisons (75) par A, puis comptons les aires s, non plus à partir de 
æ ——æ, mais à partir de cette ordonnée L elle-même, ou, en d’autres 
termes, remplaçons o — À par 5 dans le troisième membre de (55); et, 
pour simplifier encore l’équation de la courbe, choisissons une nou- 
velle unité, d’une longueur telle, que la moitié, À, de l’aire comprise 
entre la courbe et son asymptote devienne numériquement égale à la 
plus grande ordonnée À. À cet effet, adoptons comme unité la lon- 


A 4 , > : 
BHÉNTE- . qui, rendant respectivement la hauteur A et l’aire A 
è l C 


A foi A? 
F-HMAOISIOLE 
h h? 
; k? 
rique commune +: Alors, en appelant encore y, 5, À les nouvelles 
valeurs de l’ordonnée variable, de l'aire limitée par elle, et de la hau- 


teur maxima, l’on aura une équation de la courbe 


fois plus petites, leur feront acquérir la valeur numé- 


si LES 2 
(78) FES En TNT e CIS) ou Je SN 


identique à celle qui exprime, sous la forme la plus simple possible, 
le profil longitudinal d’une onde solitaire (p. 55 *). Ainsi, le profil 
d’une telle onde a la propriété de rendre minimum l'intégrale (68), 
sous la condition (69). C’est justement à cette propriété que l'onde 
solitaire doit d’être stable dans sa configuration et de se réaliser fré- 
quemment (1). 

Le même profil jouit encore d'une autre propriété de minimum 
relatif, mais paraissant beaucoup moins importante. 

Il est, parmi toutes les courbes situées en entier d’un même côté 
de l’axe des +, asymptotes à cet axe aux deux bouts et comprenant 


(*) Voir mon Æssai sur la théorie des eaux courantes (p. 402). 
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Le) 
enfin une même aire totale donnée Î xd reclle or 


D 


minimum l'intégrale 


| à 3 dr 
(79) 4 Con 


où c désigne une constante que l’on peut encore supposer positive. En 
effet, si elle ne l'était pas, on changerait le sens des y positifs; ce qui 


2 
reviendrait à remplacer l'aire Î ydx—=2AÂ'par —2AÂ'et l'inté- 
 — D 


É dx 
grale (59) par ay la a es » dès lors de la forme voulue (70), 
“le 
au signe près, vu que € s’y trouverait négatif. 
XL 
Prenons, pour nouvelle variable d'intégration, l'aire 5 — Î Ye 
2 _ © 


qui variera sans cesse dans un même sens, de zéro à 21”, quand x 
grandira de — oo à + , et qui sera, par conséquent, bien propre à 
remplacer æ. Comme on aura, à cause de la valeur y dx de do, 
dx do d d dr ; 

— = — et Are dE Le à “4e l'intégrale (79) deviendra, pour toutes 
+4 V2 de do 

les courbes proposées à ordonnées de sens uniforme et à même aire 
totale 2 A’, 


921 dy? 
(80) f e ner) do. 
dy? 


Or, si, pour chaque valeur de o, y croît de Ay, le carré do ? de- 


1 dAy\?2 1 dy dA tAy\2 Cha 
venant (Z + >) 9 grandit de 2 RER SE É = . La variation 


ds do ds do ds 
finie de (80) sera donc 


G—2À! 


dy 2A' | : 24° Fe FAN 2 
(81) fé 2 TAy 1 C(AY) ds + 1 ( LA ) do. 


CG —( e ( 


Intégrons le premier terme par parties, en observant que le produit 


ds 
s'évanouit le coefficient angulaire y’ de la tangente ; et nous aurons 
enfin 


2A! 
: CN 


d À : "1e ‘ 
2 ay, ou Hier tend vers zéro aux deux limites x —2+ où 


À 


“a | 7: 
RS + c) (Ay) d Al 


Lo] 
Q 
DA 
SE 
a 
| 
—, 
Le 
Le 
PR 
Re) 
à* 2 
19 
> 
VE < 
ae 
à | EX 
Re 
1 
à, 
a 
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On voit : 1° d’une part, que l'annulation du coefficient de Ay, sous 
le signe f du premier terme du second membre, conduit à poser 
précisément, comme équation différentielle de la courbe chérchée, la 
relation indéfinie (74) [p. 571*], qui nous a conduit, en appelant À 
une constante arbitraire positive, à l’équation finie (75) et à des va- 
leurs utilisables de 5 comprises entre os — 0 et s — 2A, c'est-à-dire à 
la coupe longitudinale d’une onde solitaire ; 2° d’autre part, que la 
variation de l'intégrale, dès lors réduite au dernier terme de (82), 
sera essentiellement positive, ou què la courbe représentée par (75) 
exprimera bien un minimum. Son aire totale étant d’ailleurs 2A, la 
détermination de la constante arbitraire À se fera par l'équation 
a3A — 2 A!, ou À — A’. Le problème n’admettra donc de solution que 
si l'aire donnée 21! se trouve être positive, ou si l’on considère des 
courbes ayant leurs ordonnées y de mème signe que c. 


499*, — Intégrales s'étendant, l’une, à tout le volume d’un corps, l’autre, 
à sa surface, et dont la somme est rendue minima par la fonction qui 


exprime les températures stationnaires de ce corps dans des conditions 
données. 


Le principe de la moindre action (p. 564*) relatif aux déplacements 
des systèmes matériels, celui de Fermat sur l'économie du temps dans 
la propagation de la lumière (t. 1, p. 163), la propriété de minimum 
qui explique la production fréquente de londe solitaire le long des 
canaux (p. 72* ci-dessus), etc., constituent des exemples tendant à 
montrer que les lois naturelles des phénomènes d'état variable impli- 
quent, en général, la réalisation de certains minima, ou ne sont autre 
chose que l'expression même des conditions de ces minima. L'obser- 
vation des phénomènes d’état permanent conduit à une conclusion 
analogue. Celle-ci est même évidente dans les cas d'équilibre stable 
d'un système matériel élastique, où il y a une fonction, appelée 
énergie potentielle d’élasticité, aux dépens de laquelle se font, dans 
le système, les accroissements de mouvement ou de demi-force vive, 
et dont le minimum correspond justement à la configuration d’équi- 
libre stable ; car tout changement des dimensions du système à parur 
de cette configuration entraîne une extinction de mouvement. Oril 
en est encore de même, comme nous allons voir, dans le problème 
d’un état calorifique permanent, ou des températures stationnaires 
d’un corps (du moins isotrope) ; en sorte qu’on se trouve bien auto- 
risé à supposer les lois physiques, d’une manière générale, subor- 
données à ce principe supréme d'épargne entrevu dès r'iquité, 
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mais non encore dégagé complètement, et dont nous avons eu plu- 
sieurs fois déjà l’occasion de parler (p. 564* et t. I, p. 170). 
Pour nous borner en ce moment au cas d’un corps homogène et 
isotrope dont nous appellerons w le volume et 5 la surface, la somme 
qui s’y trouve rendue minimum par la fonction + de æ, y, 3 expri- 
mant ses températures permanentes, est celle-ci : 


lo? lo? lep2 \ 
(33) [CE ‘at ke D) do + fete ayrds 
o dx? dy? dz? . nt T | 


Nous admettons, d’une part, que ces températures satisfassent, dans. 


tout le volume 5, à l'équation aux dérivées partielles 
84 Rte 
( 1) dx? 


d’autre part, qu’elles vérifient en outre, sur chaque élément ds de la 
surface, dont dn désignera la normale tirée à partir de l’intérieur 
(comme si l’on voulait la prolonger au dehors) et alors définie en 
direction par les trois cosinus de ses angles x, B, y avec les axes, la 
condition spéciale 


do do do do do 
D to mou =t = _Lcosx 11 6088 + =: cos 
653 dr te 20) 6 dn dx dy Î dz D 


Æ, 20 étant, comme cos«, cosB, cosy, des constantes finies réelles pour 
chaque élément ds ou des fonctions données de x, y, z aux divers 
points de la surface. Ces relations sont bien, en effet, les plus géné- 
rales du problème des températures stationnaires dans un solide iso- 
trope homogène (p. 384*) : la seconde, (85), se simplifie d'ordinaire 
soit par l'hypothèse £?—% (entraînant © —+,), quand on donne 


directement la température © — +, de l'élément do, soit par l’hypo- 


x ; pe ; É de s 
thèse contraire de Æ? infiniment petit (d'où — K£v, — une fonc- 


Uon connue de æ, y, z), dans le cas limite opposé où l’on se donne 


le flux de chaleur à travers do. 

Pour reconnaître que la solution des équations (84), (85) rend 
bien l'expression (83) minimum, attribuons, dans celle-ci, à la valeur 
(supposée quelconque) de # en chaque point (æ, y, 3), un accrois- 


n2 


: VE : : de do dAo\?2 
“sement fini arbitraire A9. L'expression devenue er ) , 


dx? dx dx 


aura varié de 2 —* 
dx dx 


do dAv /d'Av\? ; ; \ 
us Se ( Fe ou, identiquement (en transfor- 
(a 


mant le premier terme afin d'en éliminer par l'intégration la dérivée 
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non arbitraire de Av en x), de 


l [dei \ die 1A2\? 
C ( 2 àe) 2 TS do + (° =); 


RNA UT Ce HAN 


lo? 22 , : HE 
+) —— auront éprouvé des variations 
dy? dz? 

analogues. D'ailleurs, sur chaque élément ds de la surface, Le carré 
(9 — #)?, devenu de même (+ — &,+ A9)?, aura crû de 


et les expressions des carrés 


2(9 — 90) 19 + (A9). 


Donc la variation de la somme (83) sera 


TR . 
2° ee CR Een do 2 [ (TE +..)(ap) ds 
JL dr Je Var? : 
86) É 


( 
| 2 " n mn. dAg : [ 1 9 9 
re fr (o — w#9)(A9) d5 af m) +... [4 + fete» ds. 


Le premier terme a chacune de ses trois parties intégrable une fois 
ou convertible, par les formules (22) du n° 313 (p.93*), en une inté- 


grale relative à la surface 5; et, en joignant au troisième terme de 


à SE do 
(86) les résultats ainsi obtenus, dont la somme est » an (A+) ds 
(ox 
d’après la seconde formule (85), il vient enfin, pour la variation exacte 
cherchée de l’expression (83), 


LPS 


do do dy L do à 


(87) 
(A 


ra] \ / ; 


Jo 
Nr ee \ 2 US 

(A) (és) (EE) Tes» frunrés 

Le maximum ou le minimum exigent d’abord, comme on sait, 
l'annulation, dans les deux premiers termes de (85), linéaires par 
rapport à Av, du coefficient de la variation Av, laquelle ne sera pas 
moins arbitraire sur chaque élément ds de la superficie que dans 
tout élément intérieur di d'espace. Or l’on aura, de la sorte, juste- 
ment les équations (84) et (85), caractéristiques de la fonction © qui 
représente les températures stationnaires du corps proposé. Et d’ail- 
leurs la valeur correspondante de la somme (83) sera bien minimum ; 
car les équations (84) et (85) réduiront l'expression (87) de sa varia- 
tion, comptée à partir de cette valeur, aux deux derniers termes, 
essentiellement positifs. 
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500*. — Utilisation de cette propriété de minimum pour démontrer l'exis- 
tence d’une solution générale du problème des températures station: 
naires; autres problèmes, dans lesquels la même méthode atteint un 
résultat analogue et a, parfois aussi, facilité la mise en équation. 


Ayant démontré ainsi l’identité d’un système donné de relations, 
savoir (84) et (85), aux premières des conditions que vérifie dans les 
hypothèses ordinaires de continuité le maximum ou le minimum 
d'une certaine expression, laquelle est ici (83), ou ayant, par suite, 
ramené au moins en partie, l’un à l’autre, les deux problèmes qui 
consistent soit à résoudre ces relations (84) et (85), soit à rendre 
maxima ou minima l'expression (83) dont il s’agit, nous pourrons 
essayer de nous servir de la considération d’un tel maximum ou mi- 
nimum pour démontrer l’existence d’une solution générale du sys- 
tème d'équations (84) et (85). En effet, nous avons reconnu, sur la 
presque totalité des questions de maximum ou de minimum abordées 
dans ce Cours, que, si le calcul des maxima ou minima est ordinaire- 
ment difficile et laborieux, du moins leur existence s'offre souvent 
comme évidente ou presque évidente. Il pourrait donc y avoir, à 
transformer le problème de la résolution ou de l'intégration d’un 
système d'équations en une question de maximum ou de minimum, 
l’avantage de rendre certaine la possibilité d’une solution d’un pareil 
système. C’est justement ce qui est arrivé (t. |, p. 150*) dans la 
démonstration du théorème fondamental de l’Algèbre : il nous a été 
plus facile de former une fonction chez laquelle la nécessité d’un 
minimum se reconnaissait aisément et dont les minima correspon- 
daient à des diviseurs du second degré, réels et irréductibles, du pre- 
mier membre d’une équation algébrique donnée, que de constater di- 
sectement l'existence de ces diviseurs. 

Voyons s’il en sera de même ici. Pour démontrer la compatibilité 
du système (84) et (85), c’est-à-dire l’existence d’une fonction & qui 
y satisfasse, nous devrons examiner si la somme (83), où © désigne 
toute fonction de +, y, 3 continue à l'intérieur et à la surface de 
l’espace æ, admel un minimum régi par le principe de Fermat ou de 
Kepler. 

Or, d’une part, cette somme, à éléments essentiellement positifs, 
ne peut pas, quelle que soit la fonction w, descendre au-dessous d’une 
certaine limite. D'autre part, il suffit d'y donner à © de très fortes 
valeurs négatives ou positives, distribuées comme on voudra soit 
partout (y compris la surface 5), soit seulement à l’intérieur, pour 
rendre extrêmement grandes en valeur absolue, dans des régions f do 
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ow fdw finies, soit les différences o — «, à la surface, soit les déri- 
do L RSR , 
vées 11 > à l’intérieur, et, par conséquent, dans les deux cas, la 
d\t,Y:3) 

somme (83). Il y a donc, en quelque sorte, un état de grandeur 
infranchissable au-dessous duquel ne s’abaisse pas cette somme 
quand ® se déforme de manière à la faire décroître, et qui, se pro- 
duisant sans que © devienne considérable ni à l’intérieur, ni à la sur- 
face de l’espace w, constitue un vrai minimum, c’est-à-dire une valeur 
parfaitement susceptible td’être atteinte, entourée de toutes parts de 
valeurs plus grandes. Seulement, la fonction + qui réalise ce minimum 
jouit-elle partout, quant au mode de variation de ses dérivées pre- 
mières, de la même continuité que les fonctions voisines © considé- 
rées? Ou, au contraire, est-elle un cas limite singulier de celles-ci, 
qui, en lui donnant naissance, tendraient à perdre et perdraient en 
effet leur graduelle variation, base indispensable des règles de maxi- 
mum ou de minimum exposées ici? On ne voit aucune raison de lui 
supposer de telles discontinuités singulières; et alors s'appliquent 
sans difficulté à cette fonction © les équations (84) et (85), expri- 
mant l'annulation de toute la partie de la variation (85) qui est de 
l’ordre des changements Ay des variables correspondantes. 

Ainsi, le système (84), (85) d'équations aux dérivées partielles 
admettra une solution, dont l’unité a d’ailleurs été démontrée plus 
haut (p. 384*). Mais on voit que la démonstration implique lhypo- 
thèse, dans la fonction réalisant le minimum, d’une continuité au 
sujet de laquelle pourraient, à la rigueur, subsister quelques doutes. 
Peut-être cette difficulté est-elle, au fond, inséparable de celle qu’é- 
prouve notre esprit à construire nettement les intégrales des équa- 
tions aux dérivées partielles, surtout quand il n’y a pas de variable 
principale pour en régler et en simplifier, si l’on peut ainsi dire, 
l'ordonnance. Alors la pluralité des sens suivant lesquels varie la fonc- 
tion inconnue rend pénible ou même incomplète (sauf, sans doute, à 
la suite d’une longue et minutieuse analyse) l’intuition simultanée des 
détails qu’il s’agit de relier ensemble : or cette intuition est l’unique 
source de notre sentiment intérieur d’évidence et, par suite, de la 
certitude mathématique. 

Il est clair que, sous la même réserve, les raisonnements précédents 
s'appliqueraient, en remplaçant le volume 5 par une aire plane et la 
surface s par son contour, si la fonction © devenait indépendante de 3 
ou n’avait à être considérée que dans le plan des xy. Ils s’étendraient 
aussi à bien des cas de corps non homogènes n1 isotropes, parvenus à 
un état calorifique permanent. 
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On peut, mais encore avec des restrictions analogues quant à l'hypo- 
thèse analytique de variation graduelle pour les fonctions/considérées, 
démontrer de la même manière (1) l'existence d’une solution du pro 
blème de l'équilibre d’élasticité d’un système solide pesant quel- 
conque, lorsque chaque élément ds de sa surface se trouve sollicité, 
vers certaines situations données, par des ressorts ayant leur tension 
fonction linéaire des écarts qui existent, suivant les trois axes, entre 
cette situation locale de repos et la situation effective. Ce cas très 
général comprend, à la limite : 1° d’une part, celui où la partie con- 
sidérée do de surface est fixe grâce à l'attribution, aux coefficients 
des fonctions linéaires dont il s’agit, de valeurs infinies, entraînant 
pour les écarts des valeurs nulles, et, 2°, d’autre part, le deuxième 
cas extrême où la pression extérieure exercée sur ds est donnée, cas 
où 1l faut, au contraire, attribuer aux coefficients des valeurs éva- 
nouissantes, mais aux écarts des valeurs généralement fort grandes, 
comme lorsqu'on a posé ci-dessus, dans (85), #? —o, mais £?0,— 
une fonction donnée de æ, y, 3. L'énergie potentielle totale que 
rend minimum l’état d'équilibre stable étudié se compose, d’abord, 
de ses deux parties ordinaires, l’une élastique, l’autre de pesanteur, 
représentées par deux intégrales s'étendant à tout le volume w, et, en 
outre, d’une troisième partie, dans le genre du second terme de (83) 
ou constituée par une intégrale relative à la surface 5, et qui ex- 
prime l'énergie potentielle des ressorts-sollicitant la superficie. 

C’est enfin d'une manière analogue, impliquant toujours les mêmes 
hypothèses analytiques de continuité, que se démontre (depuis Gauss) 
l'existence d’une solution du problème g général de l'Électr ostatique, cas 
où la fonction minima dans l’état d'équilibre se réduit à une énergie 
potentielle de forces régies par les lois newtoniennes. 

La transformation des questions de Philosophie naturelle en pro- 
blèmes de minimum présente donc, comme on voit, une réelle utilité, 
indépendamment de son intéressante signification physique. Lagrange, 
Navier, etc., s’en sont même servis, une fois sa légitimité établie dans 
toute une branche d’études, pour appliquer aux divers problèmes que 
celle-ci comprenait le.calcul des variations et poser ainsi, en annulant 
identiquement les termes du premier ordre de petitesse par rapport 
aux variations indépendantes, les équations mêmes du problème, tant 
indéfinies que définies ou relatives aux limites. Dans une question assez 


(:) Comme je le fais depuis 1886 dans le Cours de Mécanique physique de la 
Sorbonne. 
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délicate, où les conditions définies strictement nécessaires ne se mon- 
traient pas de? hhe manière évidente, savoir la théorie de l'équilibre de 
flexion des plaques, il s’est même trouvé que Kirchhoff a découvert 
de la Sorte (en 1848) les véritables relations aux limites, c’est-à-dire 
concernant le contour des plaques fléchies. Mais une étude directe 
un peu attentive de la question a prouvé depuis que ces conditions se 
posaient naturellement sans le calcul des variations, qui, tout en les 
indiquant, n’avait pas fait apercevoir leur vraie raison d’être. 


FIN DE LA PARTIE GOMPLÉMENTAIRE DU TOME II. 
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